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PRÉFACE 


Ce deuxième volume complète l'ensemble des matières qui 
figurent au programme normal du Certificat de Calcul différentiel 
et intégral. 

Ce programme est légèrement variable suivant les Facultés. 
Nous avons donc dû lui donner son extension presque maxima. 
Cependant nous avons laissé de côté l’étude des fonctions elliptiques,, 
le calcul des Variations qui relèvent plutôt du Certificat d’Analyse 
supérieure, celle des lignes géodésiques d’une surface. 

Comme nous l’avons indiqué dans notre première Préface, nous 
avons, par contre (et on voudra bieii nous en excuser) exposé le 
résultat de recherches personnelles qui sont des applications ou 
des extensions immédiates du Cours. 

C’est ainsi que, dans ce deuxième volume, nous avons exposé 
l’étude des systèmes incomplets d’équations différentielles, leur 
intégration sans signe de quadrature , dans le cas des systèmes 
linéaires à coefficients quelconques, celle également de certains 
autres systèmes d’équation du premier ordre. 

Dans la Théorie des Surfaces, nous avons donné une généralisa¬ 
tion des développées dns courbes gauches, leur intégration sans 
signe de quadrature, et mis en relief la si grande importance, pour 

une courbe gauche, du rapport ^ ■ 

Nous avons établi la condition pour reconnaître si un ds 2 est 
celui d’une surface développable. 

Dans le cas des surfaces applicables sur une surface de révolu¬ 
tion pour lesquelles les coefficients du ds 2 sont seulement fonctions 
de u, nous avons obtenu, sans signe de quadrature, le ds 2 le plus 
général de ces surfaces, la surface de révolution sur laquelle la 
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« perfection, et par conséquent menacée de sclérose, tu as su faire 
« quelque chose de vivant qui est un régal pour l’esprit et dont je 
« te félicite très vivement. » 

Nous espérons que cet ouvrage et cette méthode pourront rendre 
quelques services aux Etudiants et donner à certains le goût de la 
recherche mathématique. 

Nous serions particulièrement reconnaissants à tous ceux, Pro¬ 
fesseurs ou Etudiants, qui voudront bien nous donner leur appré¬ 
ciation sur la possibilité qu’ils ont eue d’appliquer cette méthode et 
sur les résultats qu’ils croient avoir obtenus. 

S. Carhus. 
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CHAPITRE PREMIER 

FONCTIONS DE VARIABLE COMPLEXE 


SOM MAI» E. 

1 {appel sur les imaginaires. 

Fonctions d'une variable complexe. : Fonction analytique, fonction de fonction, 
fonction holomorphe — de plusieurs variables. 

Fonctions élémentaires : e’, sin s, cos 3. — Formules d’Fuler. — Applications. 
Fonction logarithmique. Détermination précise. — Propriétés. 

Fonction (2 -- a)" 1 . 

Représentation conforme. - - Applications. 

Détermination d’une fonction analytique par une condition donnée. 
Intégrale de fonction de variable complexe : Limite supérieure. — Applica¬ 
tions. 

Conditions pour qu’elle soit indépendante du chemin. (Généralisation. 
Changement de variable. Dérivation sous le signe. 

1. — HAPPEL S V lî LFS IMAGINAIRES 


Bien que nous ayons eu déjà à considérer dos quantités complexes, 
nous allons rappeler et préciser la définition de ces quantités et les 
opérations qui s’y rattachent : 

Nous appelons « quantité complexe » ou « imaginaire » tout 
polynôme d’une indéterminée / 

P(l) = O 0 -F flp -4- üil 2 

r.ARRi's. —• ("ours de calcul différentiel et intégral. II. 
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Nous conviendrons de regarder comme équivalents deux poly¬ 
nômes qui, divisés par c 2, + donauenlr fe même* reste du premier 
degré en i. En sorte que, si Ton fait la division deP(i) par (i 2 + 1) 
sous la forme 

P (i) = Q(i') (i 2 -t- 1) -+■ a + bi 

les deux polynômes P(i) et (a + bi) sont équivalents. 

La forme « réduite » d’une quantité complexe est donc a -f bi. 
Pour que deux quantités complexes mises sous forme réduite 
a + bi, c + di soient égales, il faut que 

a = c b = d 


Les opérations élémentaires sur les quantités complexes seront 
définies par les opérations ordinaires sur les polynômes P(i) tou¬ 
jours avec cette condition que nous avons le droit de négliger les 
multiples de (i 2 + 1). On peut dire d’une façon-légèrement incorrecte 
mais pratique que l’on peut remplacer i 2 par — 1 et d’une façon 
plus incorrecte encore que i 2 = — 1. 

Si deux polynômes P (i), Q (i) admettent pour forme réduite 
a + bi, c + di, la somme P + Q aura pour forme réduite 


a -h c -h (b 4- d)i. 

De même 

a -+- bi — (c -b di) =r a — c -b ('b — 

(a -b bi) ( c -4- di) = ac -b bdi 1 -+- ( ad' 4- bc)i. 

Ce résultat peut s’écrire : 


ac — bd -b (ad -t- 


T , . a + bi ^ 

L expression ^ sera une 


bc)i . 

quantité complexe x + yi 


telle que 

a -b bi — (c -h di) (x -b yi) 

ou, en effectuant le second membre d’après les règles précédentes 
a -b bi — ex — dy -b i(dx -f* cy) 

Il faut donc que 


a — ex — dy b — dx -b cy 
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ee qm dfeniie» 

_ ccc •+-■ bd __ bc — arf’ 

* — y 

Ces dfeux valeurs sont finies si c et d ne sont pas tous deux nuis. 
PTus généralement, on pourra exprimer sous forme réduite une 
fraction rationnelle quelconque de i. 

Les opérations élémentaires sur les quantités complexes n’étant 

autres que les opérations correspondantes faites sur des polynômes, 
d 

les propriétés fondamentales des opérations algébriques 
subsistent, propriété commutative, associative, etc., représentées 
par les formules 

AB = BA, A-B-C* = A-(B-C), A(B - 4 - C) = AB -+- AC, etc. 


Imaginaires conjuguées.— Deux quantités a + bi, a — bi qui ne 

different que par le signe du coefficient de i sont dites « conjuguées » ; 
d 

leur somme est réelle. On en déduit que si une quantité, 

apparemment imaginaire, ne change pas lorsqu’on change i en if 
cette quantité est réelle. Cette remarque est importante dans la 
pratique. Par exemple, la quantité : 


1 i ^ 1 1 

i H - ix 1 —- ix 


est certainement réelle. 

De meme une quantité a -f- bi sera une imaginaire pure (a = 0 ) 

p 

si son imaginaire conjuguée lui est égale et de signe con¬ 
traire et cette propriété est également caractéristique. Par exemple, 
la quantité 

1 -i- 1 i — 1 
i ~h ix 1 — ix 

? 

qui change simplement de signe quand on change 1 en — 1 est 

une imaginaire pure. 

En admettant que l’on sache définir c** etc - ** et que ces symboles 
soient des quantités complexes telles que nous venons de les définir, 
on voit que 


e ix -h e ix 


1 


et 


e ,x — e ,x 


9 


l 


sont des quantités réelles. 
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Représentation géométrique. — On peut représenter l’imaginaire 
a + bi soit par un point de coordonnées a, b par rapport à deux axes 
rectangulaires, soit par un vecteur ayant pour projections sur les 
axes a, b. Si M est le point de coordonnées a, k, désignons par p la 
longueur géométrique OM et par a l’un des angles (Or, OM) dont 
il faut faire tourner Ox dans le sens de Oæ vers O y pour l’amener 
sur OM ; p est le « module », a « l’argument » de la quantité com¬ 
plexe. On aura 

a ~ p cos cl b = p sin a 

et on en déduit 


y la 1 


b* 




y/ a 1 


t«* : 


La quantité imaginaire se met alors sous la forme dite « trigono- 
métrique » p(cos ol -f- i sin a). 

Il est essentiel de remarquer que l’angle a est déterminé 

à 2kn près, pour tout point, sauf pour l'origine. 

Nous désignerons le module d’une quantité complexe z par | z | * 
l^a somme de deux quantités complexes 

z z== a 4— bi z a 4~ b i 


étant a + a' + (b + b 1 ) i, sera représentée parle vecteur ayant pour 
projections a + a', b + b'. Ce vecteur s’obtient en portant à la suite 
du vecteur OM représentatif de z, un vecteur MM" équipollerit k 
OM' représentatif de s'. 

P 

Le module de la somme est égal k OM". On voit immédia¬ 

tement, que 

OM" < OM 4 MM" 

c’est-k-dire que 

i * •+■ *> i < i * i +1 *• i 

d 

Cette inégalité se traduit par l’inégalité algébrique 
y/(u H- a')* -h (b 4- b')' 1 y la 1 -4- b 1 y /a * -j- //- 


Produit. Formule de Moivre. — Si l’on fait, par la règle habituelle, 
le produit de deux quantités complexes, mises sous forme trigono- 

cr 

métrique, on obtient 

p(cos cl 4~ i sin ce) x p'(cos a' - 4 - i sin 2 ) = pp'f nos (a 4 - xj 4- i sin (2 4 - j')J 
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Le module d’un produit de facteurs est égal au produit des 
modules ; l’argument du produit est égal à la somme des arguments 
Cette propriété se généralise au cas d’un nombre quelconque de 
facteurs 

pi (cos *1 4- i sin a,) X 0 - 2(003 + i sin a 2 ) X • • • X p„( cos a„ -h i sin * n ) 

= p i P 2 ’ • • p«[ eos(a, 4- a 2 -h • • • "h a„) -4 i sin(a t 4- a, -h • • • 4- a u )]. 
a 

Dans le cas où toutes les quantités complexes sont égales, 
on obtient la célèbre « formule de Moivrc » 

[p(cos * -f- i sin a)] m = p m (cos m a ~f- / sin m a) 

En développant le premier membre par la formule du binôme 
et égalant les parties réelles d’une part, et les parties imaginaires 
d’autre part, dans les deux membres de l’identité, on obtiendra 
cos ma et sin ma en fonction des puissances de sin a et cos a. 

On vérifie aisément que 

11 

= - v . — COS a — i sin a 

z cos a 4- i sin a 


Par conséquent 



cos ni a — i sin m a = z 


d 

La formule de Moivre est donc également vraie pour m entier 
et négatif. 

Toutes les fois que l’on voudra prendre la puissance d’une ima- 

a 

ginaire, il faudra la mettre sous forme trigonométrique. 

Par exemple 

1 4- i = y/2 ^cos ^ 4- i sin ^ j 

Donc 

(1 4- i) m = 2 ‘^cos -p i sin m 

Ainsi : 


(1 -}- i) 4 = 4 (cos ir 4- i sin ~) 
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IL — FONCTION D’UNE VARIABLE COMPLEXE 

Soit z une quantité complexe <le la forme z = x yi ; donnons- 
nous deux fonctions réelles quelconques bien déterminées U(#, y), 
V(x , y) et considérons la quantité complexe 

Z = \J(x, y) -h i\{x , y) 

On remarque qu’à toute valeur de z correspondent dos valeurs 

bien déterminées de x et y et par suite une quantité Z = U + iV. 

On peut donc dire que Z est une fonction bien déterminée de la 
variable complexe z . Ce sera une fonction continue si U et V sont 
elles-mêmes continues. Si U et V sont continues dans une aire G et 
sur le contour de cette aiTe, elles seront uniformément continues. 
On pourra déterminer une quantité Y) fixe, telle que, si la distance 
de deux points quelconques du champ est moindre que v % on ait 

mod AU < mod AY < ~ 

y 2 \/2 

et par suite 

mod. AZ <C £ 

r 

Si l’on n’imposait pas d’autres conditions à U et V, 
l’étude des fonctions de variable complexe se réduirait à l’étude 
des couples de fonctions réelles sans aucun lien et ne conduirait par 
conséquent à aucun résultat particulier. 

On peut imposer à ces fonctions, telles conditions que l’on veut. 
*%> v 

Cherchons , avec Cauchy, si une fonction Z peut avoir une 
dérivée bien déterminée par rapport à z . 

<*> ** 

A cet effet, il faut donner à z un accroissement Az qui 

résultera d’accroissements Ax, Ay donnés à x et y, et chercher si le 

AZ v . 
rapport a une limite. 

On aura 

Az = Ax 4- iAy 

Pour les accroissements Ax , A y, Z prend un accroissement AZ 
AZ = \J(x 4- Ax, y 4- A y) 4- iV(x 4- Ax , y 4- A y) — [U(rc, y) H- iV(a?, y)] 
Cette quantité peut s’écrire 

U(x 4- A x,y 4- Ay) — U(z,y) 4- i[V{x 4- A x,y 4- Ay) — V(z,t/)] 
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Si 

En appliquant à chacune des parties le théorème des 
accroissements finis, si U et V admettent des dérivées partielles, 
on obtient 


AZ = Ax U'xfSi, r,,) 


"+~ ’l») ■+* i[ArV' Æ (;. 2 , r j2 ) -f- AyY y (i it Trj 2 )] 


?2 étant compris entre x et x + Ax ; et yj 2 entre y et y + Ay 

7t 

On pourrait même supposer c x = £ 2 , »?i — ^2 en appliquant 

le théorème au groupement U(.t, i/) + îV(æ, î/). On a donc 

AZ ^ Aa?(U'j -4- iTJ -4- Ay(U' y 4 - i V f ?/ ) 

Az Ax H- iÀî/ 

U 5 

Supposons que Ax et Ay tendent simultanément vers zéro, 
de telle manière que le rapport ait pour limite X. Si les dérivées 

(O 

partielles sont continues, elles auront pour valeur à la limite 

U'*(z, y), U'ii(x, y), \'x{x, y), \'v{x, y). 

Le rapport aura donc pour limite 


u'g -4- iv ; , r hu y •+• ;v f ?/ ) 
__ 


P 

On voit que cette limite dépend en général de A. 

Pour que cette limite soit bien déterminée et unique, quelle que 
soit la manière dont Ax et Ay tendent vers zéro, c’est-à-dire pour 

M, 

que la limite ci-dessus soit indépendante de X, il faut et 

il suffit que 

U', h- N'r __ U' v -4- iY v 

.1 “ r ' 

c’est-à-dire 

i( U r x — Yy) = -UV'*. 

P 

Mais les fonctions U, V étant des fonctions supposées 

d 

réelles de variables réelles x., y , on en déduit nécessairement 


CD 


V* = Y y 


U', = - Y x . 


AZ 


Le rapport aura bien alors une limite déterminée 


•U', 4- iV' 


ou Y ÿ — iU'j,. 
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Pour que la limite soit bien déterminée quel que soit le point .r, y , 
il faut que les équations (1) soient identiquement satisfaites. Nous 
dirons alors que la fonction U + l'V est « monogène » ou « analy¬ 
tique » et que sa dérivée est 

f(z) = U', 4- iV'„. 

Nous appellerons « différentielle » de la fonction le produit 

de la dérivée par l’accroissement As d’ailleurs arbitraire donné à z. 
En la désignant par df y on a donc 

df = f[z)bz 

A z se confond nécessairement avec dz. On peut donc écrire 

d/ = f(z)dz 
d 

Des deux relations (1), on peut déduire qu’aucune des 

TC 

fonctions IJ, V ne peut être arbitrairement choisie. En sup¬ 

posant qu’elles admettent des dérivées secondes, on en déduit en 
effet, par dérivation : 



w* = 

= v %, = - 

lI V 

c’est-à-dire 

AU = 

u'* + UV 

= 0 . 

De même 

AV = 

V'., 2 + v» ÿ2 

= 0 . 


Cette équation porte le nom d’« Equation de Laplace ». 

P 

Equation de Laplace. — L’étude des fonctions analytiques 
revient donc, en somme, à l’étude de certaines couples de fonctions 
satisfaisant à l’équation AU = 0. 

La dérivée de la fonction est 

f(z) - u'j. -4- ;v' r . 


Si l’on admettait pour les fonctions U, V, l’existence des dérivées 
du second ordre continues, on peut voir que cette dérivée est 
aussi une fonction analytique. Il faut, en effet, que l’on ait en 
appliquant les équations (1) 



U" 


xy 
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P 

Or ces conditions se déduisent par dérivation des équa¬ 
tions fondamentales. 

Ainsi (en admettant l’existence de dérivées successives, ce que 
nous démontrerons plus tard) toutes les dérivées successives dé une 
fonction analytique Sont elles-mêmes des fonctions analytiques. 


Autres formes des équations fondamentales. — Pour que le rap¬ 
port Pornographique en À que nous avons considéré soit indépen¬ 
dant de /, et par suite pour que la fonction f(z) V + iV soit ana- 

f* 

lytique, il faut et il suffit que deux quelconques des limites 

A u . . 

obtenues en faisant varier le rapport soient égales. Mais 

on peut également faire varier de deux manières différentes deux 
fonctions quelconques de x, y. 

Prenons par exemple, les coordonnées polaires 

x — p cos cp, y — p sin cp, z = ?(cos cp 4- i sin cp). 

Soit une fonction quelconque 

f(z) = U(p, cp) -f- iV(p, ?). 

Vu 

Si l’on fait varier seulement o, le rapport ^ a pour limite 

ali . aV 

- —H i 

ftp ftp 

cos cp - 4 - / sin cp 

0| 

Si l’on fait varier seulement ç-, ce rapport a pour limite 

ftü . ftV edi . aV 

-4- 1 -h l 

ftep ftep _ ft cp ftep 

p(— sin cp i eos cp) /p(eos cp -f- » sin cp)’ 

ri) 

Pour que ces deux limites soient les mêmes, c’est-à-dire 
pour que la fonction IJ(g, f) + /V(6, y) soit analytique, il faut et il 
suffit que 

a U .ftV 1 / ali . aV\ 

4 - i — — • ( 4 “ l ) 

ftp ftp /p \ ftep ftep / 


•et par suite 


ail 1 aV 


aV 


1 a U 
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Soit par exemple 

f[z) = p m (cos m y H- i sin m y) = z w 

Suivant que l’on fait varier p seulement ou (p seulement, 
on obtient les deux limites ' 


mp m " 1 (cos m y H- t sin m y) ^ — si n m y -4 h j cos m y) 

cos <f + i sin y p(— sin y -4- i cos y) 

Ces deux limites étant les mêmes, la fonction est analytique. La 
dérivée est d’ailleurs 


m p m 1 [oo8(m—l)y -4-* i sin(m—l)y] = mt* 1 * 1 

On a donc 

(z m )' = mz ni ~ x . 

Soient encore deux fonctions R(#, y ), 0(æ, y) que nous considé¬ 
rons comme le module et l’argument d’une fonction /(z) 

f(z) = R[cos 0 -4- i sin-O] 

<\ 

° l 

En appliquant les équations de condition (1), ou en fai¬ 
sant varier successivement x et y, on obtient 

dR __ R ùW bR ___ __ R 00 
bx by by bx~ 

on a alors 

/'(z) = [!“ H- R (cos « -h i sin e) 


Fonction de îonotion. — Si Ç = U + iV est une fonction analytique 
de Z = u + iV, si Z une fonction analytique de z = rr + iy, 
on peut considérer £ comme une fonction analytique de z. 

*» ? 

Il faut en effet considérer le rapport 

_ A( U - 4 - £V ) 

Az A(æ - 4 - £y) 

On a identiquement 

A(U±JV) _ A( U -h iV) A(u -4- w) 

A(x -h iy) A(m -h w) A (a? 4- iy)’ 

tu 

Lorsque A# et Ay tendent vers zéro d’une manière quel¬ 
conque, le deuxième rapport a par hypothèse toujours la même 
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limite ; d’autre part, si l’on prend deux de ces manières et les 
accroissements correspondants de n et le premier rapport a éga¬ 
lement toujours la môme limite. Il en résulte bien que le premier 

o> 

membre a toujours la même limite; U + iV est donc bien 

fonction analytique de z. On a de plus 

di __dKdZ 
dz~~dZ X dz * 

2° Si Z et Z' sont deui fonctions analytiques d'une même variable z, 
on peut considérer Z' comme jonction analytique de Z. 

On a effet identiquement 


AZ' __ AZ' . AZ 
AZ A z ’ A z ' 

Les deux rapports du second membre ayant toujours une 
limite déterminée quelle que soit la 1 façon dont A z tende vers zéro, 

O) 

il en est de même du premier quelle que soit la façon dont 
AZ tendra vers zéro. La dérivée aura pour expression 

dZj = dZ’ m dZ 
dZ dz dz' 

Fonction inverse. — Donnons-nous une fonction analytique 
u = /(z) ; supposons que, sous certaines conditions, nous ayons 
démontré que, dans un champ suffisamment petit, à une variation 
continue de u, à partir d’une certaine valeur u 0 , correspond une 
suite de valeurs de z, variant d’une façon continue à. partir de Zq, 
satisfaisant constamment an — /(z) : nous dirons que cette suite 
de valeurs de z constitue une fonction inverse z — y(n) de la fonc¬ 
tion donnée u — /(z). 

Cette fonction sera analytique. Car si l’on donne à u un accrois¬ 
sement Am, il lui correspondra un accroissement Az qui tendra vers 

zéro avec Au. Or, on a identiquement } . La fonction u = f{z) 

Au Au 

Az 

étant analytique, le rapport ^ a toujours même limite /'(-•) quelle 

Az 

que soit la façon dont Az tende vers zéro. Donc le rapport a 
également une limite toujours la même, quand Am tend vers zéro* 
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de façon quelconque. La fonction z =; 'f(u) est bien analytique, et 
la dérivée est donnée par 

dz __ , . _ 1 

fa ~ • (M) ~7(*)' 


Opérations sur les dérivées. — Si une fonction /(s) = m + est 
analytique, sa dérivée est 


A*) = 


dît 


. de 

t 

d# 


Prendre la dérivée par rapport à z d’une fonction analytique 

p 

revient donc tout simplement à prendre la dérivée par 
rapport à x d’un groupement de la forme u + )v. 

Il en résulte immédiatement que la dérivée d’une somme de 
fonctions analytiques est égale à la somme des dérivées ; la dérivée 
d’un produit f x X / 2 sera égale à 



+ /. 


d /a __ / î/_» 

àx dz 


4- /, " fï . 
7 dZ 


On en déduit la dérivée d’une puissance, U m (m entier) 

(U-")’ = m U--' 

De même la dérivée d’un quotient s’obtiendra par la règle habi¬ 
tuelle. 

co. r 

Ainsi tontes les règles du calcul des dérivées pour les 
jonctions de variable réelle , s'appliquent aux jonctions analytiques • 

La dérivée d’un polynôme, la dérivée d’une fraction rationnelle 
s’obtiennent par la même règle que si la variable était réelle. 


Formule des accroissements finis. — Nous avons vu que, meme 
si la fonction n’est pas analytique, on peut écrire, en appliquant le 
théorème des accroissements finis au groupement U + tV, 

A/ = A*[U;(ï,h) 4- £v, # (U)] -h ai/[u/(?, -n) -f- iv;(6, Oi. 

5 étant compris entre x et x + A.r, '/] entre y et y + \y. 

Mais, si la fonction est analytique, 

u; = v; u; = - v; 
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on peut donc écrire 

A/ = A4 U/ -4- iV x 'J + iAï/[U x ' 4- iVx | = (Aa? -4- i\y) (U x r iV x ') 
c’est-à-dire 

A/ - /'(ï)Az 

Nous pouvons dire que 'C est compris entre z et z + Az. 

La formule des accroissements finis est donc applicable. 

Puisque, pour la définition d’une fonction analytique, nous 
avons dû supposer les dérivées partielles continues, elles le sont 
uniformément dans le champ. 
r, 

On peut déterminer un intervalle r t suffisamment petit, 

tel que, si 

| x' — x | < r, | y" — y | < r ( 
on ait par exemple 

I y) “ UxV, y) | < £ 

on peut dire encore que, à la condition que 

I *" - *' I < V 

on a certainement 

|/'(z'')-/ïz')|<s\ 

lo 

La dérivée est donc uniformément continue. 


Fonctions holomorphes. Points singuliers. — On dit qu’une fonc¬ 
tion analytique f(z) est « uniforme » ou « monodrome » dans une 
région K du plan connexe, ou d’un seul tenant, si elle a une valeur 
bien déterminée en tout point M de cette région, quel que soit le- 
cheniin suivi dans la région pour parvenir en M. 

On dit qu’une fonction analytique est « holomorphe » dans la 
région 11 si elle y est uniforme, finie et continue. 

On dit qu’un point est un point « singulier >' de la fonction, si 
pour les coordonnées de ce point, Tune des conditions n’est pas 
satisfaite. 11 en est donc de diverses sortes : 

Si U et V sont deux fonctions holomorphes dans une aire, la somme, 
aV + àV, le produit UV sont des fonctions holomorphes, mais le 


quotient f(z) 


[ 

y cessera 


d ctre holomorphe pour les 


points de la 


TC 


région qui annulent Y, 


le module de la fonction croissant 
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f/l 

au-delà de toute limite pour des points suffisamment proches-, 
Mais aux environs d’un de ces points,.l’inverse de la fonction 



sera holomorphe : un tel point a s’appelle « pôle » de la fonction. 

Si le produit (2— o) n j\z) reste fini lorsque z tend’vers a, pour une 
certaine valeur de l’exposant entier n, on dit que le pôle est d’ordre n. 

On dit qu’une fonction analytique, uniforme est « méromorphe » 
dans une région connexe, si dans cette région, elfe n’admet d’autres 
singularités que des pôles en nombre fini. En supprimant autour 
de chaque pôle une petite région de forme quelconque,.par exemple, 
un petit cercle entourant le pôle, la fonction sera holomorphe dans 
la région restante. 

Domaine d’un point. Valeur infinie de la variable. — On appelle 
« domaine » d’un point M, l'ensemble des valeurs de z correspondant 
à tous les points d’une région de forme indéterminée entourant le 
point, et suffisamment petite pour que la fonction y jouisse en cha¬ 
cun de ces points de certaines propriétés vérifiées au point M, 
comme d’être continue, d’être développable en série, etc. 

En particulier, le domaine de l’origine sera formé par tous les 
points d’un cercle, de centre origine, de rayon suffisamment petit g. 

] r 

Faisons la transformation Z = . À tous les points z à l’inté¬ 

rieur du cercle, correspondront tous les points Z à l’extérieur d’un 
cercle de rayon H = ; . L’ensemble de tous ces points qui corres¬ 
pondent ainsi au domaine du point origine sera appelé le « domaine 
de l’infini ». 

î 

ê)n est donc amené à considérer l’infini comme un véri¬ 

table point, auquel correspond une valeur bien déterminée de Z. 
Etudier une fonction /(Z) pour les valeurs infinies de la variable, 

t a 

reviendra à faire la transformation Z = - et étudier la fonc- 

z 

tion transformée f (z) dans le domaine de l’origine. 

Ç 

Appliquons ces notions à l’étude des fonctions simples. 

Soit un polynôme entier 

P(Z) (Iq -+~ djZ H- • • • — 
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Si nous faisons la transformation- Z = nous obtenons 

z 


p (P 


OoZ ' 1 


a,z. n 1 - 
z" 


a n 


Cette fonction devient infinie au point z — o. Mais le numérateur, 
et le dénominateur sont holomorphes dans le domaine de l’ori- 

P' 

gine et l’inverse de cette fonction est holomorphe en ce 

<Tl,w 

point. Le point z = o est donc un pôle de la fonction 

p(~}. Le produit z n P^) restant fini dans le domaine de 

ü) 

l’origine, l’origine est un pôle d’ordre n de la fonction 

P^-). On dit par suite que l’infini est un pôle d’ordre n pour le poly¬ 
nôme donné. 


Fonction rationnelle. — Soit /(z) = P et Q désignant des 

ôl 

polynômes de degré respectivement n(P) etm(Q). On verra 

aisément que l’infini est un point ordinaire de f(z) si les polynômes 
sont de même degré. C’est un pôle d’ordre n — m, si n > m. Enfin 
pour les valeurs qui annulent Q(z), l’inverse de la fonction reste 

(Ü 

holomorphe aux environs de chacun d’eux et finie (nulle). 

La fonction est donc « méromorphe » dans tout le plan. 


Fonction exponentielle. — Si nous posons z — x + iy, nous ver¬ 
rons que nous pouvons définir la fonction exponentielle par la formule 

c z — e v (cos y -f - i sin y) 

f 

et on vérifie aisément que c’est une fonction analytique. 

Si. le point z s’éloigne indéfiniment, le module e x tend ver» 
zéro ou augmente indéfiniment, mais sin y et eos y ne tendent vers 
aucune valeur déterminée.. Le point infini est donc un point (c sin¬ 
gulier » de la fonction. Si l’on cherche les points pour lesquels e‘ 
prend une valeur donnée e a , on aura à résoudre l’équation 


e* — 



IG cor ns de calcul différentiel et intégral 

Nous verrons qu'il faut que z = a + 2km (k entier quelconque). 
Si nous faisons la transformaiion Z = -, on aura pour tous ces 
1 P 

points Z = a 2 fai* Il y en aura donc d’aussi rapprochés 

qu’on le veut de l’origine et dans un cercle de rayon aussi petit 
qu’on le veut, il existe autant de points qu’on le veut pour lesquels 

1 (D 

la fonction e 7 prend la valeur arbitraire e a . Cette fonction 

n’est donc pas déterminée à l’origine et peut y prendre telle valeur 
qu’on le veut à la seule condition que l’on se rapproche convena¬ 
blement de 0. L’origine est un « point singulier essentiel » de la 
i 

fonction e 7 et le point infini est un point singulier essentiel de la* 
fonction e 2 . 

Ponction trigonométrique. — Nous verrons comment l’on définit 
sin z. Considérons la fonction 

/(*) = 1 1 • 

sin 

z 

Les points pour lesquels cette fonction prend une valeur donnée 
, sont donnés, comme nous le verrons, par la formule 

sin 2 

1 1 , , 

- — a -h 2/cit ou - — tc — a -f- 2k tt (k et k entiers) 
z z 

d’où l’on déduit 

1 1 
2 -h 2kr. r — 2 -H 2 k tt 

Si nous prenons les premières valeurs, on voit que, dans un cercle 

9 

de rayon aussi petit qu’on le veut, il y a une infinité de tels 

d 

points, k pouvant être pris aussi grand que l’on veut. La 

fonction peut prendre à l’origine telle valeur que l’on veut, à 
condition que l’on se rapproche convenablement de ce point. 

De plus la fonction devient infinie pour les valeurs 

1 

Z kn * 

Dans un cercle de centre origine, quel que petit que soit son rayon, 
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il y a une infinité de tels points. Il est impossible de tracer 
autour de l’origine un cercle de rayon, si petit soit-il, ne contenant 
pas d’autre point critique que l’origine. On dit que l’origine est un 
point critique « non isolé. » 

Fonction infinie. — Si une fonction f(z) devient infinie pour une 
valeur a de z, nous étudierons la fonction inverse 

Ÿ(z) = /w 

aux environs de a. 


Fonctions de plusieurs variables. — Considérons, par exemple, 
deux quantités imaginaires z x , z 2 représentées par des points nq, m 2 
variables dans un même plan (ou dans des plans différents) dans 
des aires C a , C 2 . 

Posons : 

Z\ — -+- iy i zs — x* -h iy>. 

Soient X, Y, deux fonctions des variables x 2 > Vi* y 2 - 
? 

On pourra dire que l’imaginaire 
IJ = X -t- i\ 

est une fonction des deux variables z 1 et z 2 . die sera bien déter¬ 
minée, finie et continue si X, Y le sont elles-mêmes par rapport 
aux variables x, y. 

Si l’on veut que, z y variant seule, la fonction admette 
une dérivée par rapport à z u limite du raj)port quelle 

? 

que soit la manière dont Az x tende vers zéro, il faudra évi¬ 

demment que l’on ait 

ôX = aY i>x _ a Y 

dx, a//i ï>y, iïxt 

Cette limite s’appellera la « dérivée partielle » de U par rapport 


On aura 


C VU H U S. 


alJ _ aX . a Y 
az, ixr, a.r, ’ 

Cours do calcul dillÏTontiol cl iutôiçral. II. 
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S 

Der même’ U admettra an© dérivée partielle par rapport à 
zg , si Y&a a 


ôX^eY == _^Y < 

dx 2 ày 2 dÿi àtof 


La fonction U sera alors une fonction analytique des variables z 1 
et 

Pour un système d’accroissements Az x , Az 2 , la différen¬ 

tielle de la fonction sera par définition : 

JT r eU » , aU . 

dU = —— Az i -f- :— A Z;. 

c)Z| ÔZ 2 


*1 

Mais A*!, A? a devront nécessairement se confondre avec 

dzj,, cfô 2 . 

On a donc 


if r <>U ; ()U J_ 

dl.J — — dz[ :— dz>. 


dZ[ 


ÙZ 2 


La condition nécessaire et suffisante pour que U se réduise à une 
constante est que la différentielle soit nulle quels que soient d\, dz 2 . 
La condition est évidemment nécessaire. 

TC 

Si elle est remplie, on en déduit 





ÔÜ 

ùz> 


= 0 


et d’après les expressions de 


èl) 

ôZi ’ 


et par suite 


aX 

= 0 

ôY . 

àX x 

àXi 

dX 

= 0 

ôY 



à y 1 


àlji " 


Les fonctions X, Y seront bien indépendantes de x lt ÿi, 

d U 0> 

meme, si — ~ 0, elles seront indépendantes de x 2 , y 2 ; 

se réduisent donc bien à des constantes. 


ÏH 
X et Y 


Fonction composée. — Supposons que, à leur tour, z 1 et z 2 soient 
des fonctions analytiques de plusieurs variables, par exemple, de 
trois variables Ç ti Ç 2 , Ç 3 et qu’elles se déplacent dans les champs C lf C 2 
quand les variables Ç l5 Ç 2 , ï 3 se déplacent dans les champs K 1? K 2 , K 3 ; 
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(si, par exemple, Ç t = + Wu %i et y x devront être ctesi fonetioiw 

de ?i> §a, >?i> fla. ^a)* 

La fonction U = X + iY pourra être considérée comme 
fonction de ?1, ?*, ?3. 

Nous allons montrer que c'est une jonction analytique par 
rapport à ces variables. 

Kl , . 

Si c'est une fonction analytique par rapport à l’une des 
variables Ç, (nous supprimons l’indice) sa dérivée sera : 

aU __ aX . aY 

«? ~ dÇ + 1 a' 

et on devrait avoir aussi 

aU_l /aX .aY\ 

Ï>C î \ ÔTQ * dT} / 

Mais on a 

ôX_aX 0£j aX aX <)î/i ^ aX aî/^ 

ai; " r_ a # 2 a^ a?/ t a£ a ;/ 2 a£ 

a Y __ aY a^ 
a£ bx { 

On a donc 


— *-h* l •- v- 

a; a‘ 


a ; àx i 


aa;. 1 


ày t /aX . aY\ 
aTldî/i 1 t>y>)' 


La fonction U étant fonction analytique de s 1? on a 


alJ ^ aX ^ . aY _ 1 /aX 
az t a.Tj a#, i \a?/, 


; Ô - Y ). 
<>ï/i 1 


I)e même 


aU aX , .aY 1/aX . aY 

- = — -4- l = -r ( - -H l 

az 2 ôx> a ;r 2 i \?>y 2 a?/.. 


:> 


de -Ç, on a 


L’expression ci-dessus l’écrit donc : 

aX . aY aU /a.r, . a//, \ aU / a.c., . a// 2 \ 

a; a* az, V a$ a? ' az 2 ' a$ aï / 

% 1 = x x + Îi/jl, étant d’autre part, fonction analytique 
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et de môme 


On a donc enfin 


i)Z 2 _ ÔX2 • ÔIJ2 

àC — a« + 1 af • 


dX . ôY aU az, dlî az 2 
a; az, aÇ az 2 aÇ 

Cette forme montre que l’on obtiendrait la môme valeur 

pour 

1 /aX . aY . 

-h 1 ;• 

1 ' ar, a7) ; 


J,a fonction U est donc bien fonction analytique de Ç 1? Ç 2 u 3 
et de plus 

al J a U az, ali az, 

a£ az, aÇ az^ a£ * 


J*es expressions des dérivées partielles de la jonction com¬ 
posée s'obtiennent donc par les mêmes formules que si les variables 
étaient réelles. 

Ou en déduit aussi que la différentielle d\J a la môme forme ({lie si 
les variables z 1 et " 2 étaient, indépendantes. 


... al , al . 
d l J — dz x -f dz>. 
az, i)z> 

(O 

On voit donc, que tous les résultats du calcul différentiel 
établis pour les variables réelles, s’appliquent aux fonctions analy¬ 
tiques de variables complexes et de môme aussi tout le calcul inlé- 

7T 

gral indéfini. Car la détermination d’une fonction <■< primi¬ 

tive » d’une fonction donnée se vérifie par des dérivations lesquelles 
sont applicables aux fonctions de variables complexes. 


II. - FONCTIONS ÉUÎMKXTA1KKS 


Avant de poursuivre l’étude des fonctions de variables complexes, 
nous allons définir et étudier les fonctions transcendantes élémen¬ 
taires 

e z , sin z, cos z, (z — lo«r z. 
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Fonction exponentielle e\ — Lorsque x est réel, nous 

savons que c x est représenté, quel que soit x, par la série de Mac- 
Laurin 


% 



x 1 

1 -2 


x n 

F- 2 ~n + 


Si nous considérons la série 






cette série est absolument convergente pour toute valeur 

de z. 

Nous pouvons donc la prendre pour définition de e*. 

*2> S 

Puisque la série est absolument convergente, on obtien¬ 

dra la dérivée de la fonction qu’elle représente en prenant la série 
des dérivées, si cette série est elle-même absolument convergente. 
5i,? 

Or, on obtient ainsi la série 



S 


z » - 1 

("-1) ! ’ 


elle reproduit la fonction elle-même. Chaque terme de la série est 
analytique. La série des dérivées est convergente. La fonction e e 

OJ 

admet donc une dérivée : elle est donc certainement analytique 

et on a 

(e>)’ = e z 

comme si z était réel. 

a, 

Fonctions trigonométriques. — Nous définirons de même 

X 

sin z, cos s, par les développements : 


z 

z' { 


Z 5 

sin z = j 

3 ! 


5 ! 

cos z = 1 

Z“ 

2 ! 

-b 

T* 

4 ! 


u 

Ces séries sont en effet absolument convergentes quel que 
soit z et se réduisent à sin x , cos x lorsque z se réduit à sa partie 
réelle x. Chacun des termes de l’une ou l’autre des séries est analy¬ 
tique ; d’autre part, les séries des dérivées sont absolument conver- 
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gentes, car elles reproduisent cos z et — sin z. Les fonctions qu'elles 
représentent sont donc certainement analytiques et on a 

(sin z) 1 = cos z (cos z)' = — sin z. 


Formules d’Eùler. — Dans la formule qui donne e*, changeons 
z en iz. 

Nous aurons 


e iz — 1 


iz 

1 


z 2 iz 3 - z " , 

21 ~ Tl + f! H - 


En groupant d’une part les termes indépendants de l, et d’autre 
part ceux qui en dépendent, ce que nous avons le droit de 

TT iO 

faire, puisque la série est absolument convergente, 

on voit que 

é* — cos zH-i sin z. 


En changeant i en — i, 

e ~iz cos z _ i s in z. 


On en déduit 


cos z = 


e u -I- e~ iz 

2 


sin z = 



Ces formules portent le nam de « Formules d’Euler ». Elles sont 

remarquables, puisqu’elles établissent un lien entre :les 

exponentielles et les fonctions trigonométriques. 

Elles sont valables quelle que soit z. Si z se réduit à sa partie 
réelle x 

e ir e -ir . e ix _ e ~<X 

cos x = -^— sin x = -^ .-; 

2 2i 

en particulier 

vk — in 

e J = i e 2 = - i e** ==- - 1 = -+■ 1. 


Propriétés de la fonction exponentielle. — I. Ainsi que nous 

a, 

l’avons vu, la dérivée de la fonction e* est la fonction elle- 

même 

II. Si z et u sont réels, on sait que 


e z X e u -.~ e*+ u 
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Nous aïolis montrer que ^oette formule est qncare valable 


$} z-et u sont imaginaires. 

*i,{ 

On a en effet 


1 


• 4- 


ï ^ 2 ! ~ 

e “ = 1 + î + jn H — 

Pour faire le produit de ces deu^ séries absolument convergentes, 

« 

on peut grouper les termes d’une manière quelconque. 

V 

Nous allons dans le produit grouper les termes de même 
degré en z et u. 

0,, <Ji 

L’ensemble des termes de degré p. sera 
« 5 = ;x 

z n u ^ n 
n ! ' (tx— n) f 

n — 0 

Cet ensemble peut s’écrire 


L y_ El _ 2 n u v—n 

\ Zdn\U — n)\ Z 


P, <4 


[x ! jLdn I (p — n) 

Or, on voit que la somme est le développement de 

(z 4- «)*\ 

L’ensemble des termes de.4egr6 est dqftc 

1 


et par suite 


P ! 


ï (* + u)E 


e 3 Xe“-l + 


c’est-à-dire 


z 4 - U , (z - 4 - u) 

~i h ~~2T~” 


u)* 


p z+u 


La propriété est donc démontrée. 

IY. Séparation de la partie réelle et de la partie imaginaire 
Si z = x + yi, on a d’après lai propriété ci*dessus 


e* = e e X e yi = e*(cos y 4- i sin$). 
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tu 

Le module de e* est donc e x et l’argument est //, 
ne s’annule donc jamais dans tout le plan (sauf pour x = — °°) et 
e* se reproduit si y augmente de 2kn. 

Propriétés des lignes trigonométriques. — Comme on l’a déjà vu : 

(sin z)' — eus z (cos z)' — — cos z 

sin ( - z) = — sin z (cos — z) = H- cos z. 

*1 

Addition des arcs. — Si z et u sont imaginaires, on a 

sin(z H- u) = sin z cos u -h sin u cos z. 

Il suffit en effet de remplacer les lignes trigonométriques 
en fonction d’exponentielles au moyen des formules d’Euler. 

En particulier 

sin ( 2 ^ = cos z - 

De meme 

cos(z -h u) = cos z cos u — sin z sin u 
cos^ 2 H- 2 ) " — s i n z - 

Si z — — u 

cos 2 z -h sin 2 z = i 

Ces diverses propriétés constituant toute la base du calcul trigono- 
métrique, toutes les for mules de trigonométrie établies dans le cas où 
les variables sont réelles, sont encore valables pour les variables 
complexes. 


Séparation de la partie réelle et de la partie imaginaire, 

d’abord 


On a 


sin ty 


-i(y +. £ y- -+...Y 

\t 3 ! 5 ! + ) 


P 


Si y est réel, sin iy est donc purement imaginaire, 
a 

De meme 


cos iy = 1 -h jL -F- f- t 


y 

2 ! 4 ! 


Coa iy est donc réel. 
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On appelle « sinus hyperbolique » et « cosinus hyperbolique » et 
on désigne par sh x , ch x , les fonctions réelles 


sh x = ~ -\~ 
ch x — 1 ~f- 


a?’ 
3 ! 
x 1 
2 ! 




Lorsque x croît de — oo à + g», sh x croît constamment do 
— oo à 0 puis de 0 à + go ; ch x décroît de + œ à 1, puis croît de 
1 à + oo. 

En introduisant ces nouvelles fonctions, 

sinf# ~t~ iy) =: sin x cos iy H- cos x sin iy = sin x ch y -h i cos x sh y 
cos (x -4- iy) = cos x cos 5/ — sin x sin iy = co.s a; ch y — i sin a; sh i/ 

La séparation des parties réelles et imaginaires est bien effectuée 


Racines de sin * = 0. — Si l’on pose 
sin(# +- iy) = 0 

d’après les formules ci-dessus, on doit avoir 
sin x ch y = 0 cos x sh y — 0. 
Comme ch y ;zf 0, il faut que . 


sin x = 0 x == kr :. 

°i 

La seconde équation donne alors 
sh y — 0, y = 0 

(O 

Ainsi les seules racines de sin « sont des racines réelles 


Il en est de même pour cos z. 
a 

Plus généralement, résolvons l’équation 

sin z — sin z n . 

Puisque les transformations de la trigonométrie réelle sont appli- 
a 

cables, cette équation s’écrit 

r\ • Z Z.* Z _ f , 

l sin .y cos 0 = 0 

JL L 
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et par .suite on obtient, soit 

soit 

o’est-à-dire 

z = z 0 -h 2 k* ou z = ir — z 0 -h 2‘k'nl 
Ce sont les memes résultats que si z et z 0 étaient réels. 

Application des formules d’Euler. — Expression de sin mx, 

cos mx en jonction de sin x , cos x (m étant entier). 

On a 

e ,x = cos a; -+- i sin # 

En élevant les deux membres à la puissance m ome 

c , " tr = (cos a; -4- i sin a;)” 1 = cos mx -4- i sin mx 

on retrouve la formule de Moivre. 

En égalant, les parties réelles des deux membres, (il suffit de 

(T 

prendre les termes de deux en deux), on obtient 

cos mx = cos m æ — C,5 cos w ~ 2 a; sin 2 a? -h C,t cos m ~ 4 a: sin ; Æ-- • 

De meme en égalant les parties imaginaires 

sin mx = C,}, cos"'— 1 # sin x — C,® cos m ~ 3 rr sin 3 # -+-••• 

P 

La première expression ne renferme dans tous les cas que 
0) 

des puissances paires de sin x ; cos mx peut donc s’exprimer 

par un polynôme de degré m en cos x (tous les termes sont de 
même parité). 

Dans l’expression de sin mx> on peut mettre sin a?» en facteur. 

Pt$t 

Si m est impair, elle ne renferme que des termes de degré 
pair en cos x ; sin mx s’exprime donc par un polynôme de degré m 

en sin #, tous les termes ôtant de degré impair. 

o 

Si m est pair, on aura le produit de sin x • cos a: par un 

polynôme de degré ^ j —1 j en sin* x. 
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^Gn, connaît d'ailleurs les racines de ces polynômes, solutions des 
équations 

cos mx = 0 ou sin mx = 0 

Expression de sin m #, cos m r. — De même on peut exprimer 
sin m x , cos m x en fonction des lignes trigonométriques des multiples de 
Tare x. 

■On a par exemple, en effet 

2 cos x = e™ ~f- e~ ix . 

A 

En élevant les deux membres à la puissance m et déve¬ 
loppant le second membre par la formule du binôme, on aura 

,2 m cos”'# ~e mlT -h Cm -+- Ci 4r-1- Ci -+- é~ mix . 

V 

En rassemblant les termes équidistants des extrêmes, et 
remarquant que 

e (»r~ ik)ix e -(m-r2k)ix — 2 COS (m — 2 k)x 

on aura 

2 m cos m x = 2 £ Ci cos(iw — 2k) x — 2 cos nix 2 Ci cos (m — 2) x -+- • • • 

Si m est pair, on aura un terme médian constant C*. Si m est impair, 
le dernier terme sera un terme en cos x. 

De même, en partant de l'égalité 

2i sin x =. e ix — e~ , r 

«on aura 

2 m i m $u\ m x = e mLv ~C} n e {m - 2)ix ^-CJel m -V iv + -h (— l)*Ci 

H--h ( — l) m é~ m1jr . 

O 

Si m est pair, les termes équidistants des extrêmes sont 

de même signe et ont même coefficient. En les rassemblant, on 
introduira donc des cosinus : 

m 

~2 ,,l {— 1) 2 sin m # =■ 2 cos mx —- 2 Ci co&(m — 2)x -+-••• 

P 

Les deux membres sont bien réels. 

Si m est impair, les termes équidistants des extrêmes ont des 

eu 

coefficients de signes contraires ; on introduira donc des 

sinus : 

2* i m sin”*# .= 2 i sic mx —.2 CJl.i sin£ra — .2)o? • • • 

4- (— 1)* 2 CJ t i sin(m — 2 k)x H- • • • 
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On peut donc diviser les deux membres par i et les deux termes 
de l’égalité deviennent réels. 

7. 

Si m = 2m' + 1, le dernier terme s’obtiendra en faisant 

2k 2m'. Il sera, 1 . 2C!"’ sin x. 

Fonction logarithmique. — On ne peut pas, comme pour la fonc¬ 
tion exponentielle ou les fonctions trigonométriques définir Log z 

r 

par un développement en série, puisque, si z est réel et se 

réduit à x, Log x ne peut pas l’étre. Lar pour des valeurs de x infini¬ 
ment petites, Log x ne peut être équivalent à une puissance quel¬ 
conque de x. 

Nous définirons Log s comme l’inverse de la fonction exponen¬ 
tielle: Si nous avons Légalité < >u — « nous dirons que u est le loga¬ 
rithme de 2 . Nous avons déjà remarqué que toute fonction inverse 
d’une fonction analytique est une fonction analytique. Donc u consi¬ 
déré comme fonction de s sera une fonction analytique. La dérivée 

du ... . , , 1 1 1 

i sera d ailleurs égalé a - — -~ = -• 

az z u < z 

1 

Ainsi 1) Log z — - comme si s était réel. 

Cette dérivée n’existera d’ailleurs que si z est différent de zéro. 

3 1 

Cherchons à déterminer ces valeurs de u. 

Soit z — o(cos y + i sin y) et soit X i Y un logarithme de z. 

r, i 

Ou devra avoir 

— ofeos 9 \ i sin 9 ) — Y -t / sin Y)' 

d 

On en déduit 

— p X ~~ log o et Y —- cp -f 2 /ctt 
k désignant un entier arbitraire. 

Ainsi la partie réelle est bien déterminée : c’est le logarithme 
arithmétique de mod z. La partie imaginaire n’est déterminée 
qu’à 2kr. près. On a en général 

log p(co; 9 -+- i sin 9 ) ~ log o -f- 1(9 -I- 2 /rit). 

Pour l’origine, Log 0 décroît jusqu’à — mais y n’est pas déter¬ 
minée. Ce point est un point singulier de la fonction et ce 11 ’est pas 
un pôle. 
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Sous cette forme, u — Log^ + i (f + 2/ptt), il est aisé de voir que la 

<*i , n 

fonction est analytique. Car si dans z — 0 (cos <p + i sin o), 

. . ti A u 

p varie seul, on a comme lim. du rapport 

a ^ A p . . 

Àz Ao(cos 9 H- i sin 9) p(cos ^ 4 - i sin 9) z * 

^1 

Si, au contraire, y varie seul, on a comme limite 

An_ 1A9 _ 1 _ 1 

Az p( — sin 9 -+- i cos o)A'f p(cos 9 4- i sin 9; z 

Les deux limites sont donc bien les memes. La limite sera indé- 

1 

pendante de la loi de variation de 0 et <p. La dérivée est - • 

Détermination précise de la fonction logarithmique. — D’après 
les résultats ci-dessus, on voit que la fonction Log z n’est pas encore 
déterminée d’une manière précise, puisque l’on peut donner à k 
une valeur entière quelconque. 

Pour achever de la déterminer, précisons d’abord la variable z. 
Pour chaque point z du plan, le module est bien déterminé. Pour 
déterminer son « argument », nous remarquons qu’il existe un argu¬ 
ment et un seul compris entre2A7T et 2 (k + 1)tt. 

D’une façon un peu plus générale, traçons à partir de 0 une 
demi-droite OC que nous appellerons une « coupure » et soit 7 le plus 
petit angle que cette droite fait avec ox. A chaque point du plan 
correspondra un argument et un seul compris entre 7. + 2/en et 
a + 2 {k + I i*. 

Nous désignerons cet argument par y k et nous appellerons Log* s, 
la fonction l og 0 -f- // f*. 

d 

Propriétés. —• Cette fonction est ainsi nettement déter¬ 

minée pour chaque point 3 sauf pour l'origine, sans qu’il soit néces¬ 
saire de spécifier quelle courbe a décrite le point 3 , partant d’une 
position initiale 3 0 pour arriver à sa position finale 3 . 

Continuité. — Voyons si cette fonction est. continue. Si z 

se déplace d’une façon continue dans le plan, en décrivant une 

p 

courbe telle que M 0 MN, qui ne traverse pas la coupure OC, 


le 
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modulé et T argument çp fc varient d’une façon continue e»t par* suite 
la fonction Log* z. En particulier, si z revient au point de départ z 0 
le logarithme reprend sa valeur initiale Log* z 0 . 

Mais, prenons dè part et d’autre de 
la coupure deux points très voisins M 0 , 
P 

M x . Les deux modules de Log* z 

h 

seront très voisins. Mais l’argu¬ 

ment de z 0 sera très voisin de 2Zc7r + a 
(et n’en différera que du petit angle 
£ = COM 0 ), tandis que l’argument dezj 
sera très voisin de 2kn + 2 fl + a. 

eu 

Les deux valeurs de Logjt z 
correspondant à deux points très voi¬ 
sins tels que M 0 , Mj mais de part et 
d’autre de la coupure, différeront d’une quantité presque égale 
à 2 Jtl (et- aussi voisine qu’on le veut de 2m). 

Si donc l’on faisait déerdre au point M une courbe traversant la 

CO 

coupure de haut en bas, la fonction Log* z, telle que nous 

l’avons définie, augmenterait brusquement de 2fl i. 

(U 

Cette fonction Log* z n’est donc pas une fonction continue 
si la courbe décrite par z traverse lé coupure. 

Il y aurait diminution brusque de 2ttî, si la courbe décrite 
traversait la coupure de bas en haut. 

En résumé r on a une fonction bien déterminée en chaque point* 
sans qu’il soit nécessaire de préciser la courbe décrite par le point, 
mais cette fonction n’est pas continue dans la traversée de la cou¬ 
pure. 

Pour éviter cet inconvénient, deux solutions se présentaient ; 

a. 

Détermination précise. — 1° Interdire à la variable cette 

traversée de la coupure, admettre par imagination, que le plan est 
réellement coupé suivant la demi-droite OC et que le point variable 
ne peut la traverser ; lorsque la courbe décrite par le point n’est pas 
fermée, ou est une courbe fermée ne contenant pas l’origine à son 
intérieur, cela n’a aucun inconvénient puisque l’on peut tracer la 
coupure (droite ou courbe) de manière à ce qu’elle ne rencontre pas 
la courbe décrite. 
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$r 


P 

Mais il ne peut en être de même si la oourbe décrite est 

fermée et comprend l’origine à son intérieur : on ne pourrait l’ad- 
raettre dans le plan coupé, comme courbe décrite-par le point, 

2° Une deuxième solution résulte des considérations suivantes : 
supposons, pa'r exemple, que le point traverse la coupure de haut 
en bas. En même temps que la fonction Log* z, nous pourrions 
définir Log t+1 z (correspondant à un argument compris entre 
a* 2 (k + 1 )tt et # + 2 (k + 2)ir). 

Lorsque z passe de M 0 à M 1? nous avons vu que l’argument aug¬ 
mente brusquement de 2 tt; Log* z 1 diffère donc très peu de Log* +1 z 0 . 

Si donc on admet que les « diverses déterminations » 

constituent, non des fonctions distinctes, mais des branches diffé¬ 
rentes d’une même fonction Log z, on peut dire que lorsqu’on 
traverse la courbe en descendant, on passe d'une façon continue de 
la branche k à la branche suivante k + J. 

Pour étudier la fonction Log z, on se donnera sa valeur initiale (ce 
qui revient à indiquer celle des branches que Von choisit initialement)* 

Lorsque à partir de ce point , le point z décrira un contour abso- 

OL 

lu ment quelconque , traversant ou non la coupure , on suivra 

par continuité les variations du module et de l'argument de z. On en 
déduira sans ambiguïté la valeur finale de Log z. 

Lorsque on reviendra au point de départ, la valeur finale du loga¬ 
rithme pourra différer de la valeur de départ. Si la courbe décrite a 
traversé la coupure m fois de haut en bas, et n fois de bas en haut,, 
elle en différera de 2 (m — n)w. 

Dans cette solution : 

P 

La fonction Log z est bien déterminée en tout point, du 
parcours. Elle varie d’une façon continue quelle que soit la courbe 
décrite. 

Mais il est nécessaire de.spécifier quelle est la courbe décrite ou 
tout, au moins de connaître combien de fois dans chaque sens cette 
courbe traverse la coupure. 

Quand on reviendra au point de départ, la valeur finale de Log s 
pourra différer de la valeur initiale. 

a 

Le point z =* o est un point singulier essentiel, non pôle, 
de la fonction. 

Rien entendu, si l’on avait la fonction Log (z — a), ce serait le 
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point a qui serait point singulier essentiel et il faudrait tracer une 
coupure à partir de a. 


Propriétés de la fonction logarithmique. — Dans le cas de nombres 
réels, on a la propriété fondamentale des logarithmes : 


log ab = log a ■+ log b. 

Dans le cas où les nombres sont complexes, il est bien 

TC 

évident que cette propriété ne peut subsister intégralement 

puisque les logarithmes ne sont définis qu’à 2 km près, mais 

on peut prouver que, quelles que soient les déterminations, on 

aura 

log zz r = log z -h log z -p 2/nu. 

0 

Si en effet, on désigne par u, u ', e, certaines détermi¬ 
nations de Log z, Log z', Log zz', on a par définition 


On eu déduit 




Par suite 


f = u -H ii l- 2 km. 


Fonction (z -a)" 1 . - Quels que soient m, a, z , nous définirons 

la fonction (z a)'" par l’égalité : 


TT 


Si 


H 


(z -a )" 1 =e wh) H( z 

qui est vérifiée dans le eas où z, a, ni sont, réels, 
nous posons 

z — a = z (cos <p I- i sin 
nous aurons donc 


( z _ a y" e m [i°s ? -f d? + ] 

La fonction (z u)" 1 présente doue des indéterminations corres¬ 
pondant à celles de Log (z - a). 
a 

Traçons à partir du point a une demi-droite, coupure, 
faisant avec oa\ l’angle r J.. Parmi les arguments de z — a, il en 
oxisle un et un seul compris entre oi + 2 kiz et a + 2(k + 1 )tt. 
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En désignant par <p k cet argument particulier, nous aurons une 
valeur de la fonction 

u k = p = e m lo £ P X e mi ' rk . 

P 

Cette valeur sera bien déterminée en tout point M du plan 
(sauf le point A) sans qu’il soit nécessaire de spécifier le chemin 
antérieurement parcouru. 

Si s se déplace de façon continue, la fonction iik variera d’une 
manière continue, à condition que le point M ne traverse pas la 

8 i . . . , 

coupure. Mais pour deux points M 0 , M x , voisins, situés de 

part et d’autre de la coupure, les facteurs e ru lo ^ p seront très voisins, 

mais on aura sensiblement 

(<p/,:)o = 2A-7T 4- Jf, (<p*)i — 2A*7t H- a -+- 2lt 

et par suite 

(u k ) 1 = (Uk )0 X e 2,n ~ l 

Pt « 

Si rn n’est pas entier réel, les deux valeurs (w*) 0 et (ujc)i 
sont donc inégales. 

La fonction (s — a) m subit donc des discontinuités quand on tra¬ 
verse la coupure : elle est mull i pliée brusquement pare 2 '"'* quand on 
traverse la coupure de haut en bas. 

Si l’on veut éviter cet inconvénient, il faut, soit admettre 

que la variable ne pourra se déplacer que dans le plan coupé (sans 
traverser la coupure), soit admettre que les diverses déterminations 
possibles de la fonction sont les diverses branches d'une même 
fonction, et que l’on passe d’une façon continue d’une branche à 
une autre quand on traverse la coupure. 

a i 

11 faudra alors s'assujettir à se donner la valeur initiale 

de la fonction en un point de départ M 0 , par exemple e m ^ X e ml 
suivre par continuité les variations de p et de : on aura la 
valeur finale de la fonction u. 

Â vrai dire, il suffira de connaître le nombre de traversées de la 
coupure soit en montant, soit en descendant. 

Le point a est un « point singulier essentiel» de la fonction (z 

Séparation de la partie réelle. Si m est de la forme >. -\- uu, en 

désignant par <p l’un des arguments de s, toutes les déterminations 
de (z — a) m sont comprises dans la formule 

(z — a) m = + [log p -t- t ’ep -f- 2A rc) ] 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. il 
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«1 

C’est une expression de la forme e a + ^ 1 en posant 

a = X log p -h h(ÿ -h 2/rrr) 
ji = p. Iog p -f- X (<p -f- 2/rrc). 

(O 

Alors 

(z — a) m = (cos ? -f - i 8În P). 


Il y aura autant de déterminations possibles de (z — a) m qu’il y 
aura de déterminations pour a, et de déterminations pour [3 à 
2 kn près. 

A 

Si rjt o, toutes les déterminations de « étant différentes, 
il y a une infinité de déterminations de la fonction, à modules tous 
différents. 

Si [jl = o, le module des diverses déterminations de la fonction 

est unique et bien déterminé = p>\ Il y aura autant 

de déterminations, qu’il y aura de valeurs distinctes de (3 ne diffé¬ 
rant pas d’un multiple de 2n . 

Deux indices h et k' donneront donc la même détermination de n, 
si l’on peut avoir 


c’est-à-dire 


X(cp -f 2/rrr) — X(cp 4- 2/c'rr) = 2/rrc 


— k') = h . 




Celte égalité ne peut avoir lieu que si X est rationnel . 

U) 

Si donc X est irrationnel, toutes les déterminations de la 
fonction, en nombre infini, sont distinctes. 

Si X est rationnel de la forme pour avoir toutes les détermina¬ 
tions de la fonction, il suffira de considérer q valeurs consécutives 
de l’indice par exemple 


k — 0, 1, 2-• — 1). 


*2 

Dérivée de la fonction. — La fonction v = log (z — a) 

étant fonction analytique de z, et la fonction u = e mv étant une 
fonction analytique de o, la fonction u = e m log ~ ^ est une fonc- 

tion analytique de z. Sa dérivée sera me mv ^ c’est-à-dire 

1 


mu 


z — a‘ 
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D’ailleurs si l’on prend la détermination u *, 

Uk = e m V°2 P + l >*> 

on a 

i_ — i c = g( m — 1) 1°S P x «( m — 1 Î*>* 
z — a p ’ z — a 

Donc 

~ — me im ~ 1 >t l0 « P + *>‘3 = m(z — a)*"*- 1 . 

p, OJ 

La formule de dérivation est donc la même que si les 
variables et l’exposant sont réels. 

Propriétés fondamentales. — Dans le cas où les variables et l’ex- 
*2 

posant sont réels, on a les trois propriétés fondamentales : 

z m u m — (zw) Mt , z m • z n = z”»+ n , (z m ) n = z mn 

Ces formules ne peuvent plus subsister intégralement si 
zn, z, u sont imaginaires puisque chacune des fonctions z m , u m ... est 
susceptible de plusieurs déterminations. 

a 

Voyons quelle modification il faut introduire. 

Prenons, par exemple, la première formule. On a 

z m ___ e m loff* z* u m __ Q m log< (zu) m = e m 

Donc 

z m u m __ e rn (log* « + log f u). 

Or, quels que soient les indices, on a une égalité de la forme 
log jZU — log* Z -4- logi u 4- 2/nu. 

Donc 

(; iu) m »= z m u m e 2mh ~ i . 

La valeur de h dépendra des déterminations adoptées pour 

Z m , U m y ( ZU) m . 

En particulier si m est réel entier, quelles que soient les détermi¬ 
nations, on aura 

(zu) m — Z*ü w ‘. 



III. REPRÉSENTATION CONFORME 


En désignant par 

X = f(x,y), Y = ^(x y y) (l) 

deux fonctions absolument quelconques de x , y, considérons la 
fonction (non analytique en général) de variable complexe z = x + ty 

f(z) = X -h iY. 

<ji 

Les relations (1) font correspondre à tout point m (x, y) , 

un point M de coordonnées X, Y. 

Lorsque le point m décrit i/ne courbe c, le point M décrit une 
courbe C qui est dite « transformée » de la première. 

Conservation des angles. — Nous dirons que la transformation 
conserve les angles si à deux courbes quelconques c , c x se coupant en 
un certain point m, correspondent deux courbes C, Q se coupant 
+ 

au point M sous le même anglu. On dit aussi que la trans¬ 

formation constitue une « représentation conforme ». 

La conservation sera dite « directe » ou « inverse » suivant que 
l’angle des tangentes MT, MT X est de meme sens que l’angle des 
tangentes mt, mt x ou de sens contraire. 


Condition suffisante. — Si la fonction 


Z = X -4- £Y 




est analytique, la transformation conserve directement les angles.. 

En effet soient z, z x deux points m, m x voisins du plan des xoy, Z, 
les deux points voisins correspondants du plan des XY. 


Le quotient 

d/i 


Z, - Z 


a alors par hypothèse une limite 


bien déterminée quand z x , tend vers z d’une manière quelconque. 


Faisons tendre m x vers m en suivant un arc; de courbe c. L’argu- 

o 

ment de z 1 — z tendra vers l’angle a de la tangente en ni à la 

5 i 

courbe c avec l’axe ox. De même, l’argument de L x — Z 

tendra vers l’angle fl de la tangente en M à C avec OX. 
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Si les deux systèmes d’axes sont parallèles, l’argument 


de 


'U-'L 

z i — z 


tendra donc vers une limite fi — a, angle des deux tangentes 

en m et M. Cet argument limite est l’argument de ^. Il ne dépend 

pas de la courbe r, mais simplement du point m. 
w 

L’angle des directions des tangentes à deux courbes cor¬ 
respondantes aux deux points correspondants est donc constant. 

r i 

Si alors on considère deux courbes c lf c 2 , passant en met les 

deux courbes Cj, C 2 correspondantes, si l’on mène par l’origine les 

o 

parallèles ot^ ot v o T 1? oT 2 aux tangentes, on aura 


On en déduira 


tio'W = 


tiüt 2 -- 1 ioTj* 


lia transformation aura donc bien lieu avec conservation 
directe des angles. 


a 

Conditions nécessaires. — Inversement, cherchons les 

conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions cp(^’, y), 
t' ( x i y) pour que les angles soient conservés. 

Il suffit de chercher une transformation avec conservation di¬ 
recte, car si elle était inverse, pour les fonctions cp, ÿ elle serait di¬ 
recte pour les fonctions <p, — ÿ qui donneraient des courbes symé¬ 
triques des premières par rapport à ox. 

Menons par l’origine les parallèles ot u ot 2 aux tangentes 
à deux courbes c ly c 2 , et o r l\, oT 2 aux tangentes aux deux courbes 
correspondantes Cj, C 2 . 

P 

Par hypothèse, on doit avoir, quelles que soient les 

courbes, 


On en déduit 


t\Qt} — Tjc/1 


(joTi — « s oTj = const. 


P, * 


On est ainsi ramené à calculer l’angle de deux tangentes 
à deux courbes correspondantes c, C. 
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On a 


tg (toT) = - 


dY 

Æ' 


. d H 

dx 


1 H- 


_ dx d Y — dydX 

dy dY dxdX -f* dydY 
dxdX 

Remplaçons dX * dY en fonction (le dx , dy 


tg (toT) 


(S*** + f /y) dx - (Z dx + %_ dy ) dy ' 
(2^ + IJ*)* + (2^ +% d y) d y 

ou enfin, en posant ^ = y' 


tg (toT) 


a# 

ay 

a# 


/ô+ 


d<£>\ 


as 


\£>y aa;/* / 


- . , ï>? ; 


*y 


y 4 


On voit bien que cet angle dépend en général dey 7 , c’est-à- 
dire de la courbe c. 

£ 

Pour qu’il en soit indépendant, il faut et il suffit que l’on 

puisse poser 


__ 

àX^ bX* 


a^ 


_ *9 _ > /*$ , 5i\ 

bx \by bx/’ 


ay_ y a^ 


Dans la deuxième de ces relations, remplaçons 
par leurs valeurs tirées des deux autres. On obtiendra 


ay dy 
bx’ by 


_ ÔJ __ X a /<4 __ $?\ 
by bx \by bx I 


(i 


— 5ï\ = o. 

\ôy <wy 


Or <p(u,, y), (x, y) étant des fonctions réelles, il en est de même 


de X. Il faut donc que 

a^ 

*ÿ’ 


ay 

bx 


= 0 . 


On en déduit 
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P, <*> 

Ce sont les conditions qui expriment que la fonction 

Z = <p(a?, y) -f- y) 

est une fonction analytique de x + iy. 

Inversement si ces condition^ sont satisfaites, les relations I se 
réduisent à 

dx dX 

et par suite 

dty 

tg(toT)=X = |. 

dX 

u) 

Conclusion. — Pour obtenir une représentation conforme r 

ou avec conservation des angles , il faut et H suffit que Vune des fonc¬ 
tions X + ÎY, X — iY soit analyttque. 


Différentielles des arcs. — Remarque. — Lorsque le point x> y se 
déplace d’une quantité très petite, la différentielle de Tare a pour 
expression 

ds i = dx 2 -f- dy 1 

La différentielle de l’arc correspondant décrit parle point X, Y est ; 
dS 2 = dX 2 4- dY 2 . 

Or, on a 

dX — ^dx -t- d? dy, dY = -+- ^dy. 

dx dy * dx dy u 

Si la fonction X + iY est analytique, ces expressions de¬ 
viennent 

dX — ^ dx — ^ dy, dY = dv dx H- ^ dy. 

dx dx *’ ùx dx ÿ 

*i 

Par suite 

dS ‘ 2 =[(2) 2 + (2)*]^* + d,f) 

c’est-à-dire 

dS‘ = ^ds* 
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en posant 



tj. ne dépendant que de x, y. 

> * 

Inversement supposons que, dans une transformation, 
deux arcs élémentaires correspondants satisfassent à la condition 

dS 2 = \L~ds 1 

y ne dépendant que des coordonnées x. y (et non des différentielles 
dx, dy ). 

fj i, CL 

Kn explicitant d S 2 et égalant les coefficiente de dx 2 , dy 2 , 
dy dy, on devra avoir 



acp i>^ 

dx dy dx dy 


D’après cette dernière, posons 

= d’où 5+^-X*?. 

dx dy dx dy 

Substituons dans la première. On aura 



(O 

Par suite 

X = ± 1. 

Si 1 = + i 

à<p_ 

a# ay ’ d# dy ' 

La fonction cp + est analytique. 

Si A = — 1 

<xp dty d'p 

dx dy ’ dx dy 

La fonction <p — û|> est alors analytique. 

7t 

Le résultat était à prévoir. Car si l’on a 


d S — pds 
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tl 

p(x, y) ne dépendant que des coordonnées x , y , deux triangles 

infiniment petits correspondants sont semblables et par suite leurs 
angles sont égaux. A la limite, ce sont les angles des tangentes à 
deux courbes correspondantes. 

La transformation entraîne donc la conservation des angles. 


U 

Résumé. — Pour qu'une représentation conserve les 

angles, ou pour qu entre deux arcs élémentaires correspondants on 
ait la relation d'à 2 -= p. 2 ds 2 , il faut et. il suffit que Vune des jonctions 
y + iÿ ou y — i/p soit analytique . 

<p 

Pour obtenir une représentation conforme , il suffit donc 

de prendre les parties réelle et imaginaire d’une fonction analy¬ 
tique quelconque. 

Exemples. 1° Considérons la fonction f(z) — -. Klle est ana¬ 
lytique. 

^1 

on peut l’écrire 


On a donc 


/(*) = 


k~- 

x* -4- 


y± 

y 2 ' 


Y __ kx 

~ X 2 H- î/ 2 ’ 


Y = 


ky 

y 2 


Si l’on donne de telles formules, à deux courbes c t , c 2 quelconques 
décrites par un point m correspondront deux courbes Ci, C 2 se cou¬ 
pant sous le même angle. 

P . 

il est aisé de voir la signification géométrique de la trans¬ 
formation. Considérons le point de coordonnées 

_ kx yr_ ky 

x~ -t- y* ’ x l -h y 2 

on a 


X 


X 2 P Y' 2 = k 2 Y 

x À 


i 

Si on rapporte les points .r, y , X, Y' aux mêmes axes, on voit 
que deux points correspondants m, M' sont en ligne droite avec 
l’origine et que 

om 2 - oM ' 2 = k 2 . 


(o 


La transformation est donc une transformation par rayons 
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vecteurs réciproques. Le point M se déduit de M' par symétrie par 
rapport à ox. La transformation initiale est donc une inversion 
suivie d’une symétrie. 

2° Prenons encore 

/(*) === ==■ (pc yi)\ 

C’est une fonction analytique. La transformation 
X — s 2 — y 2 , Y = 2 xy 

conserve les angles. 


Familles de courbes orthogonales. — Si y(x, y) + (x, y) désigne 

une fonction analytique quelconque, considérons la famille de 
courbes 

y(x, y) = const. 

Il passe une courbe et une seule par chaque point du plan. 

Le coefficient angulaire de la tangente en ce point M est 


m = 




De meme si nous considérons la deuxième famille ÿ(x, y) = const.,. 
le coefficient angulaire de la tangente au point M est 





?>x 

Or, si la fonction est analytique on a, comme on l’a vu 


d 


^ + ^ __ o 

dx àx dy ùy 


On en déduit donc 


mm' — — 1. 

(*> 

Les deux courbes de la famille qui se croisent au point 
quelconque M se coupent orthogonalement. 

Si nous considérons l’une des courbes C 0 de la première famille 


?(*. y) = C ( 
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et toutes les courbes T de la deuxième famille, en un point de ren¬ 
contre de C 0 avec l’une quelconque des courbes T, les deux courbes 

U) 

se coupant orthogonalement, on peut dire que la courbe C 0 
rencontre orthogonalement toutes les courbes de la famille I\ 
Autrement dit, les courbes de l’une des deux familles sont les 
trajectoires orthogonales des courbes de la deuxième famille. 

Ce résultat pouvait être prévu d’après les considérations du cha¬ 
pitre précédent, puisque les courbes 

(p(x, y) = const. ty(x, y) =■= const. 

TC 

sont les courbes qui correspondent respectivement aux paral¬ 
lèles aux axes oX, oY dans la transformation 

X - ? (x, y), Y = *(*, 2/). 

Or la transformation conserve les angles et ces parallèles se 
coupent à angle droit. 

Dans le dernier exemple donné, on voit que les courbes 
x 2 — î/ 2 = const., xy — const. 

constituent deux familles orthogonales d’hyperboles équilatères* 
les asymptotes de l’une étant les axes de l’autre. 

Exemple. — Considérons encore le système de coniques homo- 
focales représentées par l’équation 



X étant un paramètre variable. 

Si X 2 <C c 2 , la conique est une hyperbole ; 

Si X 2 > c 2 , la conique est une ellipse. 

Par tout point x, y du plan passent deux de ces coniques, une 

TT ■ 

ellipse et une hyperbole. En effet l’équation 



admet deux racines : l’une inférieure à c 2 l'autre supérieure à c 2 
comme on le voit en substituant s', c 2 —■ s, c 2 + e, + oo dans le 
premier membre de l’équation. 

Désignons par X 2 le paramètre correspondant à l’ellipse, par p 2 le 
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paramètre correspondant à l’hyperbole passant au point x,y. Les 
relations 



expriment que l’équation 



(o 

admet pour racines X 2 et y. 2 . On doit donc pouvoir mettre 

son premier membre sous la forme 

_ (* 2 - À 2 ) (** - H 2 ) 

i*(t* — c l ) 

en remarquant que pour t' ~ zh oo , le premier membre doit se ré¬ 
duire il — 1. 

P . l 

C’est donc comme si l’on avait décomposé cette dernière 

fraction rationnelle en fractions simples. Nous supposerons c a — 1. 

V 

En calculant les coefficients de la décomposition par la 
méthode habituelle, nous multiplierons les deux membres de l’iden¬ 
tité par L 2 et ferons ensuite / 2 = 0. Nous obtiendrons 

x 2 — X* x =. ih X fi. 

'o 

De meme en multipliant par ( L 2 — I) et faisant ensuite 
= 1, nous obtenons 


r 


(X 2 1 ) (1 -;jl 2 ) 


y ■■ 


■ — 1) (1 — h- 2 ) 


On a donc les coordonnées x 9 y d’un point du plan en fonction de 
X, y.. Calculons cL 2 == dx 2 + dy 2 . 

On a, en prenant les signes + 


dx 

x 


dk 
: X 


d\i 

P 


d 'J 

y 


XdX 

x 2 — 1 


\xd\i 


Si nous formons dx 2 + dy 2 , le coefficient de 2dldy est 


>|A 


= 0. 


Xp y * (X* — 1) (,a 2 — 1) 

On trouve finalement 

j 2 i J 2 4 [ dX* ^ d|X 2 1 

+ dy — >2 _ (jt » [ X T_ j + 1 _ y ]• 
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Si donc l’on pose 


C’est-à-dire 


On aura 


-JL = <i\ , ^ = dx 

\/>, 2 - 1 v/1 — [J.® 


X = arc sin jjl Y = log (À 4 - y /), 2 — 1 ) 


dx 1 4- du- = ^ 2 [dX^ 4 dY 2 

^ A* — |j 4 


On a d’ailleurs 
et par suite 
Donc 


l -f- y/X 2 — 1 = e" 
X — y//s 2 — 1 == e~ ?/ . 


_ 4 

~ 2 . 


a = sin X. 


En remplaçant / et y. par leurs expressions dans x et y , 


a; = —2— sin A 


eu-e-v 

y = — ^ ' COS A. 


Par cette transformation, on a donc 


(U 


d S 2 


: À 2 ds ' i 


A 2 = 


Cette transformation conserve les angles. Les courbes 
X — eonst., Y = eonst., c’est-à-dire les courbes / = const., y. = eonst., 
c’est-à-dire enfin, les ellipses et les hyperboles homofocales forment 
deux familles de courbes orthogonales. 


2 e Application. En désignant par H (.r, y ), 0 (x, y), le module 
et l’argument d’une fonction analytique/(z), nous avons vu qu’elles 
doivent satisfaire aux conditions 

ôR j a H oR _ ^ d« 

or d/y dy dx 

Log f(z) est alors également une fonction analytique. 

Or 


log f- K z) = log R 4- i(9 4 - 2/n:). 
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Log R et 0 (x, y) représentent donc la partie réelle et le coeffi¬ 
cient de i d’une fonction analytique. 

a 2 w 

Donc d’après le paragraphe précédent, les courbes 
log R = const. 0 (æ, y) = const. 
c’est-à-dire les courbes 

R(x f y) = const. 0(æ, y) = const. 

forment deux familles de courbes orthogonales. 

On a donc ce résultat : Etant donnée une fonction analytique 
quelconque , les courbes d'égal module , d'une part , courbes d'égal 
argument , d'autre part , forment un système orthogonal. 

Soit par exemple la fonction analytique 

/(a) = (z * - a) (* — fc) 

Si A. et B sont les deux points d’affixe a, à, les courbes 
d’égal module sont les courbes, lieu des points M, tels que 

MA • MB = constt. 

Ce sont donc des ellipses de Cassini de foyers A, B. 

D’autre part, on a 

arg f(z) = arg(z — a) 4- arg(z — b) 

(O 

Les courbes d’égal argument sont donc les courbes, lieu 
des points M, telles que 

AM, ox 4 BM, ox = k 

c 2 

Il est visible que, pour chaque valeur de h, le lieu du 

point M est une hyperbole passant par A, 13, donc admettant pour 
axe transverse A, B et dont les directions asymptotiques font 

l’angle 2 ou ^ — 2 avec 0Xm 

Ces hyperboles d’une part, et les ellipses de Cassini, d’autre 
part, forme un système orthogonal. 

Transformation homographique sur un cercle. — Enfin, nous 
allons donner un dernier exemple de transformation : n, à, c, d dési¬ 
gnant des quantités réelles ou complexes, considérons la fonction 

/(*) = az± - h , = x -4- iY. 

/v 1 cz 4- d 

Elle fait correspondre au point z(x , y) le point Z(X, Y). 
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Nous allons montrer que dans cette transformation, la figure 

transformée d’une circonférence est une circonférence, 
v 

On pourrait le montrer en considérant des transformations 
successives intermédiaires qui, toutes, transforment une circonfé¬ 
rence en une circonférence. 

Les considérations suivantes nous conduiront immédiatement au 
résultat : considérons l’imaginaire conjuguée de z 

t = x — yi. 
a 

On peut exprimer x et y en fonction de z et t 

Z H- t Z — t 

x = 2 y = -2T • 

V 

Il en résultera que Véquation (Vune courbe quelconque 
pourra s'écrire en jonction de z et t. 

5. v 

Dans ces conditions cherchons la condition qu’il fautétablir 

entre z et t pour que le point correspondant décrive une circonférence. 

Soit a un nombre complexe quelconque désignant l’affixe du 
centre G, jS le conjugué. Soient M(z) un point quelconque du cercle, 
M'(£) le conjugué. On aura immédiatement]! 

{z - a) (t — â S) == MC* = R* 

Telle est l’équation du cercle en « coordonnées complexes ». 

Elle est de la forme 

zt — at — $z -f- a {à — R 2 = 0 

ou 

zt — cxt — $Z - h Y = 0. (T) 

P 

Remarquons que y est réel, et que les coefficients de z 
et t sont imaginaires conjugués. 

8 

Si donc nous avons 
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a 

Désignons par T l’imaginaire conjuguée de Z, L', M', c' y a r 
les imaginaires conjuguées de L, M, e, a. 

On aura 


L' 4- MT 

VT — a * 


En substituant dans l’équation du cercle c , on obtient donc 

(L 4- MZ) (i: -t- M'T) — R 2 (cZ — a) (cT — a') = 0. 

P 

Il est aisé de voir que c’est une relation de la forme (L). 
Le coefficient de ZT est MM' — cc'Il 2 : il est réel. 

Le lermc indépendant, LL' — H 2 aa', est réel. 

5 

Enfin, les coefficients de Z et T sont bien imaginaires 

conjugués. 

Le résultat est donc bien démontré. 


Invariants. — Considérons une fonction absolument quelconque 

/(•'•. y)- 

Faisons sur .r, y une transformation conservant les angles. 

a- = P(X, Y) y = Q(X, Y). 

C’est-à-dire telle que 

dP_oQ eP_ôQ 

d~X î)Y d Y dX* 

La fonction /(#, i/) devient 

F(X, Y) = /(P, Q). 

Nous allons calculer les dérivées première et seconde de F 
H 

dF àf aP t df aQ 

dX Ï)X i)X dz/ dX 

aF _ ô/ dP d/ ^ dQ _ ___ a/ aQ d/ aP 

a Y dx a Y a*/ * a Y dx aX ôy aX* 

d 

On en déduit 
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De meme on trouverait aisément 



v, a 

En divisant membre à membre, on obtiendra donc 


07 . »V 

àx* • + ’ <V_aX* aV » 



Le rapport reste donc « invariant » par une transformation quel¬ 
conque conservant les angles. 

Démarquons que si /(#, ?/) satisfait à l’équation de Laplace A/= 0 
la fonction F(X, Y) qui s’en déduit par une transformation quelconque 
conservant les angles, satisfait à la mémo équation. 


IV. — DKT E KM T NATION D’UN K FONCTION ANALYTIQUE 
SATISFAISANT A UNE CONDITION DONNÉE 


Nous avons vu que, pour qu’une fonction 
/(z) = P(.r, y) -h iO(x,y) 

soit analytique, il faut que P et Q satisfassent aux conditions 


dP 

da- 


&Q 
*!/ ’ 


dP 


M) 

d.r * 


(«) 


Nous en avons déduit que P et (J vérifient l’équation de Laplace, 

m >=^;+ ô2, : = o. 

ty- 


On peut se proposer de déterminer la jonction analytique qui satis¬ 
fasse à une condition supplémentaire donnée : 

Cette condition se traduira par une relation entre .r, y et les 
fonctions P(.r, y), () (.r, y). 

H*, !/, C,Q) — 0. (2) 

y i 

Si l’on se basait sur les conditions (I ) et l'équation (2) il 

faudrait dériver l’équation (2) par rapport à .r et //, y substituer les 


1 <>Q d<) 

•expressions de ^ — ; 


Carrüs. 


on obtiendrait deux nouvelles équa- 
Cours do calcul di (Toron liel et i a terrai. II. » 
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tions qui ne renfermeraient que x ) P, Q*«t les dérivées de P: Entre 
ces deux équations et la condition (2) on éliminerait Q. On aurait 
ainsi deux équations ne renfermant plus qu# P et ses dérivées : 

lu 

on est ainsi amené b résoudre des équations aux dérivées 
partielles ou plutôt à trouver les solutions communes à deux telles 
équations, qui doivent être compatibles. 

+ 

Cette façon de procéder est fort pénible. Les remarques 

suivantes simplifient considérablement la solution du problème. 

Dans la fonction P (#, y) faisons, comme nous Pavons fait dans 
l’exercice précédent, le changement de variables 

z — z~h iy, t~x — iy 

D’où 

z -f- t Z — t 

* _ _ 2 _, y — ~ 2 i . 

O 

La foliation so, transforme en une fonction /i(z, t) 

P(®, y) = p'j, *)• 

a 

On peut calculer les dérivées partielles secondes de P en 
fonction des dérivées partielles de p. Or si l’on transforme l'équa¬ 
tion 

AP = 0 

§ 

on trouve que la fonction p(z, t ) doit satisfaire h l’équation 


dzdt 


U en résulte que la fonction p(z,t) doit, être à variables sépa¬ 
rées et que l’on peut poser 


p'v) = ?(*) -+- 


Mais de plus, la fonction p(z, t ) étant la fonetion transformée de 
°1 

P (.t, y) est réelle. Si l’on change i on — i elle ne doit donc 

pas changer. Or z et / se permutent. 

Donc, à une constante réelle près, la fonction ^ x (t) doit, 

se déduire de la fonction <p(z) par le changement de i en — i et par 
le remplacement de s par t. Nous dirons pour abréger que c’est la 
fonction conjuguée de <p(s) et nous poserons 

p[z,t) = <p(z) h- «ft(0 H c ( r fi oonj. de 9 , c réel). 
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Du même cm peut poser 

q{Zyt) = +( 2 ) 4- <W(t) 4- c' 

^(t) étant la fonction conjuguée de 
P» 5 

Mais de plus, on a alors 

f(z) = p 4 w/ = 9 ( 2 ) 4- «p!^/ 4- 4- c 4- c't. 

f* 

Il faut que le second membre se réduise à une fonction de z> 

eu 

On peut donc poser 

fi(t) -4- nW(0 — m 4- ni 

<h(0 = ùp,(0 4- n — mi 
En changeant i en — i . 

<}/(z) = — iy(z) 4 - n 4- mi. 

D’où 

q(z, t) = — i[y(z) — çi(i)] 4- c' 4- 2n 
Faisons le changement. 


ou 


‘KO = ÿW 


c c' 4- 2 n . 

2 —2 1 


D’où 


‘K (0 = ?i(0 -+- j — C ~2 “ l# * 


On aura finalement 

P% 0 = ?(2) 4- 9,(0 4* c = «!»(*) 4- <l>,(0, <?(*> 0 = — 4>( 2 ) — f M0J* 

En résumé on peut donc poser 

z 4- / z — / 

2 J h 

y) = />(*, 0 = ‘ l ’M 4 - f i»,(0, Q(*, //) = ?( z > 0 = — »[***(*) — ‘ 1 * 1 ( 0 ]- 


Ce sonl /à /e.s- formes simples que nous adopterons. 

Par suite 

/(z) = p 4 «/ = 2«*»(*)- 

tu 

Powr obtenir la fonction /(z), i7 suffit donc de déterminer la 
fonction 4>(z). 
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Or si l’on substitue x, y , P, () dans la condition donnée, elle se 
transforme en 

(!') >■(*(*) + +.(0. 4**(fl-♦(»)], —JA 2 J ') = 0., 

a 

Pour obtenir la fonction qui ne dépend que de z 9 

on ]>eut dans cette équation donner à t une valeur quelconque t 0 
(telle cependant que l’on puisse résoudre l’équation par rapport à 

♦(*))• 

^1 

J jü relation (P) deviendra 

*[*(») + - <►(*)!, —J-' 0 -J ;■-’] = 0. 

C’est une relation de la forme 

TW*). - 0 

dépendant de la seule constante inconnue (f o)* 

Kilo donne donc ^(s), au moyen d’une constante et par suite 

f(z) = 2 *(*). 

On déterminera sa valeur précise par substitution, ou en don¬ 
nant à x et y des valeurs particulières. 

Applications. Supposons que Cou donne la partie réelle d'une 
jonction an a lyt i q i te. 

Au lieu de déterminer la fonction Q(.r, y) par deux intégrations 
successives, faisons dans la fonction P(.r, y) le changement de 
variables indique. 

3 

P(.r, y) devra pouvoir se mettre sous la lorme 
•t‘(z) -c <!»,(*) — p(z, t). 

Mais, sans qu’il soit nécessaire de faire cette transformation, 
donnons à t une valeur / 0 quelconque (qui ne rende pas infinie 
/>(s, / 0 l). On aura 

cp(z) = p(z, f 0 ) -x C, 

et par suite 

IX — 2/»(s, /„) -+ 21’,,. 

Soit par exemple 
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Faisons la transformation. J1 vient 


p{z, 0 = 4 


_, (. z 4- Q 2 -4- (z — O 2 1 




z L±Jl 

zH 2 


Ort vérifierait bien que le second membre se met sous la forme 
<p(z) + <Pi(0* Mais cela est inutile. 

Donnons à t une valeur quelconque t 0 


par suite 


O» 

Donc 


?(*) -+- ?i(0 


z 2 ~4- L 2 

*V 


1 

2s 2 


2^“ 


?(*) = 


2z‘ 2 


a -h bi. 


f( Z ) - ^ ^^ 


Or pour ?/ = 0, par exemple, P(o;, o) = 

] 

La partie réelle de f(z) est alors + 2a. 
On a donc a = 0 


f ( z ) = z 2 •+■ 2ài 

6 est arbitraire. 

2° Soit encore 


H 

on a 


P(-L //) 


e*» 


2 sin 2x 

e —2u - 2 COS 2x’ 


P(*. *) = s — ( 


2 sin (z -4- 0 

s- t 

~\r e 1 — 2 cos (z -4- 0 


2 s in (z -4- t) 

2 cos (z — 0 — 2 cos (z 4- 0 


c’est-à-dire 


, .x sin (z 4- 0 
^ Z - * ~ 2 sin z sm t’ 


On vérifierait encore que le second membre est à variables 
séparées. Mais il n’est pas nécessaire de faire cette séparation. 

En donnant à t la valeur on aura 

, v cos z 1 . . 

<p(z) = ry - -1- const. = ^ cotg z 4- a -f- bi. 

jl sin z JL 
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tu 

Donc 

f(z) — cotgz -4- 2 (a -4- bi). 

Or pour y = o 

P(.æ, 0) = colg x. 

Donc a = 0 

/(*) =• eotg z -+" 2 éi. 

3° Déterminer une jonction analytique telle que 
3æQ — î/P ~ 8æ 3 î/. 
Faisons la transformation 


*) + ?i(0 Q = ï?i(0 


En substituant, nous aurons 

3 — ?) — 0? +■ <ft) = ( 2 ■+■ O 3 

OU 

3(z + t) (<p — <pi) — (z — «)(<? + Ti) == ( z + «) 3 ( z ~ <)• 

A 

Faisons par exemple t = 0 

3^(4 — Çi«) — z(<p -h o,o) =■ Z 4 . 

En simplifiant 

2<p = z 3 - 4 - /c = z 3 -h a 4- bi. 

h 

quelle que soit la valeur t 0 . Par suite 

/.(z) — s 3 -4- a -4- 

Si nous faisons par exemple y =i), d’après l’équation donnée 

Q(*, 0) = 0. 

Donc b = 0. 

De meme P(o, y) = 0. Donc a =’ 0. 

O) 

La seule solution possible est j(z) = z 8 . 

On vérifie que cette fonction satisfait bien à la condition donnée. 
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v. __ INTÉGRALES des fonctions de variable complexe 


Définition. — Soit f(z) = P (x, y) -f i Q(#, y) une fonction de 
variable complexe, analytique ou non. Supposons P(jr, y}, Q(«r, y) 
finies et continues lorsque le point z décrit un arc de courbe AB 
compris entre les points z 0 et Z. Nous allons définir l’intégrale, le 
long de l’arc A13, d*e la fonction f(z). 

Partageons cet arc par des points de division z 0 . %, Za,... 

Z/k+ lf — • &• 

Dans chaque intervalle z*, z k+1 , prenons s or l’arc, un point inter- 
médiaire et faisons la somme 

S/(Çfc) (z/c+i — Zk)- 

<1 

Nous allons montrer que ; 

Cette somme a une limite bien déterminée quand , le nombre de 
points augmentant indéfiniment, tous les intervalles tendent simul¬ 
tanément vers zéro d'une manière quelconque , et quelle que soit la 
manière dont on choisisse chaque point 'Ç k dans chaque intervalle. 

On a en effet 

/(W = Pfo, *u) -P i Q(5*, T lk ) 

Zk 41 — z k = .tah , — x k H- ifî/A'+i — 2 /a) = A#* -4- îAi/a. 

La somme devient donc 

^LP(^, r lk ) -h îQ(Ç ft , *u)l [(**+> — **) -h t(t/A+, — */*)] 

— -[PaA®a — QaAj/a] - 4 - i S[P*At/* -+- QaAæa] 

P> *i 

Nous voyons que ces sommes, par définition, ont pour 
limite les intégrales curvilignes. 


/ 

J AB 


(P dx - Q dy) 


f 

J AB 


Q dx -h- P dy . 


Nous savons,que si l’on exprime les coordonnées d’un 


point de l’arc en fonction d’un paramètre t sous la forme 


= f{t\ 9— ’KO 


! fo 6/ 
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et si t varie de f 0 à T quand le point décrit l’arc AB, ces intégrales se 
ramènent aux intégrales définies ordinaires 


f 


[!*(?> <!')? - Q(<p» WW -+- î I “+■ Q y) dt 


■s: 


Comme on le voit, 


la démonstration ne suppose pas du 


P 

tout que la fonction P /() soit analytique. L’intégrale est 

une simple combinaison de deux intégrales curvilignes et toutes les 
propriétés des intégrales curvilignes peuvent lui être appliquées. La 
fonction peut admettre un nombre fini de discontinuités pour des 
points de l’arc tout en restant bornée. Elle change de signe si l’on 
change le sens du parcours. Nous la désignerons par 



Contour fermé. — Supposons que le point z décrive un contour 
fermé compris dans une aire Q. Lorsque le point revient au point 
de départ A, la fonction quoique bien définie au départ, et bien 
déterminée tout le long de la ligne peut reprendre en A sa valeur 
initiale (si elle est uniforme dans l’aire O) ou revenir avec une autre 
valeur. C’est ce que nous avons vu pour la fonction log z quand le 
contour décrit contient l’origine à son intérieur. 

Ÿ 

Dans le premier cas, nous allons montrer que /’intégrale 

aura même valeur quel que soit le point de départ . 

a i 

Prenons en effet deux points de départ différents A, A'. 

L’intégrale \ 1 a pour valeur 

J ♦ /' . 


Si au contraire nous partons de A' nous obtiendrons 


L 




en désignant par un accent ccs nouvelles intégrales. 

Mais pour la première des intégrales du second membre, la fonction 

ayant au point A' une valeur bien déterminée, unique, quel que soit 

o 

le chemin parcouru antérieurement, 


la valeur initiale de 
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la fonction et les valeurs successives qu’elle prendra seront les 

mêmes que celles qu’elle avait dans l’intégrale I . On peut 

../ a'ma 

d’ailleurs prendre pour la définir les mêmes points de division. 
Les deux sommes qui les définissent à la limite, sont donc 


alors constamment les mêmes. 


Les deux intégrales ont 


donc même valeur. De même dans l’intégrale I , la fonction 

J aa' 

prend la même suite de valeurs que dans l’intégrale I 

J aa' 

Les deux intégrales sont, donc aussi égales. 

Il n’en serait plus de même si la fonction f(z) avait une valeur 
différente suivant le chemin parcouru. Les deux intégrales peuvent 

être différentes. Si dans l’intégrale I on prenait pour détermi- 

J a'ma 

nation de la fonction au point A', sa valeur finale dans l’intégrale 

J , les deux intégrales I et I seraient les mêmes. Mais 
aa' J a'ma J a'ma 

O 

après avoir décrit le contour complet, la fonction n’ayant 

pas au point A la même détermination que la valeur de départ 

de l’intégrale I les deux intégrales I et I seraient différentes. 
J aa' ./aa' J aa' 

Considérons par exemple la fonction f(z) — \/z . 

Intégrons-la le long d’un cercle de centre origine, 
a 

En posant s = Il (cos 0 + sin 0), ^ variera dans un inter¬ 


valle de 2 TT. 


Définissons la fonction \/z. Nous prendrons 


K M eus i sin < 


Parcourons le cercle à partir d’un point A correspondant 
à l’angle a. Nous aurons successivement 

r /"’a-f 2 r « / 0 0 

J yzdz j R 2 ^ cos ^ -h i sin |R i (cos 0 -t- i sin 0)dB 

• t} ï 30 r . . 30,, ft 2*/ 30 . . 30+2» 

= m | (cos 2 •+■ ism 2 ) ( = 3 ■' y cos •> ■+■ isin •> / 

4,,î / 3* . . 3*\ 

= - 3 U [cos 2 + 2 /’ 
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? 

On voit que la valeur de l’intégrale dépend bien du point de 

départ. 

Limite supérieure tFxine intégrale. — Considérons Fintégrale 
f(z)dz. 

Supposons que, lorsque s parcourt AB, le maximum de mod f(z) 
o t a 

soit M. Les sommes successives qui définissent I sont 

moindres en valeur absolue que 

2M |Az|= Mï|.A*|. 

•P _ 

Mais | Az | = \/ Ar 2 -f- A|/ 2 . 2 | Az | tend vers L* 

(O 

L désignant la longueur du contour •d'intégration. On a donc 

I < ML. 



Application I. — Une Jonction f(z) est telle que , pour des valeurs 
de z voisines de a , on ait Uni (z — a) f(z) = 0, quand z tend vers a. 
L'intégrale de f(z) prise le long d'un cercle de centre a tend vers zéro , 
lorsque le rayon du cercle tend vers zéro. 

5 

On peut en effet supposer R suffisamment petit pour que, le 
long du cercle, | z — a |x | /(s) | < e, quel que soit le point du cercle. 

On aura donc 

M«>K| T=rr* 

puisque pour tout point du cercle | z — a | = R. En appliquant le 
résultat ci-dessus, il viendra 

|I|< J-2itR = 2i=£.. 

L’intégrale peut donc bien être rendue aussi petite qu’on Je veut. 

IL — Une fonction f(z) est telle que le produit | zj{z) | tende vers 
zéro lorsque [ z | augmente indéf inimenL L'intégrale de f(z) prise le 
long d'un cercle tendra vers zéro lorsque le rayon du cercle augmen¬ 
tera indéfiniment* 

o* <i, <r x 

Rire que /(z) tend vers zéro c’est dire que, pour 

tout point z à l’extérieur d’un cercle de rayon suffisamment grand, 
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■ce produit a un module moindre que toute quantité s choisie aussi 
petite qu’on le veut. Si donc nous prenons un cercle de rayon supé¬ 
rieur, pour tout point du cercle, on pourra écrire 
. \ 

|a/(a)|< e d’où I /(*) I < j~| • 

Mais si l’on prend un cercle de centre origine pour tout point du 

cercle | z | — R et par suite | f(z) | <; 

W # £ 

L’intégrale est donc moindre en module que ^ X = 2^re ; 

g pouvant être rendu aussi petit qu’on le veut en même temps que 
l’on fait croître H, l’intégrale a bien pour limite zéro. 


Condition jiotir que l’intégraie soit indépendante du chemin d’inté¬ 
gration entre deuxipoints fixes. — Sous la forme générale que nous 
avons adoptée, l’intégrale étant une simple combinaison de deux 
intégrales curvilignes ordinaires, et par suite de deux intégrales 

définies, il est bien évident qu’elle ne peut pas jouir de propriétés 
v 

particulières. Nous allons rechercher quelles restrictions 

nous devons imposer à f(z) c’est-à-dire à P(#, ?/), Q(r, ?/), pour obte¬ 
nir des propriétés nouvelles. 

V a, Ç 

Il est bien évident que nous devons considérer 

d’abord le cas où la fonction f(z) est analytique. On a dans ce cas 

(i) * P _ ôQ = 

* bx by ’ by 

Or, [en étudiant les intégrales curvilignes, 
démontré la formule de Kiemann 



et nmis en avons déduit la condition 


*1 

nous avons 


(2) 


<)M_c)N 

t VJ bX 


pour que l’intégrale J M dx + N dy prise le long d’un arc ouvert soit 

Je 

indépendant du chemin d’intégration, et ne dépende que des extré¬ 
mités de l’arc. Cette condition est nécessaire et suffisante. 
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<)0 


■ 6 

Dans le cas actuel, nous avons à considérer les deux inté¬ 

grales curvilignes 

f Vdx — Qr///, I P dy -t~ Q dx. 

Je Je 

P 

Or les conditions (1) expriment précisément que ces deux 
intégrales ne dépendent que des extrémités. 

Inversement, pour que la condition (2) soit satisfaite pourc haeune 
des intégrales, il faut que Ton ait 

dl> __ __ aQ dV __ aQ ' 

dy dx ’ dx dy 

OJ 

La fonction P + *Q doit donc être analytique. 

Ainsila condition necessaire et suffisante pour qu'une intégrale 
de fonction de variable complexe , ne dépende que des extrémités,, 
[lorsque le contour dé intégration reste dans une aire O où f[z) est 
continue), est que la fonction f[z) soit analytique . 

2° Démonstration. — En raison de l’extrême importance de ce 
théorème et de ses applications multiples, nous allons en donner une 
autre démonstration directe. 

Condition nécessaire. — M et N désignant deux fonctions de x et y , 
nous considérons l’intégrale I M dx ~f- Ndy. Nous allons d’abord 

J° p 

démontrer que si l’intégrale est indépendante du chemin, on 

a la condition 

aM_a_N 

dy ~ dx ’ 

Soit û l’aire dans laquelle se déplace le point x, y et dans laquelle 
nous traçons le contour d’intégration. Il est aisé de voir tout d’abord 
que rintégrale le long d'un contour fermé doit être nulle. 

Soit en effet un contour fermé quelconque C. Prenons sur ce 

°i 

contour deux points quelconques, A, IL Par hypothèse 
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Mais 


Par conséquent 






BM t A 



= 0. 


La réciproque est évidente. 

Considérons alors un carré ABCD dont les côtés égaux à l sont 
parallèles aux axes de coordonnées et avant un sommet ail point z 0 

P 

quelconque. L intégrale prise le long de ce carré doit être 

nulle. 

Le long de Ali, dy = 0 et x varie de à x 0 + L 
L’intégrale se réduit donc à l’intégrale ordinaire 



M(æ, y 0 )dx. 


l>e même le long de CD, y = y Q + / et 


I == I M( r, yo -K l)dx. 

«/CI) J Jr 0 -{l 

La somme de ces deux intégrales est 
'V„ -}- l 


T 

J.r„ 


[M(.r, y « - l) — M(.r, y 0 )]dx. 


Appliquons à la parenthèse la formule des accroissements 
finis. Nous récrirons 

— I I ™ Ol !/o + M)dx. 

(11 faut remarquer que 0 dépend de .r.) 

*1 

De même, si nous parcourons BC ou DA, dx -- 0. La 

somme des intégrales suivant ces contours est 


/'•//« -f * ruo 

I S(.r 0 -+ l,y)dy + I N D, y)dy 

J y o d y,, 4 -1 

/\v« + l 

— I N[(.r„ -+-/,«/)— 

J »/• 
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Elle s’écrira 

ôn 

1 i k + 0 1> yS>dy ' 

L’intégrale le long du contour total devant être nulle, 
doit donc avoir 




on 


r 


-J ( x iVo ■+” §l)dx - 
à y Jyo 


yo 


dN 

bœ 


z (*0 ■+• O'i, 2/)%- 


Appliquons à chacune des intégrales le théorème de la 
moyenne. 

Après division par l , nous aurons 


dM 


(S» 2 / 0 '~t~ M) : 


ôN 

dÆ 


(Xo -h Qil, 


H étant compris entre æ 0 et x 0 + h r < entre y 0 et y Q + L 

Ces égalités devant avoir lieu quelque petit que soit l, lorsque l tend 


vers zéro, t tendant vers r 0 , et r, vers y 0 , 


on a, à la limite, (en 


. ,, . , dM dN . . . 

supposant que les dérivées — ~? — soient continues). 

i,, ( x "> y«)=- ^(^yoh 

Or le point r 0 , ?/ 0 a été pris arbitrairement dans i). On doit donc 
avoir 

!>’*>=S (*’*>• 


La condition est donc bien nécessaire. 

Si l’on applique ce résultat à chacune des deux intégrales curvi 
lignes 


I 


Pdx — Q dy } 



~K Q tix 


P 

on voit bien que, pour que ces intégrales soient indépendantes 
du contour, il faut que 


dP __ dQ ^ dP __ dQ 

d y dx bx d y 


c’est-à-dire que la fonction P + *Q soit analytique. 





HOUCTUONS DE VARIABLE COMPLEXE 


es 


Ainsi la condition est bien nécessaire . 


Condition suffisante. — Nous allons montrer que, inver¬ 

sement, si f(z) — P + iQ est analytique , V intégrale J f(z)dz est indé¬ 


pendante du chemin d'intégration et ne dépend qiw des extrémités. 

Supposons deux lignes d’intégration quelconques L lr L s situées dans 
Q allant d’un point À à un point B. 

Nous allons démontrer que, si à l’intérieur de l’aire qu’elles com¬ 
prennent, la fonction, supposée uniforme, est continue, on a 



Il faut évaluer ces intégrales et les ramener à des intégrales définies 

S 

ordinaires. Soient 


* = ?i(0> y = <h(0 

* = y = Ww) 

les équations de L x , L 2 . Les points A, B correspondent dans la pre¬ 
mière aux valeurs t 0 , T du paramètre, dans la seconde aux valeurs 
u 0 , U. Si nous faisons un changement de variable linéaire 

C =. au -j~ p 

nous pourrons évidemment disposer de oc, (3 de manière que les va¬ 
leurs de v correspondant à u 0 , U, soient précisément £ n , T. 

r 

Ainsi dans les équations de L 2 , nous pouvons supposer que 
le paramètre varie également de t 0 à T. Nous pouvons donc le dési¬ 
gner encore par t. 

Considérons la courbe auxiliaire variable La 

,l X = 9, (t) +• a[?i(<) — »,(/•)] = <?(«, <*) 

( y — >M f ) ■+• 4W‘) — 4’i''*)] = 'K*, *)• 

Les courbes L x , L 2 correspondent aux valeurs 0 et 1 de oc. 

Cette courbe variable passera toujours par les points A et B qui 
correspondront toujours aux valeurs t Q , T du paramètre. 

Nous considérons ainsi une suite linéaire de courbes L oc. C’est en 
apparence une restriction, mais la conclusion sera générale. 
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a 

Nous pouvons définir l’intégrale 

f(z)dz = I [P(æ, y) 4- iQ(i, y)]{dx 4- idy ). 

Dans la fonction sous le sign ej , nous supposons x et y exprimés 

en fonction de / et de a. L’intégrale devient une somme de deux inté¬ 
grales définies ordinaires 



On peut écrire plus simplement 



4 = J, 0 (P + ig) (2 + 1 3)* /(z) 3 dL 

Pour exprimer que cette intégrale ne dépend pas du contour 
c’est-à-dire de a, nous devons écrire que — 0. 

Ê. 

11 faut donc prendre la dérivée par rapport à un para¬ 
mètre d’une intégrale définie ordinaire, les limites de l’intégrale 
étant d’ailleurs constantes. 11 suffit à cet effet de prendre l’intégrale 
de la dérivée par rapport à a. 

La fonct ion à intégrer dépend de oc par l’intermédiaire de s. Or f[z) 
riant supposer analytique , admet une dérivée par rapport à z que 
nous désignons par /'(s). 

'b 

O 11 a donc 


à 

Ô2 



2 A*) 


c>3 


+ ti z ) 


ï)0tdt’ 


On remarque que le second membre peut aussi s’écrire 


Par suite 




ÔZ 


\dt. 


On peut donc intégrer. 
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Ainsi on a 


Mais le facteur — 

àct 


dh 

3T 


[«■>£11 


s’annule évidemment aux deux extré¬ 


mités t 0i T, puisque les points z correspondant à t 0 < T sont fixes. 


D’ailleurs se calcule par la formule 




ÔZ 


= - ?1 "+* ^(4*2 — +i)‘ 


Chacune des parties s’annule pour t Q et T. 

<« dh 


Par suite 




= 0. 


L’intégrale de la fonction analytique f(z) prise suivant la suite 
linéaire de courbes L« est donc constante. 

En particulier 


Ii 


V 


Mais les courbes Li, L a sont deux courbes arbitraires 

passant par A et B. L’intégrale suivant une courbe quelconque 
passant par A et B est donc constante. 

03 

On peut donc dire que : 

La condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale I f(z)dz 

J AB 

d’une fonction uniforme /(z), prise le long d’un contour dont les 
extrémités A et B sont fixes, soit indépendante du contour et ne 
dépende que de ces extrémités, est que la fonction /(z) soit analytique. 
Pour la démonstration, nous avons supposé implicitement que 
tout le long de la courbe La, les fonctions P(.r, y ), Q(#, y) (c’est-à-dire 

la fonction f(z)) restent finies. Pour que l’on ait I =1 , 

Jh x 2 

faut donc que dans la région comprise entre les courbes L x , L 8 , la 
fonction /(z) supposée uniforme reste finie. 

Le résultat peut s’énoncer sous une forme légèrement différente : 
Pour que Fintégrale le long d'un contour fermé quelconque situé 
dans une aire Q soit nulle quel que soit ce contour , il : aut et il suffit 
que f(z) soit uniforme , continue , analytique dans Faire Ù, c'est-à-dire 
qu'elle soit « holomorphe » dans cette aire. 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 5 


il 
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Généralisation. — Nous allons voir toutes les conséquences que 

'W p 

Ton peut déduire de ce théorème fondamental. On prévoit 

7T 

de quelle ressource il peut être, puisque Ton peut modifier 

comme on le veut le chemin d’intégration. Si nous savons calculer 
une intégrale suivant un contour particulier simple, nous en dédui- 

X 

rons une infinité d’intégrales définies, en modifiant le che¬ 

min d’intégration par introduction des deux fonctions arbitraires 
x = <p (t), y ----- 4i(t). 

Nous allons d’abord transformer et généraliser le résultat : Consi¬ 
dérons un contour fermé C à l’intérieur duquel la fonction, supposée 
toujours uniforme, peut admettre des points critiques en nombre 
limité. 

£ 

Soient Ci, G®, C 3 d’autres contours fermés à l’intérieur de C 
renfermant tous ces points critiques. Supposons que dans l’aire 
comprise entre C et les contours C l5 C 2 , C 3 la fonction soit holomorphe. 

♦ 

On aura l'égalité 



f-f+f+f 


tous les contours étant parcourus 
dans le même sens. 

En effet, traçons des éléments 
de courbes ou droites ab , a'b 1 
infiniment voisins reliant le con¬ 
tour C, au contour L\ et de même 
des éléments de droites cd , c'd '... 
reliant C à C®, C à C 3 , etc... 

Considérons le contour abCib’a m^dC^d'c'm 2 a,\<is flèches indiquant 
le sens de parcours sur C, Q, C 2 , etc. 

P 

A l’intérieur du contour considéré, la fonction n’adinet 


plus de point critique 
total est donc nulle. 

P 


L’intégrale prise suivant le contour 
La fonction étant monodrôme, les intégrales J , ( sont, 

k)£ ib «y b f ü' 
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à la limite, égales et de signes contraires. Il en est de même des inté¬ 
grales I et I , etc... 

Jcd Jd'c' 

Il ne reste que les intégrales prises suivant les contours Q, C a et 
les intégrales suivant a'm^c et c'm 2 a qui reconstituent l’intégrale 
totale prise suivant le contour C. 

ü> 

On a donc 

(1) J -hf -4- J =0. 

G v JC 2 » xJ C3 » 

J 4 ’ 

et par conséquent, en parcourant tous les contours dans le même 
sens, 



Remarque. — L’aire A, à l’intérieur de laquelle la fonction n’ad¬ 
met plus de point critique, peut être considérée comme limitée par 
les contours C, Q, C a . Parcourons tous ces contours de manière à 
laisser à notre gauche Taire A. Nous aurons précisément le sens de 

parcours indiqué par les flèches dans la formule (1). 

d 

Nous pouvons donc dire que Vintégrale prise le long du 

contour total , limitant une aire à Vintérieur de laquelle la fonction 
f(z) est holornorphe , est nulle , ce contour étant tout entier parcouru 
de manière à laisser à sa gauche Vaire A. 


Intégrale considérée comme fonction de sa limite supérieure. — 

La fonction f(z) étant analytique, considérons une intégrale 

I f(z)dz prise le long d’un contour allant d’un point z 0 à un 

J K B 

point Z. L’intégrale étant indépendante du chemin reliant z 0 à Z 
(sous certaines réserves), ne dépend plus que des extrémités z 0 , Z, 

Sans spécifier le chemin, l’intégrale peut alors s’écrire 

a d 

Si en particulier, nous supposons z 0 fixe, nous pou¬ 

vons dire que cette intégrale est fonction de l’extrémité Z et écrire 



f Z f(*)dz = 
Jz 0 


F(Z). 
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Nous allons voir si cette fonction est une fonction continue 
de Z et si elle admet une dérivée par rapport à Z. 

Si nous donnons à Z un accroissement AZ, le point extrémité se 

déplace de B en B\ Nous devons considérer l’intégrale I , mais 

J àb' 

« 

puisque cette intégrale est indépendante du contour ÀB', nous 

pouvons supposer que ce contour comprenne d’abord le contour ÀB, 
qui était parcouru dans la première intégrale, et ensuite par exemple. 

l’élément de droite BB'. 
d 

L’accroissement de l’intégrale se réduit donc alors à 



Mais, le long de la corde BB' supposée très petite, f(z) étant con¬ 
tinue, on peut écrire 

/(*) = m ■+- RW 

11 ( 2 ) étant, en module, inférieur à une quantité fixe aussi petite 

h 

qu’on le veut. O 11 a alors 

Z f{z)dz = P [/(Z) - 4 - R ]dz = /(Z)AZ 4 - r R (z)dz. 

~ Z J Z J Z 

*1 

Le module de la dernière intégrale est inférieur 5 g |Z'—Z| ^ 
O 11 a donc 

AI = /(Z)AZ -h Ri AZ, | R, | < s. 

<0 

AI tend donc vers zéro avec AZ. U intégrale l est donc 
une fonction continue de Z. De plus 

U = /(Z) Ri. 

Le rapport admet donc une limite bien déterminée /(Z) quand AZ 
tend vers zéro d’une manière quelconque. 

CO 

U intégrale, fonction de Z, admet une dérivée par rapport 

à Z, 

fz = M 

1(Z) est donc une fonction analytique. 
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U intégrale d'une fonction analytique est une fonction analytique, 

d 

Si <f>(Z) est une primitive quelconque de /(Z), elle ne peut 

différer de F(Z) que par une constante. On peut donc poser 



f(z)dz = <P(Z) const. 


Comme pour Z = z 0 , le premier membre s’annule, la constante est 
égale à — 4>(z 0 ) et par suite 

rz 

I f[z)dz — 4>(Z) — *(Z # ). 

JZq 

P 

La formule fondamentale du calcul d'une intégrale connais¬ 
sant une fonction primitive subsiste donc dans le cas d'une fonction 
analytique de variable complexe. 


Intégration par parties. — Supposons que u, v soient deux fonc¬ 
tions holomorphes dans une aire A. On a 

(UVy = uv ' -h vu. 

En intégrant les deux membres de cette égalité le long d’un con¬ 
tour quelconque, on a 


J "z rz pi 

(uv)'dz = I uvdz -4- f vu'dz. 
*Q Z Q J *0 


P z 

Or la première intégrale est égale à (uv) m , Donc 


r , z r* 

I uvdz — (uv) — I vudz, 

Zq *0 «/ Zq 


On voit que Von peut intégrer par parties comme pour les fonctions 
de variable réelle. 

Remarque. — La formule 



f(z)dz = <J>(Z) — 


s’applique même si les fonctions /(z), O(z) sont à déterminations 
multiples. Si l’on choisit une détermination pour f(z) et une déter¬ 
mination pour 4>(z) admettant pour dérivée la détermination choisie 
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pour f(z) y en suivant par continuité 4>(z) lorsque z varie de z Q à Z, 
on aura la valeur du second membre. 

Quand on écrit par exemple 




Z 

*0 


P 

il faut d’abord définir nettement la détermination choisie 
pour z m , z m = é> mlogz # C’est cette meme détermination de log z 
que l’on prendra dans la fonction primitive et que l’on suivra par 
continuité lorsque z varie de z Q à Z. 


Changement de variable. — Soit une intégrale de fonction analy- 



L désignant un contour allant de z 0 à Z. 


Faisons le changement de variable s = <p(w), <p(u) désignant une 
fonction analytique de la nouvelle variable complexe u. Nous sup¬ 
posons que lorsqu’on fait parcourir à la variable u un arc de courbe 
Lj allant u 0 à U, z parcourt l’arc de courbe L. 

Nous allons montrer que 





Nous supposerons <p'(a) continue dans un champ comprenant L*. 

V 

Partons en effet de la définition de l’intégrale qui figure au 

second membre. -Nous devons décomposer l’arc L x par des 

points de division u 0 , u v .. u k , u k+ U et faire la somme 


~/(?M)?'(wa) (***+ i — Ma) 


en prenant pour simplifier u k dans chaque intervalle u k+ i — u k . 
P 

Or on a 


~ *k = <?{u k +1 — <p(u k ) = (U k +t — U k )<p'(u*h) 

puisque la fonction <p est analytique , u' k étant compris entre u k et 

1 - 

Puisque reste finie, chaque différence z k+x — z k tend vers 

zéro avec u k+1 — u k . Dans la définition de la première intégrale, 
comme nous avons le droit de décomposer l’intervalle z 0 Z de 
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manière quelconque à la condition que tous les intervalles tendent 

a 

simultanément vers zéro, nous avons le droit de supposer 

que les valeurs z k , z* +1 dans la première intégrale sont précisément 
celles qui correspondent à u k , u k +i* 

<*1 

La dérivée <ÿ'(u' k ) étant continue, nous savons qu’elle 

l’est uniformément. On peut donc déterminer un intervalle y tel 
que, si | u " — u' | < y t on soit certain que 


l?V) — ?V)I< e 


«. C 

Tous les intervalles | u k+l — u k | devant tendre vers zéro, 
nous pouvons supposer qu’ils sont tous inférieurs à y. Il en sera 
alors a fortiori de même de u' k — u k . On peut alors poser 


y '( u ' k ) — <p'(ua) -+- R k 


avec la condition | R* | < e. La somme 

s /(<pM)?'(w*) (“m > — u k) — (?V*) — R/ c )(uAf i — U a) 

peut donc s’écrire 

2/(**) [(**+1 — **) — Rfc(MA-+t — Wa)]. 

P 

Elle se décompose en deux. La première 
2/(2a) (*a-+i — Za) 


pour limite l’intégrale^ f(z)dz. 


La seconde peut être rendue aussi petite qu’on le veut. 

TC 

Si, en effet, M désigne le maximum du module de f(z) le 
long de L, cette deuxième somme a un module moindre que 


MeS | Ua+i — Uk | 


MeLj 


On a donc en définitive 


I f(z)dz — f f(<?{u))?'(u)du = S, 
J L J L, 


la quantité | S | pouvant être rendue aussi petite qu’on le veut. 
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Mais le premier membre est la différence de deux quantités 
bien déterminées et fixes. Cette différence est donc rigoureusement 
nulle et Ton a bien 

f f{*)dz = f f(v(u))f'(u)du. 

J L J L, 

Dérivation sons le signe I . — Considérons une fonction /(z, oc) de 

«. ' 

deux variables z, oc, holomorphe quand z, et oc se déplacent respec¬ 
tivement dans des champs C et C\ L’intégrale 

f fMd* 

jzo 

prise entre deux extrémités fixes représente une fonction de a 

dans le champ C'. î)ésignons-la par F(a). Nous allons mon¬ 

trer que cest une jonction holomorphe dans ce champ . 


On a en effet 


F(a -4- A*) 


r** 

F( a ) = / l/(* 


■ /(*> «)]<**. 


Par hypothèse, f(z, oc) est holomorphe par rapport à oc dans le 
-domaine C/. En appliquant à la parenthèse sous le signej^, 

le théorème des accroissements finis, on a 

/(z, a -(- Aa) — /(z,*) =. Aa ^ (z, a,) 

oc x étant compris entre oc et oc + A a. 

Mais nous avons vu que la dérivée d’une fonction holomorphe est 
uniformément continue dans le champ. Il existe un intervalle h tel 
que, sous la seule condition | A a | </?, on ait, quels que soient z et a. 


(z, ol -+• Aa) ■ 


(*,«) < e - 


On peut donc poser dans ces conditions 

= ^ M + R - 


et l’on aura | R | < t. 
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On en déduit* 


F(« -4 - A ») - F (a) 

A OC 


*1 




L’intégrale du second membre se décompose en deux : 

[ % («,«)*■ 

«- -o 

La seconde, I Rdz, a un module moindre que eL. Elle tend 

Jz 0 

donc vers zéro avec Aoc. 

a» 

Ainsi la fonction F(a) admet une dérivée 


F(a) = JT * {z,%]dz ' 

•C’est donc une fonction holomorplie dans le champ C'. 

La formule de dérivation par rapport au paramètre a est la même 
que si les variables étaient réelles. 
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I. — INTÉGRALE DE CAUCHY 


Nous allons démontrer une formule extrêmement importante 
due à Cauchy. 

Considérons une fonction /(s) holomorphe dans un champ donné Q. 
Soit un contour fermé C compris dans ü et un point a quelconque. 


Si a est extérieur à C, Tinté 



dz prise le long du contour 


est nulle. 

Si a est intérieur à C, la fonction est holomorphe à l’intérieur 

de C sauf au point a. Isolons a par un petit cercle y de centre a et 
de rayon p suffisamment petit. 

a 

D’après le théorème de Cauchy, on a 


j: 



Ml 

z — a 


dz. 
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Mais la première est bien définie et est indépendante du rayon du 

a 

cercle y. Il doit donc en être de même de la seconde. Voyons 

ce qu’elle devient quand nous prenons p aussi petit que nous le 

a 

voulons. Pour la calculer, on peut poser quand z parcourt y> 

z —a = ?c 10 , /(z) = l(a -+- pe i0 ). 

0 variant de 0 à 2k. La fonction étant continue en a, on peut 
écrire 

f(a -f- pe^) = /(a) 4- K 

et l’on aura | R | <] g pourvu que o soit suffisamment petit. 
D’ailleurs = id c J. 

' Z — oc 

H 

L’intégrale du second membre devient donc 
r2r. r*2r. 

I lf( a ) •+■ R]idO = 2 inf(a) 4- i I RdO. 

J o J o 


Mais la seconde intégrale a un module moindre que 2r.z. 

La différence entre les deux quantités fixes 

f . Â Z L d z e t 2inf[a) 

Jc z — a 

O) 

peut donc être rendue aussi petite qu’on le veut : elle est 

donc rigoureusement nulle et l’on a 


f-M- dz = 2 1 ?:/(a), 

Jc z - a 1 


f(a) = 


\ fil 

2nt J r z — a 

C. 


dz. 


Telle est la formule de Cauchy. Ce résultat est extrêmement re- 

TC 

marquable : L’intégrale du second membre ne fait en effet 

intervenir les valeurs d ela fonction f(z) que seule ment le Ion g de C. La 
d 

formule montre donc que cette détermination suffit pour 

entraîner celle de f(z) en un point quelconque intérieur à C. 

Une fonction non analytique P(.r, y) + y) peut prendre des 
valeurs arbitrairement choisies sur un contour C et également arbi¬ 
traires à l’intérieur de C. 

Si P + iQ désigne une fonction analytique, il suffit de la déterminer 
sur C pour qu elle soit déterminée en tout point intérieur ci C. 
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Dérivées successives. — De plus, l’égalité ci-dessus donne la va¬ 
leur d’une intégrale de fonction analytique dépendant d’un para- 

mètre arbitraire a. Comme dans le cas des fonctions de 

o 

variable réelle, nous pourrons en déduire de nouvelles inté¬ 

grales en dérivant la première par rapport au paramètre a. Puisque 
f(z) est analytique, le premier membre a une dérivée /'(a). D’après 


, la dérivée de l’intégrale 

± f /(») 

2l Vc ( 


par rapport à a est 


On a donc 


rM = èfj 


■ a) 


/(*) 


' a) 


,dz. 


Mais de plus, nous obtenons un résultat très important : 

Le second membre (intégrale) admet des dérivées successives qui 
sont les intégrales des dérivées successives par rapport à a, dérivées 

l 

qui, au facteur f(z) près, sont simplement celles de r -t y 

[z a) 

(O 

Donc la fonction f(a) admet non seulement une dérivée 
première, mais des dérivées de: tout ordre et l’on a les expressions de 
ces dérivées. 


/» 


‘•2 f M dz ... ha) = n! f ... M _ 

2^ J c ( z — «) ;l 2»itJ c (z — a) n + 


rdz. 


Ainsi, à la seule condition qu’une fonction f(z) soit holomorphe 

dans une région, c’est-à-dire qu’elle soit monodrôme, continue et 

d 

admette une dérivée première , elle admettra dans cette ré¬ 

gion des dérivées de tout ordre également holotnorplies. 

C’est là une propriété qui n’existe pas pour les fonctions de 
variable réelle. 


Limites supérieures des dérivées successives. — Pour trouver une 

a 

limite supérieure des dérivées, nous appliquerons l’inégalité 

| I | < ML, M désignant le maximum du module de la fonction 
Àx intégrer le long du contour, L la longueur du contour* 
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Soit M le maximum de | f(z) | le long de C. Désignons par $ 
la plus courte distance du point a à ce contour. 

On aura 

z — a 1" o 


On a donc d’abord 


De même 


|/(a)|<4? L - 


I /”(«) I < 2it ' 8»+' 1,1 


Si, en particulier, le contour C est un cercle de centre o, 

L = 2*R, 8 = R 

| f(a) 1 < M, | /"(«) I « "J • •2«R = ^ t . 

On voit en particulier que le module d’une fonction, au centre 
d’un cercle, est tout au plus égal au maximum du module de la 
fonction sur le cercle. 


Fonctions de plusieurs variables. — Ces résultats s’étendent aux 
fonctions de plusieurs variables. 

Soit, par exemple, une fonction /(z, z’) holomorphe quand les va¬ 
riables z et z' se déplacent respectivement à l’intérieur de deux 
champs C et C'. 

Soient a, a' deux points respectivement à l’intérieur de C et (/. 

X 

On peut écrire successivement 


/(a, a) = /(*. 
Mais d’autre part 




/(., »■) - ni, = j*, f f'-y, 

C* 


En substituant, on a donc 


je.*— a Jd * - « 
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Comme évidemment, on peut intervertir le rôle des va¬ 

riables z et z\ on peut écrire 


f(a, a) 


_1 

(2ntj 


-XX 


/(*.*') 


(z — a) (z — a) 


T\ dzdz'. 


étant bien entendu que le symbole qui figure au second membre 

représente deux intégrations successives par rapport à z et à z'. 

a 

Comme dans le cas d’une variable, on déduit par dériva¬ 

tion sous le signe J , et toujours en passant par la décomposition en 

deux intégrales successives, les valeurs des dérivées successives (qui 
existent nécessairement) de la fonction {(a, a'). On trouve ainsi 

<v*+»7(q, ri) n ! ri ! Ç Ç _ f(z, z') ; / , 

ba n da n ' (2hŸ J c J c ' ( z — a) n ^ x \z — a')”' +l 

«i 

Enfin, désignons par M le maximum de | /(z, z') | quand 

les variables z et z' parcourent respectivement C, et C' et soient 5, 8' 


les plus courtes distances de a et de a' aux contours C, C\ 
aura 

Un„'l< 


On 


’4it* 

Si C et C' sont des cercles de centre a' et a, de rayon R' et II 


Ibm' I < n ! ri ! X 


M 

R"R' n '* 


II. — RETOUR SUR LES SÉRIES DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
COMPLEXE — INTÉGRATION — DÉRIVATION 


Nous pouvons maintenant revenir avec précision sur les séries 
de fonction d’une variable complexe, leur intégration, leur déri¬ 
vation. 

Nous supposerons une série de fonctions holoinorphes d’une va¬ 
riable z 

S(z) = Ui(z) -H Wi(z) -+-•••-+- Wn( z ) H“ ’ * * 

Nous avons dit que cette série est uniformément convergente dans 
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J 2 

un champ de variation de z, si, au nombre e choisi arbitrai¬ 

rement, on peut faire correspondre un entier v, tel que, si » ^ v, 
on ait 

| S(*) — S n (z) | < 6 

ee nombre v étant indépendant de la valeur de z dans le champ, 

*2 

Théorème. — Si les termes d'une série uniformément con - 

vergente sont continus , la somme de la série est aussi une fonction 

continue de z dans le champ. 

5 

La démonstration faite dans le cas d’une variable réelle 
subsiste intégralement. 

Série des intégrales. — Théorème. — Si on intègre le long 
d'une ligne L chacun des ternies d'une série uniformément convergente 
dans un champ , la série des intégrales est convergente et a pour valeur 
l'intégrale de la série S (s) le long de L. 

On peut en effet écrire 

S (z) = S n(z) R n(z) 

*1 

et pour n v, on a, quelque soit z, | Rn(z) | <C e. 

La fonction S (z), étant continue, peut être intégrée le long d’une 
ligne L dans le champ. 

Cri aura 


I S (z)dz = I U\dz -h I u,dz 
J L J L J L 



le nombre de termes du second membre étant limité. 

Désignons par la somme des n premières intégrales. On peut 
écrire 




R n (z)dz. 


P 

Or cette dernière intégrale a un module moindre que sL 

lu 

et peut donc être rendue aussi petite qu’on le veut. J/égalité 

exprime donc que la somme ~n des n premiers termes de la série 


des intégrales tend vers 



w 


La série des intégrales est 


donc bien convergente et a pour valeur 
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Théorème. — Si les termes d'une série S (z) sont des fonctions 
holornorphes dans une aire S et sur le contour , 8i la Série converge 
uniformément sur le contour C, elle est uniformément convergente à 
Vintérieur de S et il en est de même pour la série formée par les dérivées 
d'un même ordre quelconque . 

Soit en effet a un point quelconque à l'intérieur de S. Entourons 
a d’une courbe c entièrement intérieure à C et n’ayant aucun point 
commun avec C. Soit 3 la plus courte distance des courbes C et c. 

Puisque S(z) est uniformément convergente sur le contour , on 
peut déterminer n assez grand pour que | R n (z) | < s quel que soit 

le point 2 , sur ce contour. On a 

(1) S(z) — S„(z) -h R,(*). 

a 

Divisons les deux membres de cette égalité par (2 — a) et 

h 

intégrons le long de C. On aura 


X 



u 1 ~f ~ iii -4- ♦ » 
z — a 


Un 


dz 



Mais les termes de la deuxième intégrale forment 
2irc[u\(a) -h Ut(a) -4- • • • -h w„(o)]. 


D’ailleurs l’intégrale du deuxième membre a un module moindre 
que y et peut être rendue aussi petite qu’on le veut, quel que soit a. 


d 

La valeur de n étant d’ailleurs fixe, quel que soit a, on en 

déduit que la série u x {a) + u a (a) • • • + u n(u) + • • • est uniformément 
convergente et a pour somme 


S fM-d, 

De plus la formule de Cauchy est applicable. 


Série des dérivées. — Pour introduire la série des dérivées d’un 

fit, V 

ordre quelconque, divisons les deux membres de (1) par 

(z — «)*+* et intégrons le long çle C. 

*1 


( 3 ) 


L 


S(») 


■a)*+ l 


dz 


-X 


u i -t- Ua -h • 


V* 


a)*+* 


1 dz 


-X 


R«(») 

! — a)*“& 


dz . 
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Les termes de la seconde intégrale sont respectivement égaux à 
2m k i \ 2 vk \ 2m k f„\ 

»*(«)» jT u *( a ï> ' * * * ! »( ) 


et ont pour somme 

—y [uî(a) ■+* n*(a) -f- * • • ■+* u n (a)]. 

P 

L’intégrale du second membre a un module moindre que 

et peut être rendue aussi petite qu’on le veut, quel que soit a . 

U) 

n étant fixé l’égalité (3) exprime donc que la série des dérivées 
d’ordre k 

u k (a) -4- u k t (a) - f- • • • -H u^(a) -f- • ♦ • 

k\ C S(i) , 

est uniformément convergente et a pour somme 2mJ \z _ a) k +' dz 

La formule de Cauchy est encore applicable aux dérivées successives 
d’une fonction représentée par une série. 

En particulier, la série des dérivées du premier ordre est unifor¬ 
mément convergente et a pour somme 

Si(rt) — ■}. - 

2mJ c (z —a) 2 

Le théorème suivant montre enfin que ces séries de dérivées 
représentent les déiivées successives de la fonction. 

Théorème. — Si la série de fondions holomorphes est uniformément 
convergente sur le contour C, la fonction S (z) est aussi holomorphe à 

Vintérieur de C et sa dérivée en un point a quelconque est 

égale à la série des dérivées en ce point (qui est nécessairement conver¬ 
gente diaprés le théorème précédent). 

La série des dérivées d'ordre k représente la dérivée d'ordre 

k de la fonction S (s)., 
a, 

En effet, comme ci-dessus, on peut écrire 


rm. dz= f» 

I„z~a 


i -4- U 2 -f- • • • -h U n 


4 - f —5- dz. 
J c 2 - n 


Dérivons les deux membres par rapport à a. On aura 


<4) £ f dz = f “■! + dz + 

W DaJ c 2 -a Je (z a) 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


: (z — a)' 
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J 1 ,os termes de la seconde intégrale sont respectivement 

égaux h 

2inui(a)j. 2mi/ffl), 2ircu n f (a). 

i 

La série des dérivées étant uniformément convergente, on 
peut déterminer n de manière que 

2 n | Ui'(a) -t- uz(a ) -t -1- u n \a ) — S i(a) | < 

D’autre part, la dernière intégrale peut être également rendue 
e 

moindre que ^ De l’égalité (4), on déduit donc 


1) 

Do 


f sw 

J,i-« 


dz — 2irSi(o) 


< £ 


c’est-à-dire 


2nr jj— S(a) — 2ntSj(a) 


< 8. 


Le premier membre étant une différence entre deux quan¬ 
tités fixes, cette différence est donc rigoureusement nulle et on a 
bien 

s *(“)=IL ^ a) - 


La fonction S(z) est donc bien llolomorphe. 

La série des dérivées premières est la dérivée delà fonction S (s). 

1 

De proclio en proche et sans nouvelle démonstration, la 
série des dérivées d’un ordre quelconque A, représente la dérivée 
d’ordre A de la fonction S(z). 

Nous avons ainsi étendu aux séries de fonctions de variable 
complexe, les théorèmes sur ta continuité, l’intégration, et la déri¬ 
vation des séries île fonctions. 

Mettons eu relief le fait extrêmement important : il a suffi qu’une 
certaine propriété ait lieu sur le contour (convergence sur ce contour) 
pour qu’elle ait lieu à l’intérieur du contour. 


m. — FORMULE ET SÉRIE DE TAYLOR 


Soit une fonction f(z) holomorphe à l’intérieur d’un cercle C de 
centre a et sur ce cercle. Prenons un point B à l’intérieur dh cercle, 
d’affixe a + t. 
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La fonction ----- est holomorphe à l’intérieur d’une couronne 

comprise entre C et un cercle / de centre (a + t) de rayon aussi petit 
qu’on le veut. 

On a, en appliquant la formule de Cauchy 

/(. + «) = £ f-ifeL-* * f — M— dz. 

' v z — a — t J c z — a — t 

Remarquons que, lorsque z parcourt le cercle C on a 


I z - « I - ru i A * 

On peut donc écrire 

JL_ = 1 1 

z — a — t z — a ^ _ t 

z — a 


et développer ( J. 


en série convergente suivant les 
On peut écrire identiquement, 


puissances croissantes de z ~_ a ‘ On peut écrire idei 
quel que soit z, 

1 = (1 — J(1. + 


1 >onc, pour r 


l » t u ‘+' 1 

(z — a) n (z — a) n \z t — a — t) 


ou enfin 


z — a — t z — a (z — a)' 1 




en posant 


(z — a) n ^ l (z — a — t) 


En substituant dans l’intégrale, elle se décompose donc en 
une somme d’intégrales. On aura 

2ir if (a ~h t) = f dz t j t—-—t ^ dz -h • • • 

Je* —« JcA z — «)“ 

+ r £ ÎT-%Ti +i R ■(«)/(«)*. 
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P 

Mais 

f ~~ dz = 2!*;/(<*) 

J c 2 — ° 

et de môme 

*?(*) = kl f'pMyxi** 

CO 

On a donc 

/(a ~h 0 = /(a) -H y /V) + * * * •+" ~ \ / n ( a ) 2ïu £ B„/(z)dz. 

La dernière intégrale est 

T — A f * H+< _M_ dz 

2tu J c (z — a) n+1 z — a — t 


Cette formule porte le nom de « formule de Tavîor ». 
Si l’on pose a + t — z 


/(*)=/(«) (2 — a)f(a) H- 


A_— a ) n in 


m 


à JW 


On peut avoir une limite supérieure de la dernière intégrale. 

a, ^ 

Désignons par M le maximum de | f(z) | le long de C et 
remarquons que 


B, 


_1._ <_ 

z — a-t ^ H 


■\t\ 


Ou aura 


p,d 


T ^ M I r+ ! | v 0 n 
7,11 < 2* H»+'(R — \t\) X *' 1tW 


MR 

n—iTi 


Si donc l’on suppose que t est infiniment petit, on voit 
que la différence infiniment petite f(a + t) — f(a) est développée 

. f MB 

suivant les puissances successives entières de t. Le facteur py-^iyjrj 

étant borne, est un infiniment petit d’ordre n + L 

En négligeant un infiniment petit d’ordre n + 1, on peut écrire 


/(a + i) — /(a) + ( fia) 


K\ Z»' 


P> J i 


C’est la formule obtenue dans le cas des variables réelles. 
Mais dans le cas actuel, on est assuré que la fonction f(a) admet des 
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dérivées partielles de tout ordre, On peut prolonger indéfini¬ 
ment le développement ; le terme complémentaire I n+ i tend vers 
zéro quand n augmente indéfiniment. Si donc Ton désigne par S» 

\ ... * 1 ’* 
la somme des n premiers termes de la série ainsi formée, 

la différence f(a + 0 — Sn tendant vers zéro lorsque n augmente 

indéfiniment, on voit que la série 

f ( a ) H- j/'(«0 *+* * * * + f n i a ) -+-••* 

est donc toujours certainement convergente et a pour valeur/(a 
Cette série porte le nom de série de Taylor. 

Si a = 0, on a la formule de Mac-Laurin. 

m = /(O) + { /'(O) + ••• + £/»( o) +... 

Le développement est valable à l’intérieur de tout cercle C de 

centre a, à la seule condition que f(z) y soit holomorphe. Donc en 
a 

général, on pourra prendre un cercle de centre a allant jus¬ 

qu’au point critique le plus voisin. Il est bien certain que le déve¬ 
loppement ne peut plus être valable pour un point au delà du 

TC 

cercle, car une série entière convergente pour un point quel¬ 

conque à une distance R est convergente pour tout point du cercle 
de rayon R, donc holomorphe, et en particulier devrait être conver¬ 
gente au point critique. 

On appelle « fonction entière » une fonction holomorphe à l’inté- 

d 

rieur d’un cercle aussi grand qu’on le veut. Le développement 

ci-dessus est donc valable quel que soit le point a + t dans le plan. 

/(a + < )=2 h Stn fj7-^ dz - 

Théorème de Liouville. — Une fonction entière dont le module 
reste inférieur à un nombre fixe M dans tout le plan se réduit à une 
constante . 

Appliquons la formule de Taylor en nous arrêtant au deuxième 

terme. On aura 

l(a + <) - /(.) + 
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Nous pourrons prendre pour L un cercle de centre a de 
rayon aussi f grand qu’on le veut. 

Supposons que f(z) puisse rester bornée dans tout le plan. En 

:9 i 

désignant par M le maximum du module de f(z), le module 

du deuxième terme sera moindre que 


1 


M 


X 2ltR : 


M , 


Ul 


2H —- | t \ R ~ Il — l « r 

On peut prendre R assez grand pour que ce terme soit moindre 

lx) 

que toute quantité donnée. La différence ./(a +0 — /(a), 

entre deux quantités fixes, pouvant être rendue aussi petite qu’on 
le veut, est rigour eus ement nulle , et 

f( a d~'0 = f{a). 

Plus généralement, supj)Osons que mod. reste inférieur dans 

tout le plan à un nombre fixe M. Nous allons montrer que 

la fonction se réduit éi un polynôme de degré n. 

Appliquons en effet la formule de Mac Laurin jusqu’au 
terme de degré tî, en intégrant le long d’un cercle de centre origine. 

Le terme complémentaire sera 


u _ i rt*+ i Hz) , 
2 ÎTT J r Z »+>' 2 — 


Puisque 


/w 


<C M, on aura sur le cercle | f(z ) | <[ MR W ; le 


module de l’intégrale sera moindre que 


ülLL JmjL x 2 *r = <“+* H 


2it | R"+' | R — 111 " • R — 111 

Le terme pourra être rendu moindre-que £ en prenant R suffisam- 

to 

ment grand. La différence entre les deux quantités fixes 


m et m + \m- 


t n 

1 / V-/ ' " + „ ! 

est donc rigoureusement nulle et par suite 


m - 


m = /(O) + \ /-(O) 


t n 


JLa fonction f(z) se réduit donc bien à un polynôme de degré n . 
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Remarque. — En appliquant la série de Mac-Laurin, on a,par 
exemple 

/(*) = m + \ /'(O) -t.+ fi / n (0) -+-••• 

la série entière du second membre étant convergente dans un 
cercle de centre origine de rayon R. 

Inversement, supposons que pour tout point d’un certain cercle, 
j[z] puisse être représentée par une série entière admettant un rayon 

^ , • 
de convergence R. Nous allons montrer que cette serre se 

confond avec la série de Mac Laurin. 

ff i 

En effet, cette série est absolument et uniformément 

convergente pour les valeurs 

' I J5 I < P < R 

ainsi que toutes les séries dérivées, ( es dernières représentent les 
dérivées de la fonction f(z). Soit le développement 

/(z) = a 0 -h ci\Z -^r a& -H • * • -+* a n z n -+-•*• 
a 

En.faisant z = 0 on a d’abord u 0 — ,/(^)* 

Dérivons n fois les deux membres de l’égalité et faisons encore 
o 

2 = 0. La série du second membre 

. . (n-f-1)! 

n ! a„ —h ■ -ÿ" a n+ i z ' * 

se réduira à n ! an. 

On a donc 

f*(0) n ! Un d’où a n = * 

p 

On retrouve les coefficients du développement de Mac Lau¬ 
to ... 

rin. La fonction /(z) n’est donc développable en série entière 

que d’une seule manière . 

Fonctions de plusieurs variables. — Si Ton a une fonction holo- 
morphe f{z, :z # )«devdeux .variables, considérons, deux .cercles C, C ; de 
centre a, a 1 et soient deux points a + t, a' + t 1 à 1 intérieur de ces 
cercles. 

V*i 

»Pour avoirde développement ode ;/(« +‘L a' +it l ), 


comme 
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dans le cas des variables réelles, nous considérerons la fonction 
auxiliaire 

F(0) = f(a 4- 0£, a 4- 0 1') 

0 étant une variable complexe assujettie à se déplacer dans le 
cercle de centre origine de rayon un. 

P 

Dans ces conditions, les points a + Bt, a' + Bt' seront certai¬ 

nement h l’intérieur des cercles C, C' si les points a + £, a’ + t‘ le 
sont eux-mêmes. 

h ... 

Appliquons la formule de Mac Laurin et faisons 0 = 1. 

On aura 

F(l) = F(0) + J F'(0) + • • • + A F"(0) + ••• 

P 

Mais la fonction composée F(0) admet des dérivées de tout 
H 

ordre par rapport à 0. Elles sont données par la formule 

générale symbolique 


F " (8)= 0 ^ + ù) K a +et ’ a ' +ot,) - 

Pour B = 0, les dérivées qui figurent dans le développement sym¬ 
bolique doivent être prises aux points a, a '. 

«1 

D’ailleurs 

F(0) = /(a, a') F(l) = /(a +(,a' + i!). 

on a donc 


f(a 4- 1, a' 4- 0 — f(a , a!) 4- j ™ 4- t’ f(a, a 1 ) -+-••• 

■+• A (t ~ -+- *' A)'"’/(a, a) -t- • • • 

n ! \ da da } /v ’ ' 

C’est la même formule que dans le cas des variables réelles. 


IV. — CONSÉQUENCES DE LA FORMULE DE TAYLOR 
CALCUL DE LA FONCTION DE PROCHE EN PROCHE 


Prolongement. — Considérons une région C où f(z) soit holo- 
morphe. Proposons-nous de calculer les valeurs successives de f(z) 
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le long d’une ligne L comprise dans C. Soit a un point de cette ligne. 

o 

Si Fort connaît toutes les dérivées en n, la formule de 

Taylor 

/(*) ^ f ( a ) + ( z — *)f(a ) H- 

permettra de calculer /(z) en tous les points d’un cercle y de centre a 

et complètement intérieur à C. Ce cercle y coupe L en un point a x . 
a 

Soit sur L un point a x , intérieur à y et aussi voisin qu’on le 
veut de a\. Nous pourrons calculer /(%). Les séries dérivées per- 

c i 

mettront de calculer /'(%), /"(%}... Le développement de 

Taylor relatif au point a x 

/(*) '== /(a 1 ) ( 2 — ai)/ 1 («i) “+•••• 

o 

permettra à son tour de calculer /(z) en tous les points d’un 

^1 

nouveau cercle y l5 de cercle a x intérieur à C. Si nous prenons 

sur L un point a 2 intérieur à y x et aussi voisin qu’on le veut de y v 
nous pourrons calculer f(a 2 ) et les valeurs des dérivées en ce point... 

P 

Tous ces cercles successifs ayant un rayon fini, au moins 

o 

égal à la plus courte distance des points de L à C, nous 

pourrons ainsi certainement arriver à un point final b sur L et 
o 

y calculer f(b) et toutes les dérivées en ce point. 

Rappelons qu'il a suffi pour cela de connaître f(a) et toutes les 
dérivées au point a. 

Remarque. — Si en un point a, toutes les dérivées sont nulles, 
d 

on en déduira f(a x ) = f(a). Toutes les séries dérivées donne¬ 
ront de meme 

A«.) = /'(«) - 0, />t) = /» = 0, etc. 

Donc au point a 2 

/(as) = /(ai) = f{a), /‘(o») = 0, etc. 

O) 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsqu'une fonction est holomorphe dans une ré¬ 
gion C, si en un seul point particulier a, toutes les dérivées de la 
fonction sont nulles , la fonction est constante dans la région. 

Théorème. — Dans toute région où une fonction f[z) est holo - 
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morphe, les points pour lesquels èlle prend une valeur donnée sont 
isolés. 

Soit en effet a un point pour lequel la fonction prend la valeur 
/(a), et soit s un point compris dans le cercle de convergence de la 

série de Taylor relative au point a. 
a 

Ou aura 

/(*) = /(a) + *-=“/» +•••+• fta) + ■■■. 

11 est possible qu’un certain nombre de dérivées soient milles en a . 
Si toutes,les dérivées étaient nulles, la fonction serait constante 
dans Faire, ce que nous ne supposons pas. Désignons par f n (a) 
la première dérivée qui ne soit pas nulle. 

°i 

On aura alors 


/(*) - /(«) = - 7 tT - [/'■(«) + 1-—J /"+*(«) -H • • • ]• 

*1 

La parenthèse représente une série convergente. On peut 

choisir (z — a) suffisamment petit pour que l’ensemble des termes à 
partir du second soit aussi petit en module qu’on le veut. Comme f n (ci) 

est différent de zéro, pour tous les points d’un cercle suffisamment 
d 

petit, on aura donc certainement 

/(*) — /(«) ** 0. 

CO 

En aucun autre point de ce cercle, la fonction ne reprend 
donc la valeur f(a). 

Zéros. — En particulier si f(a) ----- 0, a est un zéro de /(z). 

Si l’on a de plus 

f'(a) = 0 , /"(«) = 0 • • - , /-“*(«) - 0 , f^la) 0 , 

c’est-à-dire si la première dérivée qui ne s’annule pas est d’ordre 
on dit que a est un zéro d’ordre n de la fonction. 

i P 

Dans ce cas, le développement de la série de Taylor com¬ 

mence à un terme de degré n en (z — a). 

Coroll aire I.— Si la fonction est holomorphe, les:zéros de la fonc¬ 
tion sont isolés, et par conséquent nécessairement en nombre dimité 
dans C. 
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Corollaire II. —- Si la jonction holomorphe dam une aire , 
garde une valeur constante le long d'un petit arc ab , si petit soit-il, 
la 'fonction a une valeur constante dans l'aire tout entière . 

En effet, il faut nécessairement que toutes les dérivées soient 
nulles en a. Donc d’après le premier théorème, la fonction a une 
valeur constante dans toute l’aire. 

Pôles. — Nous avons vu que, si un point a est un zéro d’ordre n 
a i 

de /(z), on peut écrire 

/(*) = (« - «)»[Ç f + (T^iyi / ,,+ » -t- ...] = (* - «)-*(*)• 

Comme j 1l (a) ;zf 0, <f(z) ne s’annule pas au point a. 

a i 

Nous avons appelé « pôle » un point pour lequel j(z) 

devient infinie, mais pour lequel l’inverse de la fonction 



est holomorphe aux environs de ce point. 

La fonction *p(z) s’annule donc en ce point. Soit b un tel point. 
a » °i 

Si b est un zéro d’ordre n de cp(s), pour tout point d’un cer¬ 
tain cercle C de centre b , on pourra écrire 

ç(z) = (*— b)”<f ,(z) 

».(*) = + + •••• 

la fonction (p t (z) étant holomorphe au point b et ne s’y annulant 
1 P 

pas ; - ^ est donc également holomorphe aux environs de 6, 

O 

et pour tout point d’un certain cercle C'de centre b, on aura 

un développement de la forme 

j 

ç>7 Ji) ~ -+~ a x (z — b) -\ - (n 0 'pf 0). 

(JÜ 

Donc aux environs du pôle b et pour tout point du cercle C', 
on peut écrire 

11 1 1 

/(z) = —7—î 7- 7 v M X 7 \ === / /TT. [f*o H- tfj(Z — b) -f- * * *] 

,v <f(*) (*— 6 ) ?i(*) {z—b) nL0 n J 

= (., _ fc)« + ~ z _ £)»-< H -0» + «nfl(ï- b) 
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On dit que le point z = b est un pôle d’ordre n de la fonction. 

On dit qu’une fonction est « méromorphe » dans une aire donnée, 
si elle n’admet dans cette aire d’autres sîngularités que des pôles. Ces 
pôles correspondent aux zéros de la fonction <p(z). Ils sont donc 

ü) 

isolés. On voit donc que les pôles d’une fonction méromorphe 

sont nécessairement isolés. 

R 

Ordre d’une fonction méromorphe. — Si un point a est 

un point ordinaire d’une fonction méromorphe /(z), c’est-à-dire n’est 
ni pôle, ni zéro, on peut écrire pour tout point d’un cercle C de 
centre a 

f(z ) = a 0 -t- a,(z — &)-+-••• 

$1 *1 

Si a est un zéro d’ordre n, on a, aux environs de a, un 

développement de la forme 

/(z) = (z — «)"[«(, -+- «j(z — a) 

«:i 

Enfin si a est un pôle d’ordre n, 

f(z) = (z — a)-"[ao H- a L (z — a) 4-]. 

P 

On peut donc écrire d’une façon générale 
f(z) = (z — a)”?(z ) 

n étant un entier positif, nul ou négatif. Ce nombre n s’appelle « ordre » 
de la fonction au point considéré. 

L’ordre d’un produit de fonctions est évidemment égal, en cha¬ 
cun de ces points, à la somme des ordres des facteurs. 

L’ordre de f'(z) en chaque zéro ou pâle est égal à (n — 1) (sin ;zf 0). 

On a en effet 

f(z) = (z — a)"“ l [n*(z) H- (z — «•)?'(*)]. 

Or, la parenthèse ne s’annule pas pour z = a car <p(a) 0. 

Si n = 0, on ne peut rien dire sur l’ordre de /'(z). 

L’ordre d’une fonction méromorphe dans une aire est égale à 
la somme des ordres de la fonction pour tous les points (zéros ou 
pôles) de cette aire. C’est un nombre fini. 

Expression analytique des fonctions méromorphes dans une aire 
donnée. — Soit /(z) une fonction méromorphe dans une aire, admet* 



INTÉGRALE DE CAUCHY 


FORMULE DE TAYLOR 


93 


tant pour zéros les points a x ,a 2 ,... ân d’ordre respectif <x x ,<x 2 ,... ocn et 
les pôles b x , b 2 ,... bp d’ordre fa, fa,... fa. 

Il est aisé de construire une fonction particulière cp(z) admettant 

«, (p 

-ces zéros et ces pôles avec ces ordres de multiplicité. Il 

suffit de prendre 


rnM _ (z—-a,) Xl (z —a 2 ) a ‘ ••• (z— dn) 7 * 

■ {i) - '~(, -W ' 


a 

Cherchons alors l’expression générale des fonctions f(z). 
$ t . f ( z ) P 

Si nous considérons la fonction g(z) — , elle 

n’aura visiblement plus dans l’aire donnée ni zéro ni pôle. C’est 
donc une fonction holomorphe. Mais pour exprimer qu’elle n’a pas 
de zéro nous prendrons son logarithme qui sera également une 

(O 


fonction holomorphe dans l’aire. On peut donc poser 


log tM 
h ?(*) 


h(z), 


h(z) étant une fonction holomorphe, et par suite 


/(z) == <p(z)e ,, < ! >. 


Telle est l’expression générale des fonctions /(s). 


Deuxième forme. —- On peut donner une autre forme très utile 
des fonctions f(z) admettant des pôles donnés, b x , b 2 ... b v . 

P 

Aux environs du point b x , par exemple, on peut poser 

/(z) = (z — i,)“ P 7i(*)» 

a 

f x (z) étant holomorphe aux environs de b x (ou dans le do¬ 

maine de bx). On peut donc, dans ce domaine, la développer suivant 
les puissances positives entières croissantes de (z — b x ) sous la forme 


/i(z) = Oo -t- a,(a — b,) H- 1 H- (z — b,) ‘ 3 ‘g,(z). 

4 

avec la condition a 0 0, g x (z) étant holomorphe. De sorte 
que l’on met /(z) sous la forme 


/(*) = 


a 0 


(z — b x ) 


(* - 



+ giW- 
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La partie rationnelle 

r. -s_ fl -Q—^ h_-4_ °lhzrl. _ 

(*— *i)* (g—Ml-i 

s’appelle la fonction caractéristique de f(j&) relative au point 

On peut ainsi déterminer les parties caractéristiques 
Rj, R 2 ,... R? relatives à tous les pôles b v b 2 ... bp. Supposons les donner; 
considérons leur somme. 

9(2) = R i 4- R 2 4- • • * 4~ llp. 

ot, v 

et formons la différence 

t(z) - ?(*) = F(z). 

«1 

La fonction 9 ( 2 ) admet pour pôles les points 6 1? b 2 ... bp 

O 

Si nous cherchons le développement de F(s) autour du point b v 
aux environs de ce pôle on peut écrire 

F(z) = j( z ) — <p(z) = IL 4- gi(z) — [R, -4- R2 4-4- RJ 

= gi(z) — [Rs 4“ R3 4- • • • 4- Rp]. 

(O 

La différence F(z) est donc holornorphc aux environs de 
b v domine il en est de môme pour tous les points b, 011 voit que cette 
différence est holornorphc dans toute Taire. On peut donc écrire 

/(*) = R, -+- KH-4- R p 4- F(2) 

F(z) étant une fonction holornorphc dans Taire, (qui peut d'ailleurs 
être quelconque). 

Somme des ordres d'une fonction méromorphe. — Donnons-nous 
une fonction méromorphe dans une aire limitée par un contour 
fermé C. Supposons que le point m image de 2 décrive C dans le sens 

direct. Le point M, image de /(z), décrira également un contour 

t: 

fermé, puisque, quand 2 revient à son point de départ, là 

fonction, étant uniforme, reprend la meme valeur. Le module de 

P 

l(z) reprend donc la meme valeur mais l’argument pourra 

avoir varié de 211 rr (II entier). 

Théorème. — Lorsque 2 décrit une seule fois un contour G, Ici va¬ 
riation totale (Vargument de la fonction méromorphe f(z) est égale à 
2 Ht:, 11 étant la somme des ordres de la fonction dan® Vaire. 
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Nous supposons que C no passe par aucun pôle, ni zéro de f(z). 
d 

Le point image M restera alors à distance finie et la courbe 
qu’il décrira ne passera pas par l’origine (il y aurait dans ce cas 
variation brusque de l’argument, de rr). 

Remarquons d’abord que si M décrit un même chemin dans deux 
P' 

sens opposés, la variation correspondante de l’argument 

sera nulle puisque le point image repasse lui-même par les mêmes 
positions. 

Si donc on décompose l’aire en doux aires partielles par une trans¬ 
versale, la variation de l’argument correspondant au contour total 
d 

sera égale à la somme des variations correspondant aux contours 
partiels. Le résultat s’étend visiblement à un nombre fini d’aires 
partielles. 

Si C ne contient aucun zéro ni pôle, H est nul. En effet, pour 

tous les points à l’intérieur de E, | f(z) | restant supérieur à un nombre 
d 

déterminé A, le point image restera à l’extérieur d’un cercle 

de rayon À* Or. on peut décomposer Taire par des parallèles aux axes 
en un nombre fini de carrés suffisamment petits pour que l’image 

M décrive un contour fermé aussi petit qu’on le veut. 
d 

Tous les points devant rester à l’extérieur du cercle A, 
cette courbe fermée ne pourra contenir l’origine. 

Quand z décrit un de ces petits carrés, la variation de 
l’argument, de f(z) est donc nulle. Le 
nombre de carrés étant fini, la variation 
totale de arg. f(z) sera donc aussi nulle 
quand z décrira C. 

Prenons maintenant la fonction 
(z — a) n , a étant à l’intérieur de C, 
n étant positif ou négatif. Entourons a 
d’un cercle y entièrement intérieur à 
La fonction n’aura aucun zéro entre C 
et y. 

a i 

Si donc nous les réunissons par une 
d 

double corde, la variation totale d’argument quand z décrit 

? 

le contour total, dans le sens des flèches sera nulle. Or, la va- 


C 
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riation d’argument, quand z décrit la double corde, étant nulle, 

tu 

on voit que la variation d’argument quand z décrit C est égale 
à la variation d’argument 2H7T pour le contour y, les deux contours 
étant cette fois parcourus dans le même sens. 


Mais il est alors facile de calculer H. 


En posant 


z — a — re 


(z — a) n = rV* 9 

Quand 0 croit de 2 tt, l’argument de (z — a) n croît de 

tu 

2m:. Donc II == n . 

$ 

Enfin, prenons une fonction mérornorplic dans C. Nous 

avons vu, qu’en introduisant la fonction 

' .3: ' ' » 

(z — fe,) pl * ’ *■ 

a i 

on pouvait poser f(z) = y(z)e h ^ z \ e h ^ n’ayant ni pôle 

P 

ni zéro dans C. La variation de l’argument de f(z) sera 

égale à la somme des variations des arguments des facteurs de cp. 
La variation d’argument de chacun de ces facteurs étant 2^7:... ou 

o) 

— 2/3^..., on voit que la variation totale de l’argument de 

f(z) sera donc bien 2 Iïtt. avec 

Il = 0f t -4- 3 j -+-•••-+- «„ — (^i -f- ^2 "H • • • H” Pp») 

Le théorème est donc démontré. 


Fonction entière. — On dit qu’une fonction est «entière» loi^squ’elle 
est holomorphe dans un cercle de rayon R aussi grand qu’on le veut. 

P 

Pour étudier une fonction à l’infini, nous savons que nous 

devons faire la transformation z = et étudier la fonction g(Ç) = f(^ 

à l’origine. Si l’origine est une singularité de la fonction g(Ç), 
nous dirons que l’infini est la même singularité pour la fonction /(z). 


Si l’origine est un pôle d’ordre p de g(Ç) 


on peut poser 




a l , , a p-l 

_ 4- • • • + - r 
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H 

<p(Ç) étant holomorphe aux environs de l’origine. En reve¬ 

nant à la variable z , on voit donc que, pour de grandes valeurs de 
[ z | , on peut poser 

f(z) = a^z» 4- ~h • • • 4- a p _,z 4- ^(z) 

^(z) restant fini pour z infini. On dit alors que l’infini est un « pôle » 
d’ordre p de f(z). 

Si la fonction est entière, elle ne peut admettre le point à l’infini 
comme point ordinaire. Car dans un certain cercle de rayon p suffi- 
*1 

samment petit, la fonction g(Ç) conserverait un module fini. 

U) 

Donc f(z) aurait un module fini à l’extérieur d’un cercle de 
1 

rayon -, Comme d’autre part, la fonction « entière » est finie pour 
d 

toute valeur fi nié de z, f(z) aurait alors un module fini pour 

u >, *i 

toute valeur de z. D’après le théorème de Liouville, elle 

se réduirait donc à une constante. 

Si le point à l’infini est un pôle d’ordre p pour la fonction supposée 

entière /(z), on peut poser pour | z | > R 

f{z) — a {l z p 4- a { z v1 -I-(- z 4- <K z) 

<|>(z) restant fini. Mais alors la différence 

/(z) — (a Q z p 4- aiz p ~ l 4- • • • ) 

p . ' on 

restant d’autre part finie, pour toute valeur finie de z, 

d’après le théorème de Liouville cette différence se réduit à une 
constante ctp. 

On a donc, dans ce cas, 

/(z) = a 0 z p 4- a x z p i -4- • • • 4- a,__,z 4~ a v . 

«t> 

Donc : si Vinfini est un pôle d'ordre p pour la fonction entière 
/(z), elle se réduit nécessairement à un polynôme de degré p. 

Fonction fractionnaire. — On dit qu’une fonction est fractionnaire , 
lorsqu’elle est méromorphe dans un cercle de rayon aussi grand 
qu’on le veut. 

Théorème. — Toute fonction fractionnaire qui admet Vinfini 
comme pôle ou comme point ordinaire , se réduit à une fraction ra¬ 
tionnelle. » 


Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


7 
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<J8 

Si l’infini est un pôle ou un point ordinaire de f(z), 

l’origine est un pôle ou un point ordinaire de g(Ç) = P eut 

donc tracer un cercle de rayon p suffisamment petit ne contenant 

d 

aucun autre pôle de g(Ç). La fonction f(z) n’admettra donc 

1 

aucun pôle à l’extérieur du cercle de rayon R = Or à l’intérieur 

H 

du cercle, la fonction est méromorphe. Elle n’a donc à l’inté¬ 

rieur qu’un nombre limité de pôles. 

i 

Soient R 1; U 2 ... H* toutes les fonctions caractéristiques 
relatives à ces pôles. La différence 

. /( z ) — [Ri Rj -+-••• -+* R/.] 

P 

est holomorphe dans le cercle. Eli dehors de ce cercle, elle 

(Tl, (»> 

n’admet qu’un pôle au plus. C’est donc une fonction 

« entière » qui se réduit soit à une constante, soit à un polynôme P. 
<0 

On peut donc poser 

f{z) = R t -f- R s + • • • -h R A -h P. 

Ce qui démontre le théorème : 


Somme des ordres d’une fonction rationnelle. — Faisons la trans¬ 
formation z — £ . Si l’infini est un pôle ou un zéro de f(z) d’ordre p, 

c’est le seul pôle ou zéro de g('C) à l’intérieur d’un cercle de rayon 

1 

P = H* 

Quand z décrit le cercle de rayon H, Ç décrit 1c cercle de rayon p 
dans le sens inverse. La variation d’argument de g(Ç) est donc 

P 

égale a — 2i pn. Mais d’autre part, lorsque z décrit ce cercle, la 

variation d’argument de j(z ), qui est celle de g('Ç), est égale à 
Donc 

p — — H, p -h H — 0. 

Théorème. — La somme des ordres d'une fonction rationnelle , 
pour toute valeur finie ou infinie de z, es^donc nulle . 
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V. — SÉRIE DE LAURENT. — SÉRIE DE FOURIER 


Série de Laurent. — La série de Taylor peut être généralisée. 
Supposons qu’une fonction f(z) soit holomorphe à l’intérieur d’une 
couronne formée par deux cercles de centre a de rayons r et R. 

Remarquons qu’il s’agit d’une couronne et non plus du cercle 
total. La fonction peut d’ailleurs admettre des points singuliers 
quelconques à l’intérieur du petit cercle. 

Soit x l’affixe d’un point quelconque M 
de la couronne. Nous allons montrer que : 

f(z) peut être développée suivant une double 
série : 

1° Une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières et croissantes dé (x — a). 

2° Une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières positives et croissantes G 



Soit en effet y un petit cercle de centre x entièrement compris 

// \ p 

dans la couronne. La fonction z __ x est holomorphe dans la 

région comprise entre le cercle L, d’une part, et les cercles c et y. 
d’autre part. 

*v * 

On a donc d’après le théorème de Cauchy 



/' f M dz 4 f W-dz 

JC* — * Je* — * Jy z — X 

les trois cercles étant parcourus dans le même sens. 

P 

La troisième intégrale est égale à 2inf(x). 

On peut donc écrire 

/(Æ) * f.M i [Æ dz . 

2vkJ c z—x 2t~J c z — i 
Pour introduire le point a , nous écrirons d’ailleurs 
1 î 1.1 


a — (x — a) 


X 


1 


Or, pour tous les points de C, 


l? 


on a 


AM 

R 


<1. 
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On peut donc développer la deuxième fraction, en série 


entière convergente de 


Z — X Z 


1 x -~ a , (*—. «y 

z — a ^ (z — a) 1 


(x — a) n t (x — a) n + 1 
(z — a) n (z — a) M +* 


- 1 — 1 

3 ; — fl 

z — a J 


1 , _l.. (* — «)" , (* — «)»+* 1 

* — a (z — aj* (z — a)" + * (z — a)" +l X z — x 


et )>ar suite 


i Ç /;* 

2 ‘Vc* — 


âx =■ a 0 H- o t (a: — a) H • • • -t* fl n (.r — a)” H- R, t 


en posant 


— 1 r ^ * r — (*— a ) " +i r / ;z) x 1 

~ 2ts Je (z — «)* f 1 ’ " ~ 2*1! Jc(z - «)”+' x Z - 


La deuxième intégrale peut s’écrire de même 


4_ f_& 

2 ut hx — a — 


(z — a)* 


Il faut dans ce cas, développer la fraction 


x — a — (z — a) 


. . . i * — a ,, 

suivant les puissances croissantes de , car, z décrivant 

1 x — fl 

le cercle c, on a 


3 “ « = JL<i 
x — a AM ^ ’ 


Il faut donc écrire 


-t— = - 1 - X-—-= - 

x — z x — a ^ z — a x ■ 


-, , z —- a 

1 H-t- 


(z — a ) n ( z ~' a ) n \ l v '1 

(x — a)** (x — «)*+’ . z 


1 

Z — fl 
.t — ci_ 






NTEGRALE DE CAUCHY - FORMULE DE TAYLOR 


101 


et par suite 


i /(>L dz== _A . + 

int Je x — z x — a [x — ay 


U n-hi , q 

a)"+ 1 ^ " 


on posant 


1 r 

2 Ht J 


(z — a) k -'f[z)dz , S» ' 


J._1_ Ç ( z — a ) w * 

2lV (a? — «)" +t J Æ - Z 


Restes.—Les intégrales complémentaires H» et S» tendent 

vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, 
ir, d 

En effet, si M est le maximum de | f(z ) | lorsque z décrit G 


ou c, on a, 


I U I ^ I a | H f 0«.T> 

1 R " 1 < i-K R"+‘ x FT=TÂM • 2,tR 


in i. IAM |»+i 

1 K ”'< R _ AM I r I • 

Or, le facteur étant inférieur à l’unité, R» tend donc bien vers 
zéro. De même, pour Sn, 


M/ r \»+« 1 


M(_ r\ 

2u‘ AM; 


-l e\ m r 

AMT^ r X * TT - AM~- r 


M r / r \»+‘ 
\ AM / 


et ce dernier facteur tend bien vers zéro. 

(O 

En faisant croître n indéfiniment, on peut donc bien écrire 
f(x) = a 0 H- at(a: — a) 4- •••-+- — a) M 4- • • • 

_ — _l. _ h _|_. _ h _|_ 

x — a {x — a)* (x — a) n 


Expression générale des coefficients. — Les intégrales qui repré¬ 
sentent les coefficients au , bk sont prises le long des circonférences c 

et C. Comme les fonctions sous le signe J sont holomorphes dans la 

K 

couronne, on peut les intégrer indifféremment suivant une 

circonférence quelconque T comprise entre c et C. 
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D’autre part, si l’on convient de faire varier l’indice n de — co 
à + oo, on peut Écrire 

-f 00 

(1) f(x) = v — a) n avec a„ = j r dz. 

—oo 1 ■ Jr l z a > 

n, h 

Kn effet pour des valeurs négatives de n, (n = — n') 
on aura bien 



La formule ( 1 ) porte le nom de formule de Laurent. 

Il faut remarquer que, si la fonction est holomorphe meme à 
l’intérieur de c, les intégrales bn sont milles. La série de Laurent se 
réduit à la série de Taylor. 

Série de Fourier. — Dans le cas où la fonction f(z) admet la pé¬ 
riode 2 w (réelle ou imaginaire), c’est-à-dire si f(z + 2 w) — /(z), 
on peut modifier la représentation de la manière suivante : 

Faisons la transformation u = e 'L 

Lorsque z varie de 2c*), u reprend la même valeur. 

Si le point s se déplace sur une parallèle à la période, c’est-à-dire 
si nous posons 

z = z 0 ■+* 

(t variable réelle de — co à -\- oo), le module de u ne varie pas, 

car 

tu’ Z " i ût ru- 

| u | — e <0 1 X | e | = j e tü | — const. 

(O 

A la parallèle à la période, correspond donc pour u une 
circonférence de centre origine. Donc si le point 2 se déplace dans le 

champ compris entre deux parallèles D, 1)' à la période, (en se donnant 

o 

deux valeurs distinctes de z 0 b le point u se déplacera dans U 

couronne comprise entre les deux circonférences L, C' qui corres¬ 
pondent à ces droites. 

o 

Par la transformation, la fonction f(z) devient une fonc¬ 

tion cp (u). A tout point u de la couronne correspondent dans la 
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X 

bande une infinité de points z situés dans le champ, compris 

dans la formule z = Zq + 2 h<ù (h entier) en désignant par z 0 Tune 

P 

des valeurs. Mais pour ces diverses valeurs de z, la fonc¬ 

tion /(z), étant périodique, reprend la même valeur. 
d 

La fonction <p(n), qui est évidemment analytique et continue 
comme /(z), est donc aussi uniforme dans la couronne. C’est donc 
une fonction holomorphc : On peut la représenter par une série 
de Laurent dans la couronne 

-f(u) = A„ 4 Ai u -f A‘ju 2 4 • • • 4- -I- ?i 2 H- 

1 U U" 

h 

Si l’on revient à la variable z, on voit que la fonction /(z) 
est représentée dans la bande, par un développement de la forme 

/nu- — fir.i “ 

/(*) = ': k k e w H-£B 

a l 

Or rassemblons les termes correspondant à un même 

V 

indice, ce qu’on a le droit de faire, on peut poser 

A,/™ <■< + B k e~ kld " = cos kv ~ + h > sin kr - * 

<0 

aie et bk étant bien déterminés. On aura donc finalement 

pour /(z) un développement de la forme 

# / N 7 CZ 2 KZ , J . 7 CZ J . 2 tCZ 

/(z) — a 0 4 a t cos — 4 a 2 cos — - 4- • • • 4 &i sm 4 b > sin — 4 • • * 

’ CO (O CO CO 

Ml 

On retrouve pour la fonction < 1 cï variable complexe, 
admettant la période 2 r*> la série de Courier : elle représente /(z) 
dans une bande comprise entre deux droites parallèles h la période. 

Points singuliers essentiels. — Nous avons obtenu le développe¬ 
ment de Laurent dans la couronne comprise entre deux cercles de 
centre «, dans laquelle /(z) est holomorphc 

f(z) = a 0 4 a,i(z — a) 4 • • • a n (z — a) n H- • • • 4- z ^_ a 4 • • ♦ 

Pour simplifier l’écriture, nous supposerons a = 0. Ce développe¬ 
ment se réduit à 

/(*) a 0 4 (i\Z 4- d' 2 Z“ 4 • • • 4 d n z tl 4 ••• 4 •— 4 44 ••• 

z z~ 



104 


COURS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 


Nous le désignerons par <p(z) + ÿy z J- Nous dirons que 

représente la jonction caractéristique relative à l’origine. 

Supposons que l’origine soit un point critique isolé. On pourra 
supposer que C ne renferme aucun autre point critique et d’autre 
part le développement sera valable quelque petit que soit le rayon 
du cercle intérieur c. 

Le coefficient bm a pour expression 



Si M désigne le maximum de | f(z) | le long de c, on aura 


| b m | < Mr m . 

La série “2z”* est ^ onc absolument et uni¬ 

formément convergente si | 2 | r. 

Cette fonction est donc convergente à Vextérieur d’un cercle de 
rayon aussi petit qu’on le veut. 

*1 ... 1 d 

Si donc l’on pose z = la fonction ^(Ç) sera une 

fonction holomorphe convergente à Y intérieur d’un cercle de rayon 
aussi grand qu’on le veut. 

Ce sera donc une fonction « entière » en £. 

Trois cas peuvent se présenter : 

1° est identiquement nul. Dans le domaine de l’origine, la série 

U) 

de Laurent se réduit à la série de Taylor : l’origine est 

donc point ordinaire de f(z) ; 

1 

2° ÿ est limité c’est-à-dire est un polynôme en de la forme 



d 

Le produit z?/(z) a alors un développement ne renfermant 

w 

que des puissances entières de z : L’origine est un pôle 

d’ordre p ; 

3° tj/ est illimité 





On dit que l’origine est un point singulier essentiel de /(z). 
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Théorème. — Si l'origine est un point singulier essentiel , il existe 
des points , aussi voisins quon le veut de 0 , pour lesquels la fonction 
prend telle valeur oc arbitrairement choisie. 

Considérons en effet la différence f(z) -a ou plutôt son 

inverse 



Le point 0 ne peut être ni zéro ni point ordinaire pour B(z)> 

parce qu’il serait un pôle ou un point ordinaire pour f(z) — oc 
et par suite pour f(z). 

TC 

Le point 0 ne peut pas être un pôle de Ô(z), . Car 

ce serait un point ordinaire de f(z) — oc. 

(O 

L’origine est donc point singulier essentiel de 6(z), Dans 

une couronne enveloppant l’origine, la fonction 9(z) a donc un 
développement en série de Laurent de la forme 

0(z) = <P,(*) -f- 'W 


Nous allons montrer que | B[z) | peut être rendu aussi grand qu on 
le veut. On peut choisir z suffisamment petit pour que <p x (z) soit 
aussi voisin qu’on le veut de a 0 et reste donc fini. D’autre part, 

1 

étant une fonction entière de Ç = , d’après le théorème de 

Liouville, augmente indéfiniment avec Ç. Par suite, il existe des 


valeurs de z suffisamment petites, pour 


lesquelles 


-Mj) 


est plus 


grand que toute quantité donnée. 

d 


de | 0(z) | . Pour ces valeurs, 


CO 


11 en sera donc de même 

j 

on aura | 0(z) | > * £ et par 


conséquent 


| f{z) — « | < 6 . 


Pour des points suffisamment voisins de 0, la fonction s'approche 
donc bien autant qu’on le veut de la valeur arbitrairement choisie oc. 


Autres singularités. — Nous avons supposé que l’origine était un 
point critique qui pouvait être isolé de tout autre point critique. 

Il pourrait arriver qu’il n’en fût pas ainsi et que, par consé- 
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quent, dans un cercle entourant un points, il y eut une infinité 
d’autres points critiques, si petit que soit le rayon du cercle. Ces 

TC 

points devraient être en effet, en nombre infini, sans quoi 

ils pourraient être isolés. 

1 ffl 

Nous avons déjà considéré la fonction /(z) =-j. Elle 

sin 

z 

1 

admet comme points critiques tous les zéros de sin - c’est-à-dire 



1 


z 


h TC 


Tt 

Chacun de ces points est un pôle de /(z) car, pour l’un quel- 

1 

conque de ces points, l’inverse de /(z) c’est-à-dire sin ~ s’annule. 


Mais il n’en est pas de même du point z = 0. Dans un cercle de 
centre origine, de rayon r aussi petit qu’on le veut, il existe un 
nombre infini de points critiques aussi voisins qu’on le veut de 0 : 
71 i l 

ce sont tous les points pour lesquels ^ <Cr, ou k^> ^ Tous ces 
points sont d’ailleurs des pôles. 

Lorsqu’on se rapproche de 0 suivant une loi convenable, la 
fonction peut prendre telle autre valeur arbitrairement choisie que 


nous prendrons sous la forme —. 
1 sm * 


poser 


. 1 

sin - = sin 2 . 
z 


ç 

Il suffit en effet de 


1 

a -H 2/fTt 


Il y en a bien d’aussi rapprochés qu’on le veut de l’origine. 

Enfin il faut remarquer qu’une fonction peut admettre non seule¬ 
ment des points critiques isolés ou non, mais aussi des lignes dont 
tous les points soient critiques. 11 en est ainsi, par exemple, pour 
les coupures que nous avons du introduire pour définir la fonction 
z m ou log s. Pour la fonction \Jz par exemple, en prenant pour 
coupure l’axe 0 æ, pour deux points de part et d’autre de la coupure, 
et aussi voisins soient-ils, la fonction 

\fz = p * ^eos ^ -4- i sin I ) 


prend deux valeurs égales et de signes contraires correspondant aux. 
valeurs <p = s et <p = 2r — -s'. 



CHAPITRE III 


ÉTUDE DES FONCTIONS HARMONIQUES 
PROBLÈME DE DIRICHLET 


Sommaire. 

Fonctions harmoniques : Formule de Green. 

Problème de Diricfblel : Cas du cercle, théorème de Liouville. -- Cas Général. 
Fonctions harmoniques : Trois variables. — Généralisation de la formule de 
Green. 

Formule de Poisson. — Formule de Gauss. 

Problème de Dirieldet : cas de la sphère. 


I. — FONCTIONS HARMONIQUES 


L’étude des fonctions analytiques est ramenée, comme on l’a vu, 
à l’étude des couples de fondions U(.t, ?/), Y (x, y) liées par les équa¬ 
tions fondamentales. Nous dirons qu’une fonction IJ (x, y) est « har¬ 
monique » dans une aire si elle est uniforme et continue dans l’aire 
et si de plus clic vérifie la condition 


AU = 


a U J 

dX~ 


«VU 


0 . 


*1 

Nous avons déjà vu qu’à toute solution de cette équation, 
on peut accoupler une autre solution V (x,y) (à une constante près), 

telle que U + /V soit analytique. On conçoit donc qu à 

toute propriété des fonctions analytiques , on puisse faire correspondre 
une propriété des fonctions harmoniques. 

Prenons, par exemple, la formule de Gauehy. Si l’on donne une 
fonction analytique 


f{z) = \]( X) lj) + I*V (X, lj ), 


si z 0 — a + bi désigne un point quelconque à l’intérieur d’un 
contour G, on a 


2nr[U(a, b) + iY(a, b)] I (U + iV) 

. ' c 
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L’intégrale du second membre se réduit à de simples inté¬ 

grales ordinaires, en exprimant les coordonnées d’un point de G en 

oc 

fonction d’un paramètre. En égalant les parties réelles d’une 

part, et d’autre part les parties imaginaires des deux membres, on 
aura deux relations entre les quantités réelles, qui introduiront les 
dérivées de U et V, ou seulement les dérivées de V par exemple, 
X 

au moyen des formules fondamentales. 

Tel est le principe de ce que nous allons faire. 

Rappelons d’autre part, la définition de la dérivée d’une fonction 
V(x, y) dans une direction donnée. La différentielle de la fonction 
est 


du = hV dx 

dX 


aU 


dy 


Si le point se déplace d’une quantité ds dans la direction a, 
on peut poser 

dx = cos a ds, dy = sin a ds, 

et par suite 

d\J aU . a'U 

:r == COS a- - h sin a --- . 

ds dx dy 

Telle est la dérivée de U dans la direction «. On peut désigner le 
second membre par la notation 1)*U 

Si Y(x, y) est la fonction à accoupler à U(#, y) 


aU ^ aV 
dx dy ’ 

On peut écrire 

ILU = - sir 


aU 


aY 

dx 


aV 
dx * 


aV 

àÿ' 


On a donc la relation 

D.U = D 


a + 2 


V. 


En particulier, si l’on donne une courbe quelconque 
I),U = D„V, 
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et par suite 

D S V = — D„U, , 

les dérivées étant prises suivant la tangente et suivant la direction 
de la normale (intérieure pour le sens de déplacement choisi) obtenue 

en faisant tourner la demi-tangente de + ^ (sens de ox vers oy). 

Ces relations peuvent remplacer les deux conditions fondamen¬ 
tales. 


Formule de Green. — Considérons alors une fonction analytique 

*2 

U + i‘V. D’après la formule de Cauchy, 

2nt[U(a, b) + iV (a, b)] = f (U + iV) 1 
J c Z — z 0 

a 

En égalant les parties réelles d’une part et imaginaires, 

d’autre part, cette relation pourra se décomposer en deux, 
a 

Posons z — z 0 = re^ f on aura 


dz 


dr 


id<K 


z — z 0 

En égalant , par exemple, les parties réelles des deux membres 


- 2 b)= f V dr — f Vdft. 

nJ C ^ C 

V 

Pour évaluer les intégrales, prenons par exemple, pour 

variable indépendante, l’arc décrit par le point, compté à partir 
d’une certaine origine. L désignant la longueur totale du contour, on 
aura 

—2itv(«, h) = r u % . 1 ds - r v fds. 

J a ds r Jo ds 

Ili, a 

En intégrant la première par parties, 

f 0 U r ■ Î ds = ( U r )o -f 0 ' ÿds. 

P 

Pour un contour fermé, la partie tout intégrée est nulle, 
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7T 

IJ log r reprenant, la meme valeur aux extrémités du 

contour. 

Il reste donc simplement 

-h 2icV(a, b) =J o (V* -I- l»g r ™)d,. 

Eliminons la fonction IJ et la fonction 0 
P.*i 

D’après ce que nous avons vu, 

1.UJ = D n V. 

Enfin comme log z ~ -- log r + i r J est une fonction analytique, 
o 

on a aussi 

I),0 = — l) w log r. 

r i 

En substituant, on a donc finalement 

r i 

2irV(fl, b) = (log rl)„V — Vl) n log r)ds. 

J 0 

Telle est la formule de Green : bille ne renferme que la fonction Y. 
7r * P * 

Elle est remarquable, puisque Je second membre ne 

dépend que des valeurs de V et des dérivées ^ le long du eon - 
11 ï>x ày n 

tour .seulement. Elle donne la valeur de V en tout point intérieur au 

P>° 1 

contour. 11 en était du reste ainsi pour une fonction 

analytique, par la formule de Cauchy, mais celle-ci introduisait 
une intégrale de fonction analytique et était compliquée d'imagi¬ 
naires, tandis que la formule de Green concerne des fonctions 
réelles et des intégrales ordinaires. 

On constate bien que, d’une relation concernant la fonction ana- 
d 

lytique j(z) i nous avons déduit une relation concernant la 

fonction harmonique V(.r, y). 

Rl? ?1 

2 e Démonstration. — Cette formule pouvait se déduire 

également de la première formule de Green, que nous avons établie 
à propos de la transformation d’une intégrale triple en une intégrale 
de surface. 
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? 1 

Nous avons vu que, si U et V désignent deux fonctions 
harmoniques quelconques, on a 

f (UD n V — VD„U)<fe = 0. 

Je 

Prenons comme fonction harmonique 

U = log r, (r — \J{x — a) 2 -h (y — b)*). 

A (a, b) étant un point à l’intérieur de C. 

$ 

On reconnait qu'elle satisfait à l’équation AU = 0. 

Soit c un petit cercle de centre A de rayon r 0 intérieur à C. 
a 

Appliquons la formule de Green à l’ensemble des contours 
G et c comprenant une aire O. 

N’oublions pas que les dérivées D»U, PnV désignent les dérivées 
prises suivant la portion de normale intérieure à ü. 

Si au contraire on convient de prendre sur c la dérivée suivant la 
o 

normale intérieure à c, il faudra écrire 



VL) n log r)ds ■ 


(log rl) n V 


— VD U log r)ds. 



Fig. S. 

La première partie de l’intégrale 




112 


COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL 


à la fonction U 
si 


1 . 


Ôl, to 


Le second membre se réduit donc 


mplement à Yds donc 

£ 


(log rD n V — VD„ log r)ds 


= 1 f \ds. 

r o Je 


Le premier membre est indépendant du rayon r 0 du 

ï 

cercle. Si l’on suppose que ce rayon soit suffisamment 

o 

petit, le long de c, V est aussi voisin qu’on le veut de V(a, b ). 

(o 

Le second membre est donc aussi voisin qu’on le veut de 

1 

— V(a, h) X 2tt r 0 c’est-à-dire de 2nV(a, b). 

U 

Le premier membre étant constant, 
ment 


on a donc rigoureuse- 


2ttV(, 


a, b) = f 
J c 


(log r L) n V — Vl) n log r)ds. 


C’est la formule que nous avons obtenue. 

C 

Si, en particulier, C est une circonférence de centre A de 

rayon H, on a sur cette circonférence 


h,? 


Comme e 


, 1 dr 1 i 

D " lt ’g r = r ( /» == -r = “ R' 
afin l l) n Vd6 = 0, la formule se réduit 

Je 


2TCV(a, à) 


Xè v ” 




V(o, 


Elle signifie que, pour une fonction harmonique, sa valeur 
en un point A est la moyenne arithmétique des valeurs qu’elle 

prend en tous points d’une circonférence de centre A. 

r, n x 

11 en résulte que V(.r, y) ne peut avoir de maximum ou de 

ix 

minimum dans une aire quelconque. Car si Vêtait minimum en 
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a 

A 1? en prenant une circonférence de centre A t , de rayon suffi- 

(U 

samment petit, il serait impossible que la valeur de la fonction 

en A t , fut la moyenne des valeurs de la fonction le long de la circon¬ 
férence. 


II. — PROBLÈME DE DIRICHLET 


Nous avons vu que, si une fonction harmonique est déterminée 

*1 

ainsi que ses dérivées le long d’un contour C, sa valeur en 

un point intérieur quelconque sera aussi déterminée. 

S.v 

Il est naturel de chercher à déterminer une fonction 
harmonique à Vintérieur d'un contour , connaissant seulement les 
valeurs de V en tout point du contour. 

La formule ci-dessus de Green ne rcsoud pas entièrement la ques- 
ir 

lion, puisqu’elle fait intervenir le dérivée DnV qui n’est pas 

donnée. 

La recherche de la fonction harmonique àVintérieur d'un contour , 
connaissant seulement ses valeurs le long du contour ) conspue le 
problème de Dirichlet. 


Cas du cercle. — Nous résoudrons ce problème dans le cas d’un 
cercle. 

Nous avons 


(1) 



[log rD n V - VD» log r]d*. 


P 

La dérivée 1>«V n’est pas donnée. Nous allons tâcher de 
Féliminer. A cet effet, nous nous baserons sur la formule générale : 
U et Y désignant deux fonctions harmoniques quelconques, 



U — VT> n V)ds = 0. 


S 

Supposons que l’on ait déterminé une fonction harmonique 
U qui, sur le cercle, prenne les valeurs log r. On aura d’après la 
formule précédente 


I 


(log rTW — VD n l ))ds = 0. 


Carrcs. — Cours de calcul différentiel et intégral. 11. 


8 
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°i 


et par suite ta» formule (1) deviendra 

2tiV(o, b) =J V[D„U - D„ log r]ds. 

Sous le signe J', n’intervient plus que la fonction Y. 

^1 

Le problème revient donc simplement à déterminer la fonc¬ 
tion U. Or cette détermination est facile. Il suffit de remarquer que, 

si Ton pose _ 

r' = y/{& — a!) 2 -f* ty — b 1 ) 2 


la fonction log r' est harmonique quel que soit le point À'(a', b') et 
aussi la fonction log kr' f quelle que soit la constante k. 

et 

Peut-on déterminer /r, de 
telle manière que, pour tout point 
de cercle, on ait kr’ = r ? 

$ 

La solution est immé¬ 
diate. On sait que si Ton consi¬ 
dère sur le prolongement de OA 
(OÀ = d), un point A' à une 

dd' = R 2 

a 2 

pour tout point M du cercle, le rapport de ses distances aux 
deux points A, A' sera constant. 

r' __ R _ d[ 
r d H * 

Si donc l’on pose 

U as tog ^ r', 

1 1) 

on aura bien une fonction harmonique qui, pour tout point 
du cercle, prendra la valeur log r. 

On peut donc bien prendre lî = log r’, 

h 

Par suite 



distance OA' = d', telle que 


2wV(a, b) 


-Je *° g r ' ~ D " log r ^ S ~J VD " log r 1 
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Cette formule me fait bien intervenir fue les valeurs de V sur le 

$i> « r ' 

cercle. Nous allons calculer Dnïog-• 

On a 



dn 


~2Rr 


Par suite 


n , d i — R 2 — r 2 

D n log r =-2RP . 


c os 0 f _ d' 1 — R 2 — r' 2 

r ~~ 2Rr' 2 


De même 

D„ log r — 

0' désignant l’angle OMÀ'. 

U) 

Finalement, 

2*v( a> t) = fy(-~ ~ 

— fv( R - -J 2 R2 - d "‘\ 1 

~Jc \ 2Rr 2 2R? ï ~j^- 

a, 8 X 

Or, en remplaçant, r' et d‘ par leurs valeurs, 
R 2 -/- _ R^_— FR _ 

r'- ~ RV — r 2 ' ' 


Donc 


2rV( 


= fc 


V R! b -/ ds. 

R r 


Telle est la formule qui résoud le problème de Dirichlet dans le 
cas d’un cercle. 




11.6 


COURS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTEGRAL 


De cette expression on déduit le théorème suivant dû k Liouville : 

Théorème de Liouville. — Si une fonction harmonique a un 
module constamment inférieur à un nombre fixe M, pour tout point du 
plan , elle se réduit nécessairement à une constante . 

Cette constante doit être Ja valeur à l’origine. 

Remarquons que, si le point a, b se confond avec l’origine, on a 
d = 0 et, pour tout point du cercle, 


r=R, 


/ R 2 — d 2 \ __ 1 

\ Rr 2 / 0 R’ 


2*[VK6) - V(o,o)] 



On peut prendre pour C un cercle de rayon aussi grand qu’on le 

«i, V 

veut. Il faut donc montrer, qu’à la condition de prendre R 

suffisamment grand, le module de l’intégrale peut être rendu aussi 

h 

petit qu’on le veut. Or, si pour tout point du plan, on a 

I V(.i\ y) | < M, on aura 

| 1 | < 2irRMÀ 

A désignant, sur le cercle, le maximum de 


. . R 2 - d* 1 __ R 2 — d* - r 2 

9in — - Ur r - r — ~ Rr 2 

p . 

Or pour tout point du cercle, R — d <Z r. 

Donc 

, R 2 — d 2 — (R — dy ___ 2 d 

?(n < - r (R _ dy ' ~ rr - d)' 

Donc enfin 


I < 4tc 


d\\ 
R — 


d 


Le second membre peut être rendu aussi petit qu’on le veut, 
w 

La différence entre les deux quantités fixes V(o, b) — V(o,o) 
pouvant être rendue aussi petite qu’on le veut, est rigoureusement 
nulle et l’on a bien 

V(a,b) = V(o,o) =■ eonst. 
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Cas général. Propriétés. —Dans le cas où le contour donné est 
quelconque, on peut établir d’abord quelques propriétés générales 
de la fonction harmonique. 

Théorème. — Si une fonction harmonique s'annule en tout point 

d'un contour , elle est identiquement nulle. 

Appliquons en effet la formule de Green 

Jl(§- d |)^ =£*** + <*» 

aux fonctions 

• Q = U —, P = — U — 

^ dx ’ dy 

O 

On obtiendra 


jX[(S) !+ ($/.W y+ /jC ÜMM -*=I u if x d y-fj dx )- 


Nous désignerons par O (U), la première intégrale essentiellement 
positive. 



Si T _ 

Si la fonction U est harmonique, AU = 0. 

Si elle s’annule tout le long de C, U = 0, et l’intégrale du second 
membre disparaît aussi. 

Il reste donc simplement 


ce qui entraîne 


Û(U) = 0. 



ôU 


= o. 


La fonction U est donc constante et comme elle est continue et 
s’annule sur C, elle est bien identiquement nulle. 

Théorème. — Si le problème de Dirichlet admet une solution pour 
un contour donné , il n'en admet qu'une. 

h m 

En effet, si U et U + 0 sont deux solutions, la différence 
r 

serait une solution qui s’annulerait tout le long du contour. 

Elle est donc identiquement nulle à l’intérieur. 
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Théorème. — Si U est une solution , elle est , parmi toutes les jonc* 
lions uniformes et continues , celle qui rend minimum l’intégrale O (U). 

h ' 

Soit en effet U + 0 une autre fonction quelconque, 0 s’an¬ 
nulant tout le long de C. On a 

Ü(U 4- H) = 12(U) -+- U(B) 4-2 if (~ ■ - 4- — • -)dxdy. 

./.Ai ' i)X *y *yi 


Nous allons montrer que la dernière intégrale est nulle. 

a X 

Nous pourrons la transformer en appliquant la for¬ 

mule de Green aux fonctions 


h 


P = 



On aura 


Q = 0 


?U 

àx * 




OA IJ 


C>U 

dX 


ÔX 


au 



Or, IJ étant harmonique, AU ^ 0 et d’autre part 0 
s’annulant tout le long de C, l’intégrale curviligne est nulle. 11 reste 
bien simplement 




CO 



de 

i\X 




aU 

«v/ 


• ^—jdxdy =» 0 . 


Par suite 


Or 

bien 


P 


12(11 -t- e) = 12(U) -+- S 2 (e). 

l’intégrale 0(0) étant essentiellement positive, on a 
Q (IJ -4* e) > û(U). 


Postulatum de Dirichlet. — Dirichlet, admettait comme certain 
que, parmi toutes les fonctions uniformes et cpntinues prenant 

sur le contour d’une aire une suite de valeurs données, il y 

en avait nécessairement, une qui rendait minimum rintégraJe Q(U). 

J, 

Existence de la solution. -— îSi l’on admet ce postulatum, il 

est aisé de démontrer que cette fonction II doit, nécessairement 
satisfaire à l’équation AU = 0 et que par conséquent, le problème de 
Dirichlet, admet toujours une solution et une seulo. 
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En effet considérons une aire quelconque co intérâieure à Û. La 
fonction H prend sur le contour de w une certaine suite de valeurs* 

Parmi toutes les fonctions qui prennent sur ce contour cette même 
v 

suite de valeurs, il est évident que la fonction II rendra 

TC 

minimum dans go l’intégrale Ü(U). Car si dans w une 

r 

fonction K, autre que H rendait minimum cette intégrale, 
la fonction continue W qui serait égale à K dans go, et égale à II sur 
le contour de go et dans la portion restante de Q, donnerait, dans 
Taire totale, à Q(U) une valeur moindre que H. 

En particulier, prenons pour go un cercle intérieur quelconque. 

S 

11 existe une fonction harmonique U, qui prend, sur le contour 

de go, la même suite de valeurs que la fonction H Cette 

10 

fonction U rend minimum dans go l’intégrale Q(U). Donc 

h 

Il se confond nécessairement avec U dans le cercle go et 

comme ce cerele a été pris quelconque dans l’aire Q, on voit 
bien que la fonction H est harmonique dans toute Taire. 

Nous ne démontrerons pas Je postulatum de Diriehlet. L’exis¬ 
tence d’une fonction harmonique dans une aire, prenant sur un 
contour une suite continue de valeurs donnée, a été établie en toute 
rigueur. 

III. — FONCTIONS HARMONIQUES : CAS DE TROIS VARIABLES 


Fonction régulière. — Les résultats que nous avons obtenus pour 
les fonctions de deux variables s’étendent aux fonctions de trois va¬ 
riables. 

Nous dirons qu’une fonction U(r, y, z) est « régulière » dans un 
volume V lorsqu’elle est uniforme et qu’elle admet des dérivées 
partielles du second ordre continues dans V, et restant finies sur 

? . . 

la surface L limitant V ; elles pourraient être discontinues 

P 

sur 2. La fonction elle même et ses dérivées premières seront 

donc également continues dans V et sur 

Considérons maintenant la région extérieure à V et s’étendant 
jusqu’à l’infini. Soit R la distance d’un point à l’origine (ou à tout 
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point fixe à distance finie). Nous dirons que la fonction U est régu¬ 
lière dans cette région, si aux conditions précédentes, nous ajoutons 
les suivantes : Les quantités 


RU, R a 


MJ 

a - » 



R 2 


MJ 
bz ’ 


RJ r* 

ÔÆ 2 


R 3 


MU 

bybz 


restent finies quand R augmente indéfiniment. Nous disons alors 
que ll(^, */, z ) est « régulière à Vinfini ». 

Dans le cas où les fonctions U et V sont continues dans un volume 
V limité par une surface 2 et sur cette surface, admettant des déri¬ 
vées du second ordre continues , nous avons établi la formule de 
Green 



(UD n V — VD n UJda 


=xo; 


(UAV — Y AU )dxdydz 


l’intégrale de surface étant prise sur la face extérieure au volume V. 

* 

Généralisation de la formule de Green. — Nous allons 

d’abord montrer que cette formule subsiste si les fonctions U et V 
sont « régulières » dans V. 

P 

Il ne peut y avoir de difficulté que si les dérivées secondes 

sont discontinues (tout en restant finies) sur 2. 
oc 

Considérons en effet un volume V — e limité par une sur¬ 
face S 7 parallèle ù 2 et aussi voisine qu’on le veut de 2. 

En appliquant la formule k ce volume, on a constamment 


ff-ffi 


Si 2' se rapproche indéfiniment de 2, 
intégrale tend vers l’intégrale 


la deuxième 


(UAV — VAU )dxdydz 

bien que la parenthèse puisse être discontinue (mais finie) sur 2. 

Pour la première, les dérivées premières étant continues dans V 
et sur 2, l’expression UDnV — VD«U prise en tout point de 2', 
est aussi voisine qu’on le veut de cette même expression pour le 
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$ 

point infiniment voisin de 1. [D’autre part, l’élément d<j r 

tend vers l’élément correspondant de. 

ü> 

La première intégrale tend donc vers 



VD n U)d<j 


et la formule est encore applicable. 

Nous allons montrer que la formule est encore applicable à la 

région extérieure à V, région limitée par S, si U et V sont 

régulières à V infini. 

a 

Limitons en effet cette région par une sphère de rayon 

aussi grand que nous le voulons. Soit Q la surface de cette sphère (Q). 
o 

Nous aurons 




- V. 


«i 

Dans le premier membre, nous devons prendre les inté¬ 

grales de surface sur les surfaces Q et V, sur les faces extérieures au 
volume (û) — V. Cette première intégrale se décompose en 



t 

Pour les intégrales de surface, je dis que l’intégrale de 

surface J*j* tend vers zéro quand R augmente indéfiniment. 


En effet, d’après les hypothèses, R 8 (UD n Y —.VD»U) 

§1, a 

reste finie quand R [augmente indéfiniment. On peut 

donc écrire, pour R suffisamment grand, 


M 


Si 

lue que 


I UD„V — VD n U | < • 

L’intégrale de surface est donc moindre en valeur abso- 


M . D 4ttM 

r-x 4 * = T 


et peut donc bien être rendue aussi petite qu’on le veut. 
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*> P 

Dans l’intégrale de volume,, la fonction à intérgjrer 

1 

U AV — VAU est infiniment petite du quatrième ordre avec en 

Oi 

vertu des hypothèses faites. L’intégrale de volume tend 

donc vers une limite finie quand R augmente indéfiniment. Elle 
sera étendue à l’espace extérieur à V. Nous désignerons cette limite 

<“'f£L y - 

La différence entre les deux intégrales fixes I I et I I I 

JJz JJJ-V 

poil vaut, être rendue aussi petite qu’on le veut, est rigoureusement 
nulle, et on a bien 



V — VD„U)d 


<7 



(U AV — VAU )dxdydz 


l’intégrale de surface étant prise sur la faœ extérieure au volume 
comme cela doit être, c’est-à-dire sur la face intérieure à V. 

V 

La formule de Green étant ainsi généralisée, on voit 

qu’elle se simplifie si les fonctions 1J et V satisfont aux équations 

AU =0, AY = 0. 

Nous dirons qu’une fonction est « harmonique » dans 
un volume si elle est uniforme et continue et si en tout point de V, 
elle vérifie F équation de La place 


AU 


a*U dHJ ô 2 U __ 

ox 2 en / 2 dz 2 


Si U et V sont liaruioniqucs dans V, la formule de Green se réduit, a 



(UDhV 


VD n U)de ~ 0. 


p 

Pour une fonction harmonique U donnée, on obtiendra 

autant de relations particulières que l’on pourra particulariser la 

fonction harmonique V» Si eu particulier V ™ 1, on a 
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Cas où V = -. — Il est aisé de voir que la fonction 


’Vfoy,*) = 


1 

y/ (x — a) 2 -h (y — b) 2 -+- (z 


c? 


1 

r 


-est harmonique. En effet on a 

dV x — a d 2 V Y 3(r — a) dr 1 3(x — a) 2 

dx r 3 ’ dæ 2 r 3 r* dx r 3 r 5 

Par suite, on a bien 

AV = — 4. -+- 3 S(x — a) 2 = 0. 

H r o V ! 

La fonction sera continue dans Y, si le pointa, b , c est extérieur 
•à Y. 

a 

On aura donc 



l) n U) da = 0. 


Si la fonction U (régulière dans Y) est quelconque, la formule de 
'Green donnera 


JX<- ud - 


1 

r 


1 

R 



AU dxdydz. 


Formule de Poisson. Le point de trouve à T intérieur. — Cherchons 

comment il faut modifier cette formule si le point A (a, 6, c) 

se trouve à l’intérieur de V ou sur X. 

a 

Si À est dans V, isolons ce point par une petite sphère <7 

<le centre A, de rayon p. Nous aurons dans l’espace restant 



J MJ dxdydz = Jj y+ (t D„U — UD„ ~)d* 


Comme r Alî devient infiniment grand du premier ordre seu¬ 
lement, l’intégrale de volume a une limite 



1 


AU dxdydz. 
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/JM' 


L’intégrale de surface se décompose en 

Etant donné un point fixe A (a, b, c), un point variable M(#, y, z), 

1 

nous aurons besoin de connaître la dérivée de la fonction - (AM = r) 


par rapport à une direction MN issue de N. 


Si 


On a 


Or 



1 dr 

? * dr 


= cos(AM, MN). 

Donc 

D, i t cos(AM, MN). 

Or, sur la sphère cr, on a r = p. En prenant la dérivée sui- 

O 

vant la normale 


D„ l = —p cos(AM, MN). 

y. , . 

L’intégrale de surface doit être prise sur la face extérieure 

au volume V — g. La direction de la normale est donc celle de MA.. 
On a donc 

cos(AM, MA) = — 1, D„ l = -h p = + 4- 

r r p 

L’intégrale I J se réduit donc à 
JJ a 


1 

P 


JJ 


D n \Jd<j — 



La première intégrale tend vers zéro avec p. 

7t 

En effet, en désignant par M le maximum de (D»U), cette 
intégrale est moindre que 

1 

" M x 4itp 2 — 4îcpM 
et tend bien vers zéro avec p. 
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a,v QL 

Pour la seconde, la sphère a étant très petite, en 

appliquant le théorème de la moyenne, elle est égale à 
— 4 U(a, r) X 4irp a = — 4itU(«, P, y), 

r 

O 

a, (5, y étant un point intérieur à n. Lorsque p tend vers zéro, 
cette intégrale tend vers — 47 tU (a, b , c). Par suite, à la limite, on a 

* AU dxdydz — lj^ (i D„U — UD„ — 4itU(a, b, c). 


Point sur la surface. — Enfin, voyons ce qui se passe si 

le point a, b , c, se trouve sur 

Nous considérerons la portion de sphère (a) de centre A inté¬ 
rieure à V. Elle a une surface <j et isole une portion AA de la 
Si 

surface A En appliquant la formule de Green à la région 

extérieure, on a 

/J! J “*** -jOU 1 ‘ d - u - ui) - ' )* 

-4- £fjl 0-u — IJI>„!-)*. 




L’intégrale de volume a pour 1 


i’nilo ^I f 


La surface rs est sensiblement égale à celle détachée 

par le plan tangent en A c’est-à-dire 'Inp 2 . L)e meme que ci-dessus, 
a 

en appliquant le théorème de la moyenne à la deuxième 


intégrale de surface, 
à la limite. 


on voit qu’elle est égale à —27rlî(a, b , c) 




Pour la première intégrale de surface, nous allons montrer 

♦ 11 ^ 

qu’elle a pour limite jj . En effet, considérons pour un point de A, 


la fonction à intégrer. La première partie 


1 >wlJ étant 


infiniment grand ^avec du premier ordre seulement, et A? un 



COURS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL 


infiniment petit du second ordre , son intégrale tend vers 
JJ* ^ DnUda. Pour la deuxième partie, il est facile de voir 

que ff tend vers zéro. Il suffit encore de montrer que la 

fonction h intégrer est un infiniment grand du premier ordre au 

, , 1 
plus par rapport a r . 



Nous avons 


D„ - = - t cos (AM, MN>. 


Remarquons que, dans ce cas, cos (AM,MN) 
est aussi infiniment petit avec r. Si nous 
menons la tangente MT, 


D„ * = — t sin (AM, MT). 


En désignant par 3 la distance du point À à la tangente 


1 1 


on sait que 5 est infiniment petit du second ordre 


par rapport à r. 


La fonction UD»~ est donc infiniment 
r 


grande du premier ordre seulement par rapport à 


L’intégrale | I tend bien vers zéro avec r, 

tu 

( )n a donc à la limite 


Çj J* \ Ulx dy dz = Jj y (1 J)„u — UD„ *j(h — 2rtU(a, b, c). 


Comme cas particulier, si la fonction U est harmonique, 

le premier membre est nul. 
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w, R 

CondüSMWi. —— On voit qwie l’intégrale 



est nuîle si le point A(a, b, c) est extérieur au volume que limite X. 
Elle est égale à 2 7rU(a, b, c) si le point À est sur 1. Elle est égale à 
4rrU(a, b , c) si A est à l’intérieur de V. 


H 

Formule de Gauss. — En particulier, prenons pour S une 

û i 

sphère de rayon K de centre À(a, 6, c) contenue dans Y. On 

aura pour tous les points de 1 


o 


r = R, 



1 

R 2 * 


On a donc 


4îtU(a, b , c) ■ 


R jjv D " U<fa + R 2 ffv lkh 


Or IJ étant harmonique, la première intégrale est nulle. 

Il reste donc simplement 


V(a,b,o)=J ÏÏ3 f£w, 

Cette formule a élé établie par Gauss. On voit qju’elle 

exprime que la valeur d’une fonction harmonique en un point quel- 

conque A est la moyenne des valeurs qu’elle prend sur une sphère 
d, cq 

quelconque de centre A, On en déduit, comme pour le 

cas de deux variables, que U ne peut admettre ni maximum, ni mi¬ 
nimum dans un volume donné. 


•i 

PÏOWème de Diricfctet, ■— 11 consiste à déterminer une 

fonction harmonitfue à i'intérieur d’un volume V qui prenne en 
tout point de la surface 2 qui le limite, une valeur donnée. 

5 

Cas de la sphère. — Supposons d’abord que la surface X 

soit une sphère. La formule ci-dessus donne pour tout point inté¬ 
rieur 


4 


1 
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Mais cette formule ne résoud pas la question, 
car on ne connaît pas la valeur de D»U sur la surface 2. Nous 
allons l’éliminer. 

Par analogie avec le cas de deux variables, supposons 
que l’on ait déterminé une fonction harmonique V qui, pour tout 

1 

point de X, prenne la valeur 

V et U étant harmoniques, la formule de Green donne 



(UD n V - VDuUJdff = 0. 


Comme sur S, V = •- 
r 


O 



0„Ud<x 



UD„Vd<r. 


On obtient donc 


4ttU (a, à, c) ; 


= fj v (UD„V - UD„ 


La fonction D»U ou plutôt l’intégrale I ( - D»U do a donc 

JJz r 



disparu. 

Il ne reste donc plus qu’à 
déterminer la fonction auxiliaire V. 

A cet effet, nous considére¬ 

rons sur le rayon OA un point A' 
tel que OA.OA' — R 2 . Posons 
H 

OA — dj OA' = d! ; on sait 

que, pour tout point de la sphère, 
le rapport de ses distances aux deux 


r R d' 

r ~ d R’ 


points A, A' est constant. 
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on aura bien V 


Si nous prenons V - ^, pour tout point de la sphère, 

i * 


4ttU ( a. 


On aura doue en substituant., 

R„1 .. 




Or 


1>„ 1 = — I >„r' 

r v z 


4 cos (A’M • MN ) * cos (A'MN) 


Comme 
il vient 

De meme 


(V- =r r' 2 t- R 2 -f- 2Rr' eus (A'MN), 


1 _ d' 2 — R 2 — r' 2 
1 ” r' “ 2Rr' a 


1 __ (P — R* — r 2 

Un — 9.1 i 


2Rr :l 

La parenthèse dans l'intégrale devient 

_ ,//a - R 2 _ r ' 2 __ <P — R 2 — r 2 
^ 2 d?* 2Rr 3 

Remplaçons d- et r par leurs valeurs 

p R 4 — R 2 d 2 — 11V R- -h r 2 — <P __ R- — (P 
1 2UV * 2Rr* Hr 1 . 

On a doue enfin, si la fonction harmoni<|ne 1 r\ist<*. 


4rD(r/, b , e) 


.u 


lî H a —- <l~ , 

U - H r ' ,h - 


ResLe à démontrer qne eette fonction [ [a, b , r! définie par l'inté¬ 
grale de surface, (a. A, r entrant comme paramètres dans la fonc¬ 
tion à intégrer et V étant connue en tout point de Ai satisfait 
bien à l'équation de Laplaee et qu’elle prend sur A les valeurs don¬ 
nées de U. 

* U 

Désignons par p cp(a, A, c) la fonction sous le signe 


?K A, r.) 


R 2 — d 2 


Nous voulons démontrer (jue Al (u, A, e) -- 0. 
Carrus. — Cours do calcul différentiel et intégral. 11. 



i:;o 
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r> l 

I\i! faisan! une combinaison de dérivations sous le signe 
par rapport aux paramètres a, //, on aura 

AU(a, b, c ) — 4 - JJ > A?**®- 

Il suffi! donc de démontrer <|ue Acp - 0. 

On peut écrire 

_ R 2 -b r- -- d» __ 1 

r r :1 r * 

Or 

U 2 -H r 2 d- rr- 2il/* cos (OMA) = — a) b //(?/ — 6) -b z(z — c)|. 

1 ? 

Comme d’autre part. A^ ---- 0 11 reste à démontrer que 



.r (.r — a) -I - y (y — b) -b z(z — c) 


0. 


La vérification directe sérail facile. Maison peut remar- 

^iL jjiL <vi^ 

quer que, si K est une solution quelconque de Al = 0, ^ 


sont a ussi des soin! ions. 


A ^ ’ A-} 0. 

da Da 


( )r ^ étant solution, 
r 


D I x — a . x(x — a) 

,—=; —— et. aussi sera 

I )a r r 1 ’ r 


solution, r étant un facteur constant dans les dérivations de 

O J 

A. Donc 

^ (l) _ Q 

De même 


A ;w/-JJ = 0 a z > 7- e l = o. 

r' r { 

On a donc bien Acp — 0. 

Il resterait enfin à démontrer que cette fonction, repré¬ 
sentée par l’intégrale, prend bien pour tout point de la sphère, la 
même valeur que U(.r, */, z). 
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C’est là un point que nous ne démontrerons pas. (Voir, par 
exemple, le Traité <TAnalyse de M. Picard). 

Théorème. — Une fonction harmonique et régulière pour tout 
point x , y, z de Vespace qui reste , en valeur absolue , moindre que toute 

quantité fixe M, se réduit à une constante. 

CL 

Prenons en effet pour 2 une sphère de centre origine de 
rayon suffisamment grand et soit a. b, e , un point intérieur quel- 

conque. On aura pour l’origine 

4-U(0, 0, 0) =^| v U j[, (h. 

Par suite 

(1) 4<U(a, b, c) - 1(0, 0, 0)1 =Jj v U- ,}■,)*. 

a, v, Oi 

Nous allons montrer que, si 11 est suffisamment 
grand, l’intégrale du second membre peut être rendue aussi petite 
qu’on le veut. 

Cherchons, en effet, une limite supérieure de la valeur absolue de 
l’intégrale. Si M est une limite supérieure de | l | on aura 


JX 


<C M X 4~R 2 X max. | 


R- — d~ 
Ur* 


1 

U* 


Désignons par I 1 cette dernière parenthèse et 
que pour tout point de la sphère 

R — d < r < R H- d. 


remarquons 


Kn remplaçant r par (U — d), 

. R(R2 _ çP) _ (R _ dy 


P< 


R-(R — d) :i 


3 d 

R(R - d) 2 ‘ 


Or si R augmentait indéfiniment, d restant fini, cette 
parenthèse serait un infiniment pc-t.it du troisième ordre par rap¬ 


port 


à || et par suite J J^ tendrait bien vers zé 


Le second membre de l’égalité (1) peut bien être rendu aussi petit 

qu’on le veut pour R suffisamment grand. 

(•> 

Or le premier membre étant fixe, on a donc rigoureusement 


U(a, b , c) = U(0, 0, 0) — consl. 
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Théorème des résidus : Applications. 

Intégrale de (’anchij ; Applications. — Conséquences. 

('onstruction de fonctions : Théorème de Fliemann. - de Mittag-Lofflcr. — 
Fonctions à pôles donnés : Application. 

P'acteurs primaires de Weierstrass : Zéros donnés. 

Fonctions implicites : Continuité des racines. —- Fonctions algébriques. — Fonc¬ 
tions multiformes. 

Lacets. - Cas où f(z t u) est une fonction holomorphe. 

Systèmes d’équations implicites. Fonction inverse. 


Périodes polaires. — Diverses valeurs de l’intégrale u // 0 
Points critiques de la fonction inverse. 


r m 

A V'K(*I 


dz. 


I. — THÉORÈME DES RÉSIDUS : APPLICATIONS 


Nous allons reprendre l’étude des propriétés des fonctions analy¬ 
tiques. 

Donnons-nous un contour C à l irit érieur duquel une fonction ana¬ 
lytique f(z) n’admet comme points critiques que des pôles ou des 
points singuliers isolés a, b , c... 

Ces points sont donc en nombre fini. Entourons chacun d eux d’un 

petit cercle c. Dans l’aire comprise entre C et les divers cercles c, 

P . * 

la fonction f(z) est holomorphe. En appliquant le 

théorème ds Cauchy, on a donc 

l f(z)dz = I f(z)dz -F- f f(z)dz H- 

Je J C| Je., 

tous ces contours étant parcourus dans le meme sens. 
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Considérons rune des intégrales du second membre par 


ï f f(z)dz. 
J c. 


exemple 


Aux environs du point, u, 
sous la forme 


la fonction peut être développée 


f(z) = <f(z - a) +■ + 




La première partie f(z — - a) est de la forme 
?(z — a) = Za m (z - a) m . 

Elle est absolument et uniformément convergente à l’intérieur 

o> 

d’un champ comprenant r x . La série des intégrales prises le 

long de c représente donc l’intégrale de la fonction <p. Mais chacune 

p /» • fi 

des intégrales I (z — a) m dz est nulle. Doue 


On a 


I (s — u) m dz est nulle. 
Jc x 

I <f(z — a)dz = 0. 

J Ci 

n / j \ 

Prenons maintenant I 'in jr/z. 

Je, ‘ 2 * 


- -- + 

\z — a ' z — a 


■ ây + 


• a) n 


a, ai 


Nous savons que le second membre est absolument et 
uniformément convergent dans une couronne comprenant le cercle cj. 

L’intégrale de la fonction ^ a ) lonjî de c t est donc égale à la 


somme des intégrales. Or 


chacune de 


s intégrales j 


■a) 1 


dz 


la fonction primitive 


rn — 1 (z — a) " 


est nulle, si rn ^ 1, 
reprenant la même valeur lorsqu’on revient au point de départ sur c v 


Le premier terme seul donne une intégrale 


A, 


r dz 
J c y~ a 


qui, comme nous le savons, est égale à 2ni.\ 1 
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On a donc 



Cauchy appelle « résidu » le coefficient A lf du terme en - ~~~ a ' 

H 

De même les intégrales suivantes ont pour valeur 
2iuB,, 2 tcîCi • • • 2î7ÎLi 

Bi, G 1} représentant les résidus relatifs aux pôles ou points singu¬ 
liers bl x . 

( )n a donc au total 




i f{z)dz = 2it»(A 1 I B,- h L,) = 2 mm. 

J c 

D’où le théorème suivant du à Cauchy : 


Théorème des Résidus. -- L'intégrale d'une fonction analytique 
uniforme prise le long d'un contour , à l'intérieur duquel la fonction 
n admet que des pôles ou des points singuliers isolés , est égale au 
produit par 2 T.i de la somme des résidus relatifs à tous les points cri¬ 
tiques . 

p, 4s I « ! 

Un peut prévoir la très grande importance de ce 

théorème. le calcul de l’intégrale d’une fonction le long d’un 

contour fermé étant ramené à une simple opération algébrique : le 
calcul des résidus relatifs à tous les points critiques situés à l’inté¬ 
rieur du contour. 

Cauchy a donné un grand nombre d’applications de ce théorème. 

Si, en particulier, le point a est un pôle simple de la fonction, le 

7 

résidu est la limite du produit (z — a) f(z ) lorsque z tend 

vers a. 

ï 

Si a est un pôle d’ordre //?, le produit (z — a) m f(z ) est 

une fonction entière de (z a) et le résidu est égal au coefficient de 
(z — a ) m ~~ 1 dans le développement. Il sera utile pour l’obtenir, de 
poser z — a — h , et de chercher le développement de f(z) = f(a + h) 
suivant les puissances croissantes de h. Le résidu sera le coefficient 
de h m ~ l . 
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Conséquences. Calcul d’intégrales. — Soit une fonction l(z) qui 
jouisse des propriétés suivantes : 1° elle est monodrome dans toute 
la portion du plan située d’un côté de ox ; 2° Elle n’a pas de point 
critique sur ox et n’a dans la région que des points critiques isolés 
(en nombre fini ou infini) ; 3° z j(z) tend vers zéro lorsque le point z 
s’éloigne à l’infini dans la région (ox compris). 

Nous allons montrer que, dans ces conditions, on pourra calculer 
Vintégrale de variable réelle 


CO 

I j(x)dx. 
t /-00 

y 

Supposons, par exemple, les conditions remplies pour la 

a, v 

portion du plan au-dessus de ox. Appliquons le théorème 

des résidus à l’aire limitée par ox, un demi cercle ABC, de centre 0 
et de diamètre CA sur ox. 

En désignant par SR la somme des résidus relatifs aux 

o 

pôles compris à l’intérieur du demi cercle, on aura 

/ -t- \ = 2tu£R | = 2tuXR — / . 

J CA J ABC J CA J ABC 

*1 

Le long de ox, la fonction /(:.') se réduit à la fonction de 
variable réelle f(x) et la première intégrale est 

/*4- R 

I j{x)dx. 

J —R 

y 

Faisons croître indéfiniment le rayon du cercle. 

72 71 

La deuxième intégrale a pour limite zéro puisque 

zf(z) a pour limite zéro quand z augmente indéfiniment. 

La somme X R s’étendra à tous les pôles au-dessus de oa\ c’est-à- 
dire à tous ceux pour lesquels le coefficient de i est positif. 

Donc, si wR a une limite, (ce qui aura lieu nécessai¬ 
rement si les points critiques sont en nombre fini) le premier membre 

/•+H 

f{x)dx 

. — H 
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a certainement une limite 


I f(x)dx = 2TtiZïl. 

J —oc 

Applications : 1° Fraction rationnelle. — Nous allons donner de 
nombreuses applications de ce résultat. 

Soit, par exemple, la fraction rationnelle f(z) — q^)* 

Les points critiques sont tous des pôles, racines de Q(s) —= 0. 

fi 

Il est nécessaire qu’aucun de ces pôles ne soit situé sur o.t. 
c’est-à-dire que () (s) n’ait aucune racine réelle. 

fi 

Lnfin, pour (j ue 


tende vers zéro quand | 3 | augmente indéfiniment, il faut que le 
degré de P(z) soit inférieur d’au moins deux unités à celui de Q (z). 
Lette condition est d’ailleurs nécessaire pourque l’intégrale 


r+*p(*) 
J_» Q(*) 


1m 1 appliquant le théorème, on aura alors 

«U* 

./—OC Q(«) 

les résidus étant pris pour toutes les racines de Q(z) au dessus de ox . 
1° Soit par exemple l’intégrale 


Les racines de 


Q (z) = 1 4- z 4 = 0 


(2k 4 - 1)it . . (2k -h l)r 

z — cos - - > • -f- 1 sm x -> 

4 4 


sont 
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Celles dont les affixes sont au-dessus de o.r correspondent 
à k = o, k = 1. 

Ces racines étant simples, le résidu relatif à la racine 

Zk est, comme on l’a vu, la limite du rapport 

(z — Z/.)/(z,,) — lim ) z ^ zk - 


Cette limite est égale au rapport des dérivées pour z = z*, 


4 1 cos 4 +ism 4 


I—-6 ^2 ( I *+■ 0 


R. = —■ 


3 tc . . 3 *: \ l 


cos -7- H- i sin 


4 \ 4 


)-‘v/2(1~i) 


On a donc 


r ~-4 = 2w(R. + R,) - - 2 gV2 X 2/ = 


-° Calculer j 


Considérons la fonction 


Elle n’admet comme points critiques que les points 


Le seul point z — + i est au-dessus de un. Ce point est 

TC, OLi 

un pôle. Posons en effet z — i + h , on aura 

e'* _ g-i+M» _g— 1 e ih 

f H-T‘ ~ 2ïïr-TP = 2ih X 7 ~ * ' 

l + ô- 

*1 1 

Or le facteur X —r se développe sous la forme 

1+ 2Ï 


(1+ • )( 14 -g)"'= ( i +- iv,—. )( i— 2 C • • )= 14- ? 


l/i -f- • • • 
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Le développement de /(z) s’effectue bien suivant les puis¬ 


sances croissantes de h = z — i commençant à un terme 

î * t t 

Le résidu, coefficient de est 


«i 


R = 


e 


Enfin s /(s) tend vers zéro lorsque le point s’éloigne indé- 

7t, Oj 

fini ment, en restant au-dessus de ox. En effet, posons 

z = r(cos o -t- i sin f) 

O 

On aura 

z ^“ _ z —r sin 'f ir cos <p 

i -(- z 4 1 + z 2 6 


ze iz 


1 4- Z* 

\~ 1 -k- 2- 


°1 

Lors(jue /• augmente indéfiniment, 
vers zéro si <p ;zf 0, et seulement si 0 < cp <C rc. 


D’autre part, le facteur j- 


tend vers zéro. 


Le théorème des résidus est donc applicable et donne 


*1> 9 2 


1 -h ar 

Or l’intégrale s’écrit 
■*+ 00 


dx = 2~iR = . 


/ cos x -4- i sin x ^ 

,/- oo rn? ^ 


On a jlonc 


r , cosx .,dx=* r * , sin *,d*=o 

J-oo 1 + a- « J_oo 1 + z 2 


Ce deuxième résultat était d’ailleurs évident. 

3° I e~ 1-2 cos 'Ibxdx. —- Considérons la fonction /(z) = c" -22 . 
*./— 00 

Intégrons-la le long d’un rectangle ÀBCD dont un côté AB coin- 
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eide avec ox (abscisses —p et + q que nous ferons croître indé¬ 
finiment) la hauteur b du rectangle restant finie. 

La fonction f(z) n’a aucun point critique. On a donc 


f+f + f+f- ». 


Si nous faisons croître p et q indéfiniment, la première 
intégrale aura pour limite, comme nous le savons 

r- 1- » 

I e~~ iV ~dx — v’ r * 


Pour calculer l’intégrale le long de 13C, 


il faut poser 


t variant de 0 à b. 


z = q H- it 

Cette deuxième intégrale est donc 


rb rb 

| e - (î + nVidia ie-1'' l Se-Wdt. 

J O J O 

Or, cette intégrale tend vers zéro quand q augmente indéfiniment. 

7T 

On a en effet | | = J. 

Le module de la fonction à intégrer est donc moindre que e &2 et 
l’intégrale moindre que be Cette intégrale tend donc bien 

vers zéro quand q augmente indéfiniment. 


• . c 

11 en est de même de l’intégrale I 

«/DA 


11 reste donc simplement l’intégrale suivant CD. Le long 
de CD, il faut poser 

t variant de q à — p. 


: e h *e- l *e- u * 


c-sr 

./cd J a 


e-r--ïhu dt = e b 


•fv-, 

J a 


(cos 2 bt — i sin 2 bt)dt 


Si l’on fait croître p et q indéfiniment, elle tend vers 


e *“( cos 2 bt — i sin 2 bt)dt. 
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On a donc b la limite 


v/it = e tS P 


e *“(cos 2 bt — i sin 2 bt)dt. 


En égalant les parties, réelles, d’une part, et les parties imagi¬ 
naires, d’autre part, on aura 


- 00 


cos 2 bt dt = 


e t7 sin2btdt — 0. 


4° Intégrales de Fresnel. — Intégrons la meme fonction 

A t{ ’ )=, ~' 

S \ le long d’un secteur circulaire OABO 



d’angle 


On aura 


f * f *s 

» - O A JAB J BO 


En faisant croître K indéfiniment, la première aura pour 


rv 

./o 


:r ‘dx = 0 y/** 


Ea deuxième aura pour limite zéro, 

effet poser le long de l’arc 


On peut en 


R(cos f H- i sin <p) 0 <C <p 


On aura 


^ TC 

I e~ z -dz = O e -R*(co*2 ? +i«in2 ? ) n ; (cos ? ; gin 

'-'AB 0 

J 

* 

Le module de la fonction à intégrer est égal à Re-~^ 2cos2c L 
On a donc 


I< Re- K2co * 2 U<?. 
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, ' . ir ? 

En raison de la valeur cp .= ]>our lequel l’exposant 

devient nul (et la fonction sous le signe augmenterait alors indéfi¬ 
niment avec R), nous sommes obligés d’isoler cette valeur et de 
décomposer le champ en deux parties, de prendre par exemple 



La première intégrale tend vers zéro quand R augmente indé- 

r . ... . 1 
finimpnt, la fonction devenant infiniment petite avec 

Dans le deuxième intervalle, nous userons d’un léger artifice. 
On a 

sin 2<p > sin 2cp > 1. 

- ^3 

Donc 

g -H-'cos2 ?< 2 -Rïcogîç j 2 

v/3 

a 

La deuxième intégrale est donc moindre que 

TZ TC ||.j 

R 4 2e— R2cos2<p sin 2<fd* — t .( e -K»oo.i ç )* = V 1 _ e ~ 2 ). 

v/3 J* • R\/3 V '* R v/3 

o b 

(Grâce à l’introduction du facteur sin 2cp, nous avons pu in¬ 
tégrer). 

iv 

Elle tend donc aussi vers zéro quand R augmente indé¬ 
finiment. 

Donc I tend bien vers zéro quand R augmente indéfiniment. 

«y ab 

r P 

Reste l’intégrale I . Pour celle ci, il faut poser 

J BO 


A ( 71 . . 71 \ /rt 1 -+- i 

z — t ( cos ^ H- i sin ^ ) — ty/2 ^ 
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l variant de \\ à 0. 


A la limite, on a donc 


~ r* (1 + i) *'* x v'2 (1 J £) * = (1 + i) f f.-** 


00 

\Jtz = (1 4- i)\j2 I (cos t 2 — i sin t~)dt. 

J A 


lin égalant les parties réelles, d’une part, et les parties 
imaginaires, d’autre part, on en déduit 


cos t 2 dt ■ 


sin t~dt — ^ y/j*- 


Ce sont les intégrales de Fresneî. 


5° Calculer Vintégrale 


A cel effet, 
fonction 


nous considérons la 


( /w 1+z 

\ c y J et l’intégrerons suivant le contour abMcdma 

\ y/ figuré ci-contre, formé par un petit cercle c 

-dont nous ferons décroître le rayon r jusqu’à 

zéro, un cercle G dont nous ferons croître 
1 ^ r ‘ 11 * le rayon H indéfiniment et deux portions 

de droites aussi voisines qu’on le veut de part et d’autre de ox réu¬ 
nissant ces deux cercles, 

a i 

Etudions d’abord la fonction. Il faut d’abord la définir. 

P 

c’est-à-dire définir z v . Nous prendrons pour coupure ox. 

Posons 

z = p(cos o -t- i sin ®) 


variera de 0 à 2 r. 


Un sait que 


p —1 __ (p — l)[Iogp4-t('f + 2Arc)| 


Nous prendrons k — 0 de sorte que, pour les points de ab } 

(<p = s), z*- 1 se réduit à la détermination réelle 

e {p~ l)logp __ x p — 1. 
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Points critiques. — Les points critiques de f(z) sont le 

point z — 0, mais il ne se trouve pas dans le champ, et le point de ox . 


Ce point est un pôle pour la fonction, puisque 

t ^ ~f~ z 

= ~^y s’annule en ce point et est holomorphe aux environs. 

Le résidu relatif à ce pôle est la limite de (z + 1 )f(z) = z p ~ l 
pour le point z == — 1. En ce point 


( z p =e^ p i ^ T: — — (cos pn -4- i sin pn) = R. 

5 . ' z^ ? 

Enfin considérons zf(z ) — Pour que | zf(z) | 

tende vers zéro, quand z augmente indéfiniment, il faut que 

/> c 1 • 

D’autre part., pour que | zf(z) j tende vers zéro sur le petit cercle, 

P 

quand | z | tend vers zéro, il faut que p >* 0. 

(O 

Nous supposerons donc 

0 < p < 1. 

Ces précisions étant faites, appliquons le théorème des résidus 


Nous c 


ous aurons 


/ -f- f + /-+-( = 2™R. 
Jab J ci s J cd Je 


Si nous faisons croître R indéfiniment et tendre r vers zéro, 
la première a pour limite 


La deuxième tend vers zéro, puisque | zj(z) | tend vers 

zéro lorsque | z | augmente indéfiniment. Il en est de même débilité- 

grale ^f(z\dz, puisque | zf(z) | tend vers zéro lorsque | z | tend 


vers zéro. 
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r * 

Keste l’intégrale I Cette intégrale ne détruit pas l’inté- 

J cd 

grale I , puisque, aux points de cd, les valeurs de la fonction 

J ab 

ne sont pas les mêmes que les valeurs aux points correspondants de 

7t 

ab. Pour les points de cd, on a en effet cp = 27:. 

Donc 

Z P 1 = e^ p ^ ( lo & > ù + 2l1c ) — <»(/> 1 ) lo & P 

Oj 

Les valeurs de la fonction en cd, sont donc celles qu’elle a 
aux points correspondants de ab , multipliées par le facteur cons- 
t H n t e> ir \ 


D’autre part, 
est donc 

h 

On a donc 


le seps étant inversé, la quatrième intégrale 


e*?™ I 4 . 


1,(1 — <>'") = 2-iu'U = — 2r.ie pi ~. 


Par suite 


en posant 


Ou a donc enfin 


e ~p' r ' _ i 

U — — sin dit. 

2 ie pilz H 


*<=1 


X v ~ l __ 

\ x sin pTi 


C’est le résultat sur lequel nous nous sommes appuyé 
dans l’étude des fonctions F. 

De même, considérons la fonction 


/(«) = — J (0<p<i,0<q<l) 

J, —* Z 
a 

Comme ci-dessus, * nous définirons d’abord les fonctions 

z p ~~ l , 

Nous prendrons comme coupure l’axe ox. 

En posant 

z — re^j o < f <' 2tt. 
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Nous prendrons 

1 sâ el p ~ ^ ( lo & P + l >r z g~i e [q — l) (logf p + t?) # 

Nous intégrerons la fonction, le long du contour aéMcdma 
formé par un demi grand cercle 6Mc, un demi petit cercle dma> 
tous deux de centre o de diamètre sur ox , et au-dessus de ox , 
ces deux demi-cercles étant réunis par deux portions ab> de de l’axe 
des x , supposées au-dessus de ox , et aussi voisines qu’on le veut de ox. 

P 

A l’intérieur du contour, la fonction n’a plus de point 
critique. On a 



a 

Or, si nous faisons croître indéfiniment le rayon du grand 

o 

cercle et tendre vers zéro celui du petit cercle, les intégrales 

TT 

suivant les demi-cercles tendront vers zéro la première parce 

que p < 1, q < J, la seconde parce que p > 0, q > 0. 

Il restera donc 



Le long de ab , on a 

? = 0 , zp~ x = 

x variant de r à R. 
a 

En passant à la limite, la première intégrale est donc 



Le long de cd , on a 

<f = n, z = — p, dz = i-dp, zP ~ 1 = pP “ 1 e<P ~ 1 ) <r = — p? - 1 «P** 
De même 

s ?- 1 = — 1 « tf *. 

jO variant de R à s. 

Caarus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


10 
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La deuxième intégrale a donc pour limite 

p P ~ 1 e pi ~ — ? 9 — 1 «9** 


r 

J 00 


1 + P 


dp. 


ou en changeant de notation 


_ r x? ~ 1 ~ 1 

J o 1 + * 


# <pir 


dx. 


on a donc 


oo oe 

f *-•-*=/ * 

,/o 1 — X Jo 


p -V 1 ’* —x ? ~ V 1 ’* 
1 -i- x 


dx. 


En égalant les parties réelles, d’une part, et, d’autre 
part, les parties imaginaires des deux membres, on obtient 


J ,.-» 00 . /» oc . 

xP~ l C X q ~ i 

. dx = sin an I V--—- dx 
0 1 H-® ^ Jo 1 +Æ 

/ x p 1 — x? ~ 1 ^_ Ç x p "" 1 cos pn 

J o i — x J o 1 ■ 


x q ^ cos qn ^ 


r 

D’après la première, on voit qu auquel que soit p (compris 

entre 0 et 1 ), 

r°v-i 

sin pTT I - - dx = const. 

J 0 1 X 

P x 

La valeur de la constante s’obtient facilement, en 

prenant par exemple p = 
l 

j r,00 — ô /ï <*> 

5 --dx = | * *- à = tc (x = < 2 ). 

o 1 -h x Jo 1 + 
u> 

Un a donc 

GO , 

o 1 -+- x sin pTt 

8 i 

On retrouve donc le résultat obtenu ci-dessus. Mais de 

o 

plus, en substituant ees valeurs dans la deuxième égalité, elle 

devient 


X 


p — 1_ q — 1 

X X dx = Tt(ctg. pTC - cotg. 


/o 1 — x 

ce qui donne une nouvelle intégrale. 
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Polynômes de Legendre. — Enfin, nous allons traiter, tout au 
long, une dernière application, un peu délicate, qui nous per¬ 
mettra d’exprimer sous forme d’intégrale définie les polynômes de 
Legendre. 

*2 X 

Nous avons obtenu ces polynômes en développant 

l’expression 

y —; T y=^- - ~- .... = 1 -h XiZ -4- X*z 2 -f- * • • -4- X n z n -+-••• 

-4- v/1 — 2 xz -4- z 2 

ff 2 

suivant les puissances croissantes de z. Nous avons vu que 

Xn est un polynôme de degré n 

■ x "= Dn(a;2 ~ 1)B - 


Dans cette identité x peut être réel ou imaginaire. 

Il est facile d’obtenir une fonction admettant X» comme résidu 
? 

relatif au pôle z = 0. Il suffit de prendre 


/(*) = 


z w+ VÏ — 2 xz *4- z 2 


Aux environs de l’origine, 
ment de la forme 


elle admettra bien un développe- 


4- 1 


Xi 

z n 


Xn 

z 


X 


»+1 


-4- • 


L’origine est un pôle d’ordre (n -f '1) et I e résidu relatif 
a, v 

à ce pôle est X«. On peut alors obtenir Xn sous forme d’w- 

légrale de fonction de variable complexe . D’après le théorème des 

? ' , 
résidus, il suffit d’intégrer cette fonction le long d’un petit 

cercle de centre origine ne contenant pas les points critiques du 

radical. On aura bien 



dz 

z n + l v/î — 2 xz -h z 2 


On a donc immédiatement X» sous forme d’intégrale de fonction 
a 

de variable complexe. Nous allons la transformer en inté¬ 

grale de fonction de variable réelle. 
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$1 

Points critiques. — Les points critiques de f(z) sont le pôle 

z = 0, et les valeurs qui annulent le radical 


Z 0 = x ~h \/x* - 1 Zy = X - \Jx* - 1. 

a 

Entourons ces trois points de petits cercles c, c 0 , c x dont 
nous ferons tendre les rayons vers zéro ; réunissons c 0 c x par 

une double coupure ab , ef , enfin traçons 
un cercle C dont nous ferons croître le 
rayon indéfiniment. 

Désignons par K le contour abc x efc 0 a. 
décrit dans le sens direct. 

«*, ? 

Pour appliquer le théorème 
des résidus à une région, il est néces¬ 
saire que la fonction soit uniforme dans 
, <!* 

cette région. Nous allons mon¬ 

trer que dans la région comprise 
entre C, c et K, la fonction considérée 
est bien uniforme. 

Cela est évident si l’on ne tourne autour d’aucun des points z 0 , 
z v points critiques du radical. Si z faisait un tour complet, dans le 

°i 

sens direct, autour d'un seul des points critiques* le radical 

après rotation, se retrouverait multiplié par e™ = —- 1. Mais si la 

\ P 

variable z se déplace dans le champ indiqué, elle ne peut 

revenir à son point de départ que si elle n’a tourné autour d aucun 
de ces points ou si elle a tourné simultanément autour de chacun 
d’eux. La fonction, après rotation, a donc subi un nombre pair de 
simples changements de signe. Elle a repris la même valeur. 

tu 

La fonction est bien uniforme et le théorème des résidus 
lui est applicable. 

... 

La fonction n’a dans la région aucun point critique. 
o 

L’intégrale prise suivant le contour total est nulle ou. 
si l’on veut 

les cercles et le contour K étant parcourus dans le même sens. 
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5 

71 p 

tend vers zéro, car | zf(z) | tend vers zéro. Comme 

elle est constamment égale au deuxième membre qui est indépen¬ 
dant de R, elle est donc rigoureusement nulle et il reste 


Si R augmente indéfiniment, la première intégrale J* f(z) dz 


ix) 

Ainsi 

2tz iX n = f f(z)dz = — f f[z)dz . 

Je J K 

Nous avons ainsi remplacé l’intégrale suivant le cercle c, par 
l’intégrale suivant le contour K. 

Mais cette intégrale se décompose elle-même en 


J K J c 0 Job J Ci J ej 


a l <!/ 

Quand les rayons de c 0 et c x tendent vers zéro, 


intégrales I et I tendent 

. / a. 


vers zéro, 


C \ v c 0 


les 

car par exemple : 


1 


lim 3=2o (z - *)/(.) = Km (z - z.) 


= 0. 


A la limite, il reste donc 


f= iim ( + lim j 
J K J ûb J ej 


ab venant se confondre avec z 0 z x , mais restant à droite de 

(et aussi voisin qu’on le veut),e/ à gauche de z 0 z x . 

Or, quand le point z, ayant passé par un point m de a&, vient 

P 

au point infiniment voisin ni de c/, il n’a tourné qu’au- 

r 

tour du seul point critique z 1 . La fonction, au point m', 

prend donc la valeur qu’elle avait au point correspondant m, mais 

P 

changée de signe. Comme d’autre part, le sens de parcours 
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est changé, les deux intégrales, à la limite sont égales, et il 

reste simplement 

C C Zi àz 

"X" = - hm ” J, 0 z»+> v/1 - 2 m + 

ü>, p 

L’intégrale prise suivant le cercle c a donc été remplacée 
par une intégrale prise suivant un segment de droite z 0 z lf z parcou¬ 
rant ce segment de droite mais en restant infiniment peu “ à droite ” 
de ce segment. 

a 

Il ne reste plus qu’à transformer cette intégrale curviligne 

(rectiligne) en une simple intégrale ordinaire en exprimant z au 
moyen d’un paramétre. 

Hi, p 

Ile marquons que z doit varier de 

Zq X ~\r \Jx 8 — 1 à Zi — X \JX 2 — 1 

OL t V 

Il est donc naturel de poser 

z = x -+• s/x 1 — 1 cos 9 j 

r 

z étant fonction linéaire du paramètre cos 9 , le point décrira 
0 

bien une droite ; Ce sera la portion de droite z 0 z x si 9 varie de 

0 à 7T. 

. Si 

On a alors 


dz = — \Jx 2 — 1 sin 9 c/9 1 — 2 xz -F- z 2 = — (x 2 — 1 ) sin 2 9 

v/1 — 2 xz -h z 2 — zi \Jx 2 — 1 sin 9 (e = zh 1) 

Donc enfin 


*ix.= r~. 

Jo 


c’est-à-dire 


dy 


i[x H- \/x- — 1 cos 9} 


|n-H 


x.=--*r_^_. 

71 Jo [a; -+- y/ar 4 — I cos 9]"+* 

10 » ? 

On a bien finalement Vexpression de Xn sous forme d'in¬ 
tégrale définie ordinaire d'une fonction de variable réelle 9 , x entrant 
comme paramètre. 
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Mais nous avons posé 

v/1 — 2 xz z l = ci \Jx 2 — 1 sin cp. 

«î, ? 

Détermination du signe. — Il reste dont; à déterminer, 

le signe de e résultant de cette égalité, sachant que, pour l’origine, 

*i t * 

le radical a la valeur + 1, et sachant qu’il faut prendre la 
détermination du radical pour les points situés « à droite » de z 0 z v 
Toute la difficulté proviendra de cette détermination de e. 

Tout d’abord remarquons que sin cp ]> 0. 

r 

D’autre part, z 0 z 1 ~ 1. Les vecteurs uz 0 , oz x sont donc, 

dans tous les cas, symétriques par rapport à ox et les modules sont 
inverses. 

Supposons d’abord z 0 (et par suite z x ) à droite de o. 
n 

Nous prendrons comme coupure la portion de droite z^ 
et nous poserons 

Zi — z 0 — — 2 sjx 2 — i = X e lv * 

£ désignant le plus petit angle dont il faut faire tourner z 0 x 
pour l’amener sur z Q z x (sens direct). 

Nous désignerons par oc l’inclinaison sur ox de oz 0 ou oz 1 (en 
valeur absolue). 

Enfin, pour un point quelconque M(z) du plan, nous poserons 
z — z 0 — Ue™, z — Zi = Ue v K 

* 


Fig. IB. Fig. 14. 

; 

On sait que, pour définir une fonction (z — z 0 )"\ il faut 

définir l’angle cp, pour un point de départ, et suivre les variations de 
<p et par suite de la détermination quand le point se déolace sans 
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% 

traverser la coupure. Nous allons donc définir les angles <p 

et et la détermination du radical à l’origine et nous suivrons en¬ 
suite la variation des angles <p et lorsque le point se déplacera 
jusqu’à un point A voisin de z ^ et à droite de z^z v 
Nous allons examiner les divers cas de figure.^ 

h 

Toutes les déterminations possibles du radical sont com¬ 
prises dans la formule 


R = sj(z — z 0 )(z — z,) = v/M* 




. ^ -h SÂr'iH 

+ 2 J 


Supposons d’abord z Q au-dessous de z Ja 
Pour l’origine prenons 

Cp XZ 0 O — TC — a t|/ = XZ\ 0 = 71 -h 3. 

On a 

9 + * = 2n R = sjlj; + k + k’)-z _ /l + k + *')* 

P 

Si l’on veut que, pour l’origine, R = 1, il faut prendre 
* 4- /c' = 1. 

(O 

Nous avons donc 


_ _ f fe+iî 

R = y/7„i,e ' 2 —v'W.e 2 . 


«i. *i 


Suivons maintenant par continuité les variations de 
cp et ÿsans traverser la coupure , ZqZj, de façon à arriver en uu point A 
à droite de ZqZ 17 par exemple, le long du chemin OMA. Nous aurons 
(«g. 12), 

cp = 2rr 4- Ç, = u 4- C 

«p 4- _3tt , 

2 H 


On aura 
Par suite 


2 

i f Lti 


■C. 


- iÆ 


— — ie 


Ra ^ 4- v/Vi i^- 


Si z 0 avait été au-dessus de z 1 (fig. 13), 
lorigine 

<p = 7t 4- a, ^ — 7 : — a, cp -f- = 27t 


on aurait eu pour 
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et par suite encore, d’une façon générale 

_ 

R = — v/'Wie 2 . 

En À, à droite de z 0 z x , on a 

y i y CD „ 7t. 

9 — <1» = ? — w, = C — ^ 


Par suite encore 


R a = H- v/Wi • 


Supposons maintenant les deux points z 0f % à gauche de o . 

§i, a 

Nous choisirons pour / 

l’origine 

Par suite, si l’on veut que le j — -— 

radical ait, à l’origine, la valeur 1, / 


R = + s] hh e 


Fig. 15. 


Ensuite si l’on suit le 

chemin OMA, on obtiendra en A (à droite de ZqZj) 
? = C, 4 * = £ ~ w 


et par suite 


R a = — ly/Vi 


On trouverait le même résultat èi z 0 était au-dessus de z î . 

ÜJ 

Ainsi si z 0 , % sont tous deux à droite de o, la valeur du radi¬ 
cal pour un point A à droite de z 0 z 1 (et sur z 0 z 1 ) est 

R a = iVWi 

Si Zq, z 1 sont tous deux à gauche de o, on a 
R A = — i\/lolie l! \ 

Nous pouvons maintenant déterminer le signe de e. 

On a _ 

Jl 2i — Zq _ 0 S/X* — i 

e = —y— - - ^-I- 

(IJ X 2 e 2lî * = 4(rc a — 1). 
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D’autre part, dans tous les cas, 

z — z 0 = l t e^ — = \Jx* — 1 (cos 9 — 1 ) 

z — z, = = — i t 6 ^ = \/æ 2 — 1 (cos cp -+■ 1 ). 

D’où 

( 2 ) Wie 2,! * = (.t 2 — 1 ) sin 2 9 . 

x 

En divisant m. à m. (1) et ( 2 ) 

l 0 l t _sin 2 cp 

X 2 “ 4 

Comme sin 9 > 0 

V/Vi = | X sin o 
Si z 0 et z x sont à droite de o 

T_> , • X . 2 ^ X“ 1 . /—5 --r 

H = + i 2 sin <p X - ÿ - =rz — 1 sjx“ — 1 sm 9. 

On a donc 1 = — 1. 

Si z 0 et z x sont à gauche de O 

R = -f - isjx* — 1 sin 9 , e = + 1. 

En revenant à l’intégrale, et remarquant que le point M(rr) est le 
milieu des points z 0 et z t et par conséquent du même côté que ces 
points par rapport à l’origine ou oy ; 

Si le point M(.r) est à droite de oy 

x n =+ 1 r — ---jtL —. 

71 J 0 (x -f- \fx 2 — 1 cos 9) n+l 
Si le point M(:t) est à gauche de oy 

x„ = — - I .— —-— 

71 J 0 [x -F- sjx* — 1 cos 9] n + 1 

On a donc ainsi, sans ambiguité, l’expression du polynôme de 
Legendre au moyen d’une intégrale définie de variable réelle 9 , x 
entrant comme paramètre dans la fonction à intégrer. 

Nous avons terminé avec les applications du théorème des résidus. 

On voit que dans toute application, il faut : 1° définir avec 

netteté la fonction /(z) que 1 on considère de manière à donner sans 





THÉORÈME DES RÉSIDUS. -CONSTRUCTION DE FONCTIONS J 55 


ambiguïté son expression en un point quelconque, la fonction devant 
être uniforme dans le champ ; 2 ° étudier les points critiques de la 
fonction et déterminer les résidus correspondants. 


II. — INTÉGRALE DE CAUCHY / a(z) dz. 

Je /(*) 

Donnons nous une fonction mérotnorphe dans un champ limité 
par un contour fermé C ne passant par aucun zéro ni pôle de f(z) ; 
<p(z) désignant d’autre part une fonction n’ayant pas de point cri¬ 
tique dans le champ, proposons nous de calculer l’intégrale. 


? 

Nous allons rechercher les points critiques de la fonction 

F « = 

et appliquer, si possible, le théorème des résidus. 

Soit a un point qui ne soit ni zéro ni pôle de f(z). 

^ 7: 

Ce point est évidemment point ordinaire pour F(z) 
car aux environs de ce point, on peut poser 


f[z) = a 0 -f üi(z — a) a 2 (z — fl ) 2 -4- • • • 


f(z) a t -h — a) -t- » • » 

f(z) ~~ a 0 -t- a,(z — a) h- • • • 


La fraction pourra se développer suivant les puissances entières 

71 


positives de [z — a), puisque a 0 est différent de zéro. Il eu 

sera donc de môme de F(z), < j q(z) étant holomorphe. 

. . 

Si a est un zéro d’ordre (U, aux environs de ce point, f(z) 

a un développement de la forme 

/(*) = (* — «) |1 t> 11 + % + i (2 — a) -t- • • •] = (z — a) ! 7iW 

fi(z) étant holomorphe et ne s’annulant pas en a 

f(z) __ p 2( z — a ) ” 

7 {z)~ z — a a {1 -h • • • 


a 

Si nous multiplions ce résultat par <p(z) 

?(*) =.?(«) + (* - «)?'(«) -*-••• 
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on voit que le développement de F(z) sera de la forme 

JtïJ fïl -f A 0 + Ai(z — a) -h • • • 
z — a v 

tu 

Le point a est donc un pôle simple de F (z), de résidu 

Enfin si b est un pôle d’ordre v de /(z), on verra de même 
que c’est pour F(z) un pôle simple de résidu — vy(à). 

ÜJ 

Formule. — La fonction F(z) est donc méromorphe et on 

connaît ses pôles et les résidus correspondants. On a donc 

I =s 2iuS(p<p(a) — vtp(fe)) 

on peut écrire simplement 

I = 2itjS(<p(a) ~ y(b)) 

à la condition de compter autant de fois f(a) ou (p(b) que le com¬ 
porte le degré de multiplicité du zéro a ou du pôle 6. 

En particulier, si <p(z) = 1 

Z désignant le nombre de zéros, P le nombre de pôles à l’intérieur 
de C. 

P* 7 

L’intégrale est donc égale à 2 ni H, H étant la somme des 
ordres de /(z) à l’intérieur du contour. 

01 

Mais nous avons déjà établi un théorème relatif à la 

somme des ordres H d’une fonction. Nous avons vu que si z 

décrit un contour C dans le sens direct, la variation de l’argument de 

to 

/(z) est égale à27rH. On doit donc en conclure que 



A<î> désignant la variation de l’argument de /(z). 
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La démonstration de ce résultat, est immédiate. Posons 

en effet 

f(z) = re l * 

r et <p étant fonctions d’un même paramètre quand z décrite, on a 

tj Z ) dz — ~ -4- idy. 

/(*) r 

'^i 

Donc, si nous intégrons le long de C, nous aurons 



La première intégrale du second membre est nulle, 


la fonction primitive log r reprenant la même valeur quand on re¬ 
vient au point de départ. La deuxième est égale à iAO, A4> désignant 
la variation d’argument. On retrouve donc bien le résultat ci-dessus. 


Application ; Thérorème de d’Alembert. — La formule 


1 

2 ni 


f f Mdz 

Je. /(*) 


Z — 


P 


7 T 

est remarquable puisque le second membre est un nombre 

entier. L’application de cette formule permet donc d’obtenir cette 
différence. Il suffit à cet effet de calculer une valeur approchée de 
l’intégrale. 

En particulier, si f[z) n’a aucun pôle à distance finie, 

l’intégrale donnera le nombre de zéros. 

*’ R i 

Si f(z) est un polynôme, nous pouvons en déduire le 

théorème de d’Alembert. 

Soit 

f(z) = a 0 z n h- ajz n “' 4 - • • • h- a n . 


Cherchons une valeur approchée de l’intégrale 


L. f dz , 

2ir ij c a 0 z n -h • • • 

Prenons pour C un cercle de centre origine de rayon U 
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suffisamment grand. La fonction sous le signe^pourra être rendue 
aussi voisine qu’on le veut de 


Un pourra donc poser le long du cercle 


f'(z) n 4 - u(z) 

/(*) * 


avec la condition 


| u(z) | < e. 

£ étant aussi petit qu'on Je veut. L’intégrale est donc égale à 


i, fn dz , i_ f “Jâ dz . 

Itzi / z Ira / z 


La première intégrale est égale h n. La seconde a un mo¬ 


dule moindre que X 2n\\ ^ = s. L<e nombre entier peut 

donc être rendu aussi voisin qu’on le veut de n, si H est suffi¬ 
samment grand. Il lui est donc rigoureusement égal. 


Le nombre entier peut 


Racines de l’équation f(z) + = 0 lorsque | j | < J. — Comme 

deuxième application, démontrons le théorème suivant : 

Si deux fonctions f(z) et <p(z) sont holomorphes dans une aire 

limitée par un contour C, si le rapport^j ^j a un module constamment 

inférieur à Vunité lorsque z décrit le contour , le nombre de zéros 
contenus dans Taire est le même pour les deux fonctions 

f(z) et F (z) == f(z) -h <p(z). 

<£>, Z 

Puisque / et op n’ont pas de pôles à l’intérieur de C, il 
suffit, de démontrer que la variation de l’argument de f(z) est la 


même que celle de F (z 


Or, on peut écrire 


F(,)=/(,)[n-îg) . 


La variation de l’argument de F(z) est la somme des variations 
d’argument de chacun des facteurs. 
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Or, si nous considérons le point Ç = 1 + comme 


9(g) 

/(*)’ 


C —1 


. ï(?) 

' 1\*Y 


ce point décrira, autour du point z — I, une courbe fermée tout 


Cette courbe fermée ne contiendra 


entière à l’intérieur d’un cercle de rayon moindre que l’unité 

• I 9(2) ^ 

Puisque | yjjj <1. 

donc pas l’origine et la variation de l’argument de F (z) se réduit 
bien à celle de f(z). 

Plus généralement : Si / et (p sont méromorphes à l’inté¬ 

rieur de C, la somme des ordres de F = / + (p est la même que celle 
de /(z). 

Théorème. — La fonction f(z) étant uniforme dans tout le plan, si 
Véquation f[z) = b n'admet , quel que suit 6, qu'un nombre limité de 
racines , f(z) se réduit à une fraction rationnelle. 

Supposons que F équation 


f(z ) — 6 = 0 


n’admette jamais plus de p racines quel que soit b ; mais qu’elle 

* 

admette effectivement p racines pour la valeur 6 0 . Nous 

allons démontrer d’abord qu’elle admettra toujours p racines quel¬ 
que soit b. 

Kntourons en effet les zéros correspondants à la valeur 6 0 de 
petites courbes c 1? c 2 , • • • Cp isolant tous les zéros les uns des autres ; 
soitc? le minimum de | f(z) — 6 0 | sur toutes ces courbes. 

Nous devons considérer F équation 

• F(z) = f(z) -6 = 0. 

Nous pouvons l’écrire 

F(z) = f(z) - 6 0 -t- (b 0 - 6) =0. 

Pour être sur qu'à l’intérieur d’une courbe a, F(z) 

P.* 

admet même nombre de zéros que f[z) — 6 0 , il suffit que 

le long de c if on ait constamment 

I b - b 0 I 

I /(*) — bo I 


< 1 . 
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P ? 

Or, le long de c<, on a | /(z ) —- b 0 ) | > Il suffit 

•donc que | b — b 0 ) j < â. 

Si donc l’on passe de la valeur /> 0 à une valeur b suffi¬ 
samment voisine, l’équation f(z) — b = 0 admettra même nombre 
de racines que f(z) — b Q = 0 à l’intérieur de toute courbe c x et par 
suite dans tout l’ensemble d’aires a. 

U) 

De proche en proche, on pourra passer de la valeur b 0 à 
une valeur b x quelconque. 

L’équation f(z) — b x = 0 admettra même nombre de racines que 
l’équation /(z) — b 0 — 0 quel que soit b v 

Montrons alors que la fonction se réduit à une fraction 
rationnelle. 

P, H 

Il faut qu’elle n’admette que des pôles dans un cercle 
de rayon aussi grand qu’on le veut et aussi pour l’infini. 

Supposons qu’elle admette un point singulier essentiel a. 
L’équation /(z) — b = 0 admet des zéros z Xl z 2 , • • • zp. Traçons au¬ 
tour de chacun d’eux des contours c^c^' • -c P , les isolant les uns des 
autres et aussi autour de a. Soit c? le minimum de | f(z) — b | le 
long des contours. 

. . a 2 
Le point a étant singulier essentiel, nous avons montré 

que la fonction /(s) prend une valeur // aussi voisine qu’on le veut 
de b pour un point Ç à l’intérieur de c a . Supposons | b' — b | < â 

5 h 

Considérons l’équation /(z) — b 1 — 0. Nous pou¬ 

vons être certain que cette équation admet un zéro dans chacun des 

p 

cercles c*,e t , • • • cp et elle admet aussi le zéro Çqui est différent 

des précédents puisqu’il est à l’intérieur de ca. 

(•> 

L’équation 

f(z) — b’ = 0 

admettrait donc au moins (p + 1 ) racines, ce qui est contraire à ce 
que nous avons montré ci-dessus. 

La fonction /(z) n’admet donc que des pôles dans un cercle de 
rayon aussi grand que l’on veut. 

1 , • 

Si l’on fait la transformation z = ç, la fonction /(z) devient une 
fonction <p(£), qui est donc aussi méromorphe dans un cercle aussi 



THÉORÈME DES RÉSIDUS. -CONSTRUCTION DE FONCTIONS 161 


grand que l’on veut. Le point Ç = 0 est donc point ordinaire ou 
pôle pour cette fonction ; donc, le point z = co est point ordinaire 
pu pôlè pour f(z ). 

La fonction /(z) n’admettant què des pôles à distancé finie ou 
infinie, sè réduit bien à une fonction rationnelle. 


III. — CONSTRUCTION DE FONCTIONS 


Théorème de Hiemann. — Si deux jonctions U et V sont uniformes 

’r' 

dans une aire S, si elles coïncident le long d'un élément fini, ab, 
elles coïncident dans l'aire tout entière. 

Nous avons déjà démontré ce théorème dans le cas où 
la différence U — V est holomorphe dans Taire. M. Picard a géné¬ 
ralisé le résultat de la manière suivante : 

Isolons l’élément ab de tous les points singuliers de U ou V. 

o 

Dans cette aire S' la fonction U — V est holomorphe, nulle le long 

to 

de ab. Elle est donc nulle dans toute Taire S'. 

5 

Soit maintenant a un point singulier de U ou V. 

Voyons la nature de ce point pour la différence II — V. 

r 

Si ce point était pôle ou point singulier essentiel, il y 

aurait aux tyivirons de a un point ordinaire a pour lequel on aurait 
| U — V | > A, A étant un nombre positif arbitrairement choisi. 

Mais alors, nous pourrions considérer une aire S" englobant a 1 

h 

en laissant a à l’extérieur. Dans cette aire S” nous avons 

vu que la différence U — V devait être constamment nulle. 

tü 

On ne pourrait donc pas avoir, en a', | U—V | > A. 11 n’est 

donc pas possible de supposer que a soit pôle ou point singulier de 
U — V. C’est donc un point ordinaire. La fonction U — V ne peut 
donc pas avoir de point singulier dans S. Elle est donc holomorphe, 
et par suite nulle dans toute Taire S. 

Proposons-nous le problème suivant : Trouver l’expression géné¬ 
rale des fonctions uniformes qui n’ont à distance finie, que des 
points singuliers isolés, et telles que, de plus, à chacun d’eux a p , 
Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 11 
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102 

pôle ou point singulier essentiel, corresponde une « fonc¬ 
tion caractéristique » G p (— a )> G P (Ç) désignant une fonction en¬ 
tière donnée en î -van.v terme constant. 

Théorème de Mittag-Lôfïler : fonctions à pôles donnés. — Etant 
donné un ensemble de points a 1} a 2 , • • • a n • • • en nombre fini ou infini, 
et un ensemble de fonctions entières correspondantes G x , G 2 - • • G n * • • 
+ 

on peut toujours constituer une fonction uniforme qui admette 
les points comme points singuliers, la fonction caractéristique cor¬ 
respondante étant la fonction G donnée. 

Le tlu îorème est évident si les points a 2 , * • * a p sont en 

? 

nombre fini. Il suffit en effet de prendre 



Supposons que les points soient en nombre infini. 

Nous les classerons par ordre de module croissant. Puisque tous 

r 

ces points sont isolés, il ne peut y en avoir qu’un nombre 

fini dans tout cercle de rayon fini. Puisque les points forment un 

r 

ensemble infini, il est donc nécessaire que | a p | devienne 

infini avec p. 

J * 

Nous voulons construire une fonction F(z) holomorphe 

dans tout le plan, sauf aux points a x , a 2 , ••• a n * • • pour chacun 
desquels la fonction caractéristique G 1} G 2 * • • G n - • • soit donnée. 

On peut d’abord supposer que l’origine ne fait pas partie des 

n 

points a, car si elle en faisait partie avec comme fonction 

... , / 1 \ ? 

carcteristique Gil suffirait d’abord de construire la 

fonction holomorphe F(z) n’ayant plus comme points singuliers 
que a x , a 2 , • • • a n - • • et de former ensuite la fonction 

4>(*) = F(*) + Go(t). 

Construisons donc la fonction F. Considérons l’un des points a. 
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Remarque préalable. — La fonction est holomorphe 

dans un cercle allant jusqu’au point a exclus. Choisissons une fois 
pour toutes un nombre Q inférieur à l’unité. 


Si r on avait 


< 


a i . , / 1 \ 

9, on pourrait développer (1 ( --- ) 


suivant les puissances croissantes de sous la forme 


(1) G (^) - A » + A * l + A >(1) + . + A ‘@ ' h '-- 

La série du second membre étant uniformément convergente, 

en prenant un nombre n suffisamment grand de termes, 
le reste sera inférieur en module à un nombre e choisi arbitrairement. 
Soit P(z) le polynôme ainsi obtenu. On aura donc pour ces valeurs, 

g( 2 4^)-P(z)|< E . 

Nous poserons 

’M = u (,4«)-'W 

Même siJ^J>» 5, nous introduirons un polynôme P (de degré 

arbitraire) résultant du développement de G d’après la 

formule (1) et nous introduirons encore la fonction correspon¬ 
dante cp. 


Construction. — Cette remarque préalable étant faite, donnons- 

nous une suite de valeurs g l5 s 2 , • • • £„• • • formant une série conver- 
a 

gente. Pour chaque point a k1 nous pourrons construire le 

polynôme correspondant P*(;:) et la fonction cpi corresj)ondante 

tels que, si \~ < 9, on aurait 
I a k I 




I 'Pfe(z) | = | G*(^~ ) — P*(z) | < H- 
Considérons alors la fonction 


F(z) = * â (z) - 4 - <p 2 (z) -j--I- C p k (z) -}-••. 

Voyons ce qu’elle représente en un point quelconque x du plan. 
Soit R le rayon d’un cercle C, de centre origine englobant le point x . 
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A partir d’un certain rang i, on aura 

i R 
| a* | > ô • 

tu 

Par conséquent, à partir de ce rang , et pour tout point h 
l’intérieur ou sur le cercle C, on aura 


ft) 


Z 

a k 



Donc, à partir de ce rang i, on sera certain que 


h 


| I < e *-H> ?<+I < £ <+* • 

On peut écrire : 

* oo 

F(*) = 2 ^ 2 ¥*• 

1 l + l 


Les termes de la première somme sont holomorphes dans tout le 

p 10 

cercle C sauf aux points a, et sont en nombre limité. Cet te 

première somme constitue une fonction holomorphe dans C. 
D’autre part pour tout point de la circonférence C, la deuxième série 

7C 

est absolument et uniformément convergente puisque 


I 11 | | ?;+2 |H-, <C e i+i +■ e »+2 ■+*••• 

fi>, a 2 

et. que la série des s est convergente. Donc, d’après un 

théorème que nous avons démontré, cette seconde série constitue 
aussi une fonction holomorphe à l’intérieur de C et par suite au 

point x qui a été choisi quelconque dans le plan (sauf aux points ai). 
(0 

La fonction F(z) ainsi construite est donc holomorphe à 
l’intérieur de C sauf aux points ai. 

«i 

Il reste à rechercher la nature de l’un quelconque des 

V 

points a k . Si nous éliminions le point a k . et si nous raison¬ 

nions comme nous venons de le faire sur les points restants, 
r 

nous construirions une fonction 


F^z) — Çj +*<p 2 . -4_ y k __ x -+- -+-••• — F(z) — «p k(z). 
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qui serait holomorphe dans le cercle C et aussi au point a% qui 
deviendrait pour F*, un point quelconque. La fonction 

F(z) - 9 * = F(z) - G*(^-~) ■+- P k (z). 


a 

est donc holomorphe au point a k . Ce résultat signifie que 

la fonction F(z) admet le point a k comme point singulier et que 


la fonction caractéristique correspondante est 



U) 

La fonction F (z) répond donc à toutes les conditions du 
problème. ' 

• ir 

Le problème admet une infinité de solutions, puisque 

l’on peut prendre pour les e une suite arbitraire convergente et 
qu’il en résulte une certaine indétermination dans le degré des 
polynômes P. 

è.* 

Forme générale. — Cherchons la forme générale des 

solutions. 

Soit Fj(z) une autre solution quelconque. La différence 

(JD 

F 1 — F sera une fonction holomorphe dans tout le plan ; c’est 

donc une fonction entière. On a donc 


F,( Z ) = E(z) 4 - 2 [G k ( z -L-)-P*(z)} 


La série ainsi obtenue est uniformément convergente à l’inté¬ 
rieur d’un cercle C. On peut donc la dériver autant de fois qu’on le 
a 

veut. La série des dérivées représentera la dérivée de la 

fonction F (z) à l’intérieur de C, (sauf aux points a). 

Cette série représentera la dérivée de F dans le plan tout entier . 
8 o 

En effet, si on dérive la série, on obtient une série O 

qui sera convergente partout sauf aux points a. Mais cette série 
P ... *2 

coïncide avec la fonction F' à l’intérieur de C. Donc, d’après 

le théorème de Riemann, elle coïncide avec F' dans le plan tout 
entier. 

Si les degrés des polynômes P* ne vont pas en augmentant indé¬ 
finiment avec /c, au bout d’un certain nombre d’opérations, on 
pourra faire disparaître tous ces polynômes. 
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Application : Fonctions à pôles simples. — En particulier, soit 
me fonction fractionnaire c’est-à-dire qui n’admette que des pôles 

lans tout le plan. Si l’infini est aussi un pôle, la fonction 

st une fonction rationnelle. 

Si le nombre de pôles est infini, l’infini sera un point singulier 
ion isolé. 

Cherchons à déterminer une fonction n’admettant que des pôles 

impies a l5 a 2 , • • *a n * • • les résidus correspondants A lf A 2 ,• • • A n • • • 

estant tous inférieurs en module à un nombre fixe. 

. . . . A t . 

La fonction caractéristique G* est ici Gt = - 

Z d k 

Nous devons la développer sous la forme 


G * = — A * 


“à ~f-h 


^ 7^~ï 
au ‘ 


on peut prendre 


<?/l = G,; — l\ = 


)t nous formerons F(z) = Sep* (s). 


A, v ^ 

i'“ * 

«7, 


Le premier facteur est fini. Tl suffit donc que la série 

S0li absolument convergente. En particulier, supposons 

ju’il existe un entier u, tel que la série ^ ~r. soit absolument conver- 

k 

?e»te. La série P ar su * te série le sera aussi. 

(ü 

Ainsi la fonction cherchée est, dans ce cas, 


F « =2 r k a + M 1 + f + • 

z — a k a k \ a k 


Fonction de pôles dt k avec résidus égaux à 1 : Cotg nz. — Sup¬ 
posons par exemple que l’on donne les pôles réels 

± 1 , ±2 

«i i 

Dans ce cas la série ^ •— est convergente dès que (x^> 1 
on peut prendre ( u = 2. 
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On a donc la fonction 

f ( î) = EMÀ + »V 


En particulier, si tous les résidus sont égaux à 1 et si nous intro- 

o 

duisons le pôle zéro avec un résidu égal à 1, nous aurons la 

fonction 

4* 

x (Z )=; 


“ \z — n nj 


Considérons d’abord la somme des termes de — n à + n 
1 1 111 


\»(z) = 


z -h n z -h n — î 


z 1 


z — n 


on aura 
X„(z -+- 1) - 
?>* 


= _ 1 1 

z + n + 1 z h- n 

on en déduit 

X n (z -4- 1) — X n (z) - 


' 1 

+ 1 Z 


z — (n — 1) 


z -h n --H 1 z — n 


Si nous faisons croître n indéfiniment, le deuxième 
membre tendant vers zéro, on a donc 

X(z-t- l)=X(z). 

w 

Ainsi la fonction X(z)- admet la période 1. 

La fonction est impaire en z. On a donc 


2) = ^(2) = ° - 


On reconnaît dans la fonction toutes les propriétés de la fonction 

et,g 7T z. 

Nous avons supposé qu’il existait une puissance fixe u telle que 

1 

la série \ soit absolument convergente. Si elle n’existe pas, il 

^ màa ) c 

faut et il suffit toujours que la série 2 (a*) 1 * soit absolument con¬ 
vergente. Il suffit pour cela que p = k. 
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^ i ^ ^ jfc 

Car si l’on pose u k == ) » on a 


an 

a 2 ^ __ 

\J u k tend donc vers zéro quand k augmente indéfiniment. 

eu 

Dans ce cas, le degré du polynôme P* croit avec l’indice ; on 

a la fonction mérornorphe 


F(z) 


=2 


A* 


dk 


■S si 


1 4- ~ + 

Clk 


CLk 


k~2 » 


(jni admet tous les pôles simples donnés a k avec un résidu égal 

à A*. 


Facteurs primaires de Weierstrass. — Etant donné un poly¬ 
nôme entier, on sait (ju’on peut le décomposer en un produit de 

facteurs de la forme ( z — a) dont certains peuvent être confondus. 

v 

Si l’on donne une fonction holomorphe F(z), il est na¬ 

turel de chercher pour cette fonction une décomposition analogue. 
Il faut donc se donner les zéros de cette fonction. 

Supposons d’abord qu’elle n’admette aucun zéro (comme e z ). 

F f p 

Sa dérivée logarithmique p-, n’admettant aucun pôle 

à distance finie, est aussi une fonction ehtière ou encore la dérivée, 
g(z), d’une fonction entière. On peut donc poser 

F = ?» 

et par suite 

F (z) = 

CO 

Ainsi toute fonction entière sans aucun zéro est de la forme 
F(z) r=r etW 

g(z) étant entière. 

Supposons maintenant les zéros a lf • • • a n , en nombre 
limité d’ordre de multiplicité « l5 a 2 , • • • « w , et ne comprenant pas 

l’origine. 

a 

Si nous posons 
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la fonction /(z) sera fonction entière sans aucun zéro. Elle 
sera donc de la forme e8( z ) et par suite on aura 


(.-‘J 


Si l’origine était un zéro de multiplicité <x 0) il faudrait 

ajouter le facteur z a o. 

a , 5 

Zéros en nombre infini. — Supposons enfin que les zéros 

soient en nombre infini. 

Comme ils sont isolés, si nous les rangeons par ordre de module 
croissant ou stationnaire, | a n | croîtra indéfiniment. 

4'* v 

11 serait naturel de prendre comme dans le cas précédent 

P . ...... 

mais le second membre serait un produit infini, qui pourrait 

ne pas être convergent. Nous allons adjoindre à chacun des fac- 

teurs ——J un facteur exponentiel e , Q* étant un polynôme 
a 

et nous chercherons si Von ne peut pas disposer de ces 

polynômes de manière que le produit infini ainsi obtenu soit uni¬ 
formément convergent dans tout le plan . 

Chacun des facteurs du produit se met sous la forme 


,-M 1 “£)+*] 


Si l’on avait — ■ 

I «n I 

rithme sous la forme 


on pourrait développer le loga- 

...i: 

Vrt_ V J 


On peut, de toutes façons , que | j 
l’indice) 

Q = -+ io + ' 

z «a 

v étant laissé encore indéterminé. 


1, poser, (en supprimant 
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3 70 


Chacun des exposants sera alors de la forme 


y v + l 


7 V + 2 


_(v 4- l)a v + 1 (v -h 2 )a v + s 


Dans le cas où | - | < 1, la série - + ^ -)-••• étant uniformé¬ 


ment convergente, on pourra poser 

r v + t 


?(z) = * 


(v 4 - 1 )a v + 


! (t H- «) 


e tendant vers zéro, lorsque a augmente indéfiniment. 

Ces résultats étant établis, quelle que soit la valeur de z, nous 
pouvons construire la fonction 

F(z) ^ / ltl0g ( 1 - o 2 , ) + Q ' ] + “«P 0 » ( 1 - 5; ) + Q ’ ] + • • • 

a * 5 

Voyons ce qu’elle représente en un point x quelconque du 

plan. 

a , ^ 

Soit C un cercle de centre origine de rayon H englobant 

le point x. 

Choisissons, une fois pour toutes, un facteur 0 quelconque infé¬ 
rieur à l’unité. Laissons provisoirement de côté le produit des 

facteurs correspondant aux points a n tels que | a n | > y- 

Dans la fonction F(z), prenons donc d’abord le produit des 
termes en nombre limité , 

»,[log(l — + Qi] 4- * 2 [l 0 g(l — J-j + Q 2 H-f inflOg^l - ^ + Qn- 1 

^ (* - “*)*'(* ~ “t)** • • ' (z -«»)!" -a,Q, + * 2 Q 2 + - «„Q b 

af'af* • • • O 

p o> 

Chacun des facteurs de ce produit est holomorphe. Le 

produit représente donc une fonction holomorphe, quel que soit z 
Pour les facteurs restants, on a 



Donc, pour ces facteurs restants, on a le droit d’appliquer 
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le développement que nous avons donné ci-dessus, et mettre chaque 
facteur du produit sous la forme 


r+r (! •+- £ <i) 


(v pourrait d’ailleurs être variable avec n). Mais la série des 

exposants ainsi formée, est uniformément convergente avec la série 


(v-h l)fl n v + i 

«1 

et comme tous les a sont bornés, en même temps que la 

série 

1 | z J v+1 

V -f- 1 I a n I 


1 I R ^"b 1 

et a fortiori avec la série — r~l — 

1 v -h 1 | a„ [ 

Supposons que cette dernière le soit : 

Tous les facteurs de ce produit sont holomorphes et le produit 

r 

de tous les facteurs après le n? me \ sera alors absolument et 

uniformément convergent dans tout le cercle. 

tu 

Le produit total F(s) représentera donc une fonction 
holomorphe dans un cercle C dont le rayon a été choisi arbitraire¬ 
ment et n’a d’ailleurs aucune influence sur le choix des polynômes On. 

C'est donc une fonction entière. 
ou, R 

Ainsi, pour que le produit représente une fonction entière, 
il faut et il suffit que les degrés v soient choisis de telle manière que la 
/ • 1 R |v + l 

serie ÿ —[" "/[ ~ soit absolument et uniformément convergente. 

Supposons, par exemple, qu’il existe un exposant fixe k tel que l a 
1 I* . 

sérié ~ soit convergente. 

? 

Il suffira de prendre v + 1 — k ; les polynômes sont donc 
tous de degré k — 1. On dit que la fonction est de genre (k — 1). 
Dans le cas général, d’après une remarque de M. Borel, il suffit 


que v soit choisi de telle manière que v -R 1 > log w. Kn 

effet, à partir de valeurs suffisamment grandes de an, on aura 


R 

a„ 
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Par suite 

1 ( R V +1 - 1 r 1 , ^ i 

V ■+■ 1 \aj (T+ l)e 2 ( v + T > îog n X e 210 »" * a log » 

série convergente absolument et uniformément. 


Nous avons supposé que l’origine n’était pas zéro de la fonction. 

o 

Si l’origine est un zéro de multiplicité a 0) on a la fonction 


f ( ’)=*“ n (i 


/» = 1 


Les facteurs du produit s’appellent les « facteurs primaires » de la 
fonction. 

Les polynômes Qn ont pour expression 


Q« 


^ 2 a,, 2 


VO n v 


Ils sont assujettis 


à la seule condition que la série 
1 /R\ v + 1 




soit absolument et uniformément convergente 

En multipliant F(z) par e&(*), g(z) étant une fonction entière, 

O 

on a la fonction holomorphe la plus générale ayant les zéros 
donnés. 


Application : les zéros sont les nombres entiers successifs. Fonc- 

f 

tion sin nz. — Cherchons une fonction admettant les zéros 


simples 

C 


0, db 1, db 2, • • • rfc 


La série 



est absolument convergente . 
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Il suffit donc ‘de prendre pour Qn un polynôme du pre¬ 
mier degré, soit 



On a donc la fonction 


+ *4* o® 

SW =2 If (l -£)•*. 

- 05 

a 

Dans ce produit absolument convergent, si nous accou¬ 

plons les facteurs correspondant à deux valeurs de n égales et de 
signes contraires, nous obtiendrons 


00 


s ( z > ~ z II ( i - 5)- 

1 


P 

La fonction S(z) est donc une fonction impaire. 

r 

La fonction sin t,z admet les mêmes zéros. On peut donc 

être certain que 


H- « 


— IH 1 -^ 


X 


a a £ 

On sait que le facteur e z se réduit à tc. Nous allons retrou¬ 
ver ce résultat. 

Nous avons 


sw = z XI ( 1 

1 



Le produit étant uniformément convergent, prenons la dérivée 
logarithmique 


S f (z) __ 1 

S(z) z 



~h 


y( a_ 

\ z — n 

1 


1 

z —I— n 


y 


Nous obtenons au second membre la fonction de pôles 
simples d£ n, que nous avons construite précédemment, que nous 
avons désignée par X(z) et qui admet la période + J 


Hz +1)= Hz). 
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d 

On a donc 

S \z --h 1) „ S'(z) 

S(z -h î) S(z) * 

En intégrant, 

S(z 4- 1) = /cS(z). 

1 

Pour déterminer k, donnons à z la valeur particulière — g* 

On obtiendra 

s (i)= As (-4)- 

P . / 1 \ 

Or SIg 1 étant différent de zéro, et la fonction étant une 
fonction impaire, 011 a donc k — — I. 

Par suite 

s(z + i) = - S(z) d’où S(z + 2 ) = + S(z). 

La fonction admet la période + 2. 

*2 1 

Enfin, en donnant à z la valeur particulière z — g 


•(D-ilK'-èX'-iMlF 


2 n — 1 _ 2n H- 1 


2n 


2 n 


et d’après la formule de Wallis 

il) 


1 \ 1 
7T 


La fonction 


^S(z) = «* ] £ (l - £Î) 


admet, donc la période + 2, les zéros rh n, et se réduit à 1 pour la 
valeur z = g- 

On reconnaît toutes les propriétés de la fonction sin nz. 

On retrouve le développement en produit infini que nous avons 
obtenu pour cette fonction. 


Autre expression ter fonctions fractionnaires. — Donnons-nous 
une fonction fractionnaire F (z). Soient a lf a 2 * • • a n * • • ses pôles en 
nombre fini ou infini. 
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Nous pouvons former une fonction entière cp(z) admettant ces 
points comme zéros avec le môme ordre de multiplicité. Considé¬ 
rons alors le produit F(z)«<p(z). Ce produit n’admet plus de pôles. 

tu 

C’est donc une fonction entière. On peut écrire 



to 

Toute fonction fractionnaire est donc le quotient de deux 
fonctions entières. 


IV. — FONCTIONS IMPLICITES 


Existence. — Après avoir étudié les fonctions analytiques définies 
de façon explicite, du par leurs zéros, leurs pôles ou points singu¬ 
liers, nous allons étudier les fonctions implicites définies par une 
équation de la forme 

/(*! U ) = 0. 

Ç 

Nous supposerons f(z,u) holomorphe par rapport aux va¬ 
riables z, u quand z et u se déplacent respectivement à l’intérieur de 
deux aires S et S'. Nous supposerons que /(z, u) ne peut pas se décom¬ 
poser en un produit de deux fonctions holomorphes 


/(z, u) = /i(z, u) X / 2 (z, u ). 

Nous allons d’abord démontrer l’existence de une ou 
plusieurs fonctions implicites u de la variable z. 

C 

Supposons qu’il existe un système de valeurs z — a 
u — b appartenant respectivement à S et S ; , telles que 


/K b) = 0. 


P 

Si nous considérions la fonction f(a, u), on voit que u b 

serait un zéro de cette fonction. 

Nous allons d’abord montrer que cest un zéro de multi¬ 
plicité finie. 

En effet la fonction /(z, u) étant holomorphe dans le domaine de b 




se développe sous la forme 


/(z, u) = <p 0 (z) -h (u — b)fi(z) -+•••- 
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Pour z — a, un certain nombre de fonctions <p 0 , s’annulent. Si 

r 

toutes les fonctions s’annulent jusqu’à<p n exclusivement, u~b 

est un zéro d’ordre n pour /(a, u). 

r 

Si tous les 9 s’annulaient pour z == a, /(a, w) serait identi- 

quement nul dans le domaine de b et par suite, d’après ce 

que l’on sait sur les fonctionsd’une variable, dans toute l’aire S’. 

H 

D’autre part dans le domaine de a, on peut écrire 

/(z, u) = Ÿo(tt) + (z — a) 0 (z, u) 

0 étant encore holomorphe dans les aires S et S', Or 

f(a, u) = <K(u). 

Si tous les <p s’annulaient, <p 0 ( u ) serait identiquement nul. 
r 

On aurait donc finalement 

/(z, u) = (z — a) 0 (z, u). 
a, r 

La fonction holomorphe /(z,m) serait donc le produit de 
deux fonctions holomorphes, contrairement à notre hypothèse géné¬ 
rale. 

(O 

Donc pour chaque valeur de z, Véquation /(z, u) = 0 ne peut 
admettre en u , dea z^ros d’im ordre de multiplicité fini. 

v,a ’ü 

Il faut maintenant étudier comment varient ces racines 
égales u quand z varie aux environs de a. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Les racines sont des fonctions continues. 

Théorème. — Si pour z = a, V équation f(z,u) — 0 admet n 
racines égales à b , lorsqu'on donnera à z des valeurs voisines de a , 

Y équation admettra n racines voisines de b et n racines seule - 

ment. 

De façon plus précise encore, étant donné un cercle C' de centre à, 
de rayon r inférieur à une certaine limite, on peut lui faire corres¬ 
pondre un cercle C de centre «, de rayon r, tel que si z se meut dans 
l’intérieur de C, l’équation ait toujours n racines dans l’intérieur de 
C' et n racines seulement. 
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Nous allons évidemment nous appuyer sur le théorème 
déjà démontré concernant le nombre de zéros de deux équations, 

f(z) = 0 et f(z) +- cf(s) -- 0. 

*2 

Dans le domaine de b , nous avons un développement de la 

fo nue 

f(z, u) c ÿo(z) i - (u — é)?t (z) -+*••• ~t~ (/f — b)"^ n (z) I- • • • 

toutes les fonctions çp étant holomorphes dans S, et de plus, 

cpu(a ) — 0 cpi(u) — 0 • - - _ t (<r/.) = 0 t) zzf 0 

Ku niettanl en évidence le premier terme qui ne s’annule pas 
pour s -= a. nous écrivons l’équation : 


f(z, u) — {U — é)"9/d-)l I *1' I* ■!' ( É|, 


mi posant 






P(z, II) — 

i_ . 

(n — b)" o n 

1 (“ - 

1 

- b) H ~ 

•fii 

. ••• 1 

u — b <f„ 

Q(z, u) - - 

(n - b) 

-t- (il 

— b)~ ‘ 

; n4-- • 

1 


[ 1 , 72 

Uappelons exactement le théorème 

que nous avons signalé 


Si deux (onctions / et y sont holomorphes dans une aire limitée par 
un contour C. si, lorsque z décrit ce contour , l’on a constamment 


le nombre de zéros contenus dans l'aire est 
le meme pour les deux fonctions 

l(z) et \<\z) ---/(=) *[z\ 

°i 

Pomme l’équation (u h é'^^îz 1 a eu u, n racines, 

il suffit donc de démontrer que si l’on fait décrire à u la 
circonférence de cercle C*, on peut avoir 

|D t ‘1K 1 

quel que soit le point u sur cette circonférence, et quel que soit le 
point z à l'intérieur de C. 

Pour démontrer que | P -f- O | < I, i! suffit de démontrer 

que l’on a séparément 

IPI< 2 IQI<J- 



La démonstration est, pour ainsi dire, faite. 
Càrrus. — Cours de calcul ditïérentiel et intégral. II. 


12 
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Lorsque u décrit C', on a | u — b | = r : Nous supposerons 

que G ait été suffisamment petit pour que <p n (z) n’ait aucun zéro à 
r 

l’intérieur ; | cp n (z) | sera dans ce cas supérieur à un 

nombre fixe??. Enfin toutes les fonctions <p, étant holomorphes dans S, 

seront, quel que soit z, inférieures en module à un nombre fixe M. 
o,r 

On aura donc 


|Q|< ^ (r H- r 1 


-f- 


M r' 

"3 1 — r' 


to 


Pour que | (> 

M r' 

8 1 - 



il suffit donc que 

ou r' < . 

o 


H- 2M ‘ 


Considérons P : P est composé d’un nombre fini de termes. 
Soit fx le maximum des modules des n premières fonctions 


* ?n-1 • 

O 

On aura 





A fortiori, 


I P l< 


1 


ô * r' n ( 1 


[i J — r r 
Ô 1 r' 



P , . J ? 

Pour (jue l’on ait | P | *< 2 » il suffit donc que 


f* < »(1 — r). 

a 

Nous allons voir si l’on peut prendre z suffisamment 
voisin de a, pour que cette condition soit remplie pour les ri fonc¬ 
tions cp 0 , <pi, • • • cp n „x. 

*2 

Or toutes ces fonctions s’annulent pour z = a et sont 

continues. On peut donc déterminer un cercle C de rayon r 

* 

suffisamment petit, pour que, quel que zoit z à l’intérieur 

ou sur ce cercle, les fonctions en nombre fini restent inférieures, en 

module, à un nombre fixé arbitraire, en particulier à ^r' n (l — r). 
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to 

Quel que soit z à l’intérieur de C et quel que soit u sur C, 
on aura donc bien simultanément 

IQi<~2 |P|<2 

et par suite 

[P 4-- Q | < 1. 

Pour tout point z à l’intérieur de C, les deux équations en u 
f(z, (t) •— 0, (u — b) n y n (z) — 0 

admettent même nombre de racines, c’est-à-dire n. Le théorème est 
donc démontré. 

Fonctions algébriques, — Etudions d’abord le cas particulier 

£ 

où f(z, u) est un polynôme en z et u. Nous le mettrons sous la 

forme 

f[z , u) A qU'* 4- A i u n * +-•••■-h A„ 

les A étant des polynômes en z. 

La fonction est holoinorphe a l’intérieur des cercles S, S' de rayons 
aussi grands qu’on le veut. 

*2 

Pour chaque valeur de z n’annulant pas A 0 , l’équation 

admet n racines u t , n 2 * • • u n . Deux de ces racines deviennent égales 
72 

si l’on a simultanément 

/( z . u) = 0. ^ (z, u) — 0 

d 

et par suite si l’on a R(s) = 0, ll(z) étant le résultant de ces 

deux é<|ua lions. 

Enfin si une valeur de z annulait A 0 et les premiers coefficients, 

r 

l’équation se réduirait au degré (n — k) et n’admettrait plus 
a 2 > v 1 

que (n — k) racines u . Mais si l’on posait u = - , l’équa¬ 

tion transformée 

A u v n 4 - A u _ 1 e n-1 • • • 4- A,e -f- A ft 0 

admettrait k racines o nulles. On peut donc dire que l’équation en u 
admet k racines infinies. 
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Nous appellerons « points critiques», les points ayant pour affixes 
les racines de l’équation 


A 0 (z)R(z) — 0. 

En ce qui concerne les racines de R(z) = 0, on verra plus loin la 
raison de leur introduction. 

Ç 

Supposons que z reste à l’intérieur d’une aire S ne ren- 

a 

fermant aucun point critique et étudions comment varient 

les racines u. Faisons décrire à z une ligne /. 

Pour chaque valeur de z, l’équation admettra n racines distinctes . 
Soit u° k l’une quelconque des racines correspondant à z 0 . Lorsqu’on 

passe de z 0 à un point infiniment voisin z v cette racine u k 

; 

varie d’une façon continue et passe de u° k h nh • • •, etc. Aux 

valeurs z 0 , z v ••• z*---, correspondront donc une suite de va¬ 
leurs u° k , u\,* • • u\ • • - , variant d’une façon continue. L’ensemble 
de ces valeurs constituera une fonction u k de la variable z. 

, 4 * 

i héokème. — Chacune des folichons nk est une jonction 

uniforme de z dans l'aire S. 

Quand z, partant de z 0 , décrit un contour fermé / et revient en z 0 , 

V, ^ 

nous allons montrer que la racine uk revient à sa valeur 
primitive u° k . Tout ce que nous pouvons dire en effet jusque 
maintenant, c’est que, lorsque z revient à sa valeur initiale z 0 , 
<*2 

la valeur finale de u k est encore une des racines de /(z 0 , u k ) ~ 0. 
Nous allons simplement nous baser sur ce que, à l’intérieur de S, 
l'équation n’admet pas de racines multiples et que ces racines 

r 

restent finies. Dans ces conditions, le module de la différence 

entre deux quelconques des racines reste supérieur à un nombre 
fixe r. 

Autour de chaque point Ç de S, on peut décrire une circonférence 

X 

de rayon r suffisamment petit, pour que, lorsque z se déplace 

dans un de ces cercles, chacune des racines u k se déplace dans un 

r 

cercle de rayon moindre que r . Ce cercle r ne Contient donc 

certainement, qu’une seule racine u k) et lorsque z décrira une courbe 
r 

fermée dans C, la racine u k reviendra certainement à sa 
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valeur initiale. En d’autres termes, la variation totale de la racine u k 
est nulle pour toute courbe fermée décrite par z dans le cercle C. 

(JÜ 

Le théorème est ainsi démontré pour des petites aires 

de S. Il faut maintenant considérer l’aire totale. 

Démontrons d’abord que le rayon r, que l’on doit tracer autour 
de chaque point Ç (pour que la racine u k se déplace dans un cercle 
de rayon r ; ) est indépendant de ce point Ç et de la racine u k consi 
dérée. 

2, CP 

Il suffit de reprendre la démonstration du théorème pré- 
cèdent. Nous avons posé 

f(z , u) — ?o -t- (u — -f- • • • 

Le rayon r est déterminé par la condition que les fonc¬ 

tions <po>?n‘*‘ (ÿn—i (pour un zéro d’ordre n) restent moindres 

qu’une certaine quantité ^r' n (l — r). Dans le cas actuel, n = 1 : 
? 

il suffit de considérer <p 0 . Or 

?0 — f(Zy b). 

b désignant l’une quelconque des racines u correspondant à la 

«i, P 

valeur Ç. On doit donc avoir 

!/(*, b) | < 2 r '(l — r f ). 

O 

Gomme l’on a /(Ç, b) 0, cette inégalité sera satisfaite 

à la seule condition que | z — Ç | soit inférieur à une certaine 
quantité r. 

to 

Cette valeur r peut bien être choisie indépendante des 

TC 

valeurs £ et b> la fonction f(z , u ) étant uniformément conti¬ 

nue dans les champs bornés des valeurs de z et u. 

Si l’on décompose S en aires partielles par des transversales 

r 

quelconques, il est bien évident que la variation d’une, 

des racines m*, quand z décrit le contour total, sera égale à la somme 

des variations quand z décrit les contours partiels, 
a 

Décomposons alors S en un nombre fini de carrés de diago- 
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o 

naîe inférieure à r; la variation d’une quelconque des racines 

Ufg quand z décrira le contour de chaque carré partiel étant nulle, 
la variation de u* quand z décrira le côntour total de S sera égale¬ 
ment nulle ; la racine u t reprendra donc bien sa valeur initiale : 

U) 

Chaque racine u est bien fonction uniforme de la variable z. 

a i> + 

Théorème. — Chacune des racines est une fonction ana¬ 

lytique de z. 

Soit b l’une quelconque des racines correspondant à la valeur z 0 . 

oc 5 

Nous devons donner à z 0 un accroissement h ; la 

racine b prendra un accroissement k. Nous allons montrer que le 

rapport | a une limite bien déterminée, quelle que soit la façon dont 

h 

h tende vers zéro. On a 


/(z 0 , b) --- 0 /(z 0 h, b H- h) — 0. 

P a 

La seconde équation est un polynôme en h et k et peut 

s’écrire, en tenant compte de la première, 


+ kÿ 

dz 0 <>b 


Posons ^ 


1 /, à , à \< a > 

h:z +• /fn ) 


2 ! \ bz 

O 


1 àbl 


= 0 . 


L’équation devient une équation 


entre X et h. 


?/ 

air, 


/ , <>/ h ( d . a \ (2 > , 

; 0 aé 2!\dz àbj 1 


0 . 


8 , _ (%) 

Pour h = 0, l’équation admet une seule racine X 0 = — ’ 


Donc, 


lôè/o 

pour /i infiniment petit, l’équation n’admet qu’une 


seule racine voisine de X 0 . 


Le rapport g = X a donc une 


limite, bien déterminée, X 0 quand h tend vers zéro. 

H 

En résumé, chacune des racines u de l’équation f(z, u) = 0 
est une fonction holomorphe de z dans l’aire S, ne contenant aucun 
point critique. 

L'équation définit donc n fonctions holomorphes de z dans l'aire S. 
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4* 

Points critiques des racines. — Les points critiques de ces 

fonctions ne peuvent donc se trouver que parmi les racines de 
T équation 

A 0 (z)R(z) = 0. 

$ « 

Soit z = a un de ces points critiques. Faisons dé¬ 

crire à js un chemin continu partant de ;s 0 et aboutissant à un point oc 
voisin de a. 

<?2> a 

En z 0 , l’équation admet n racines distinctes u^, w 2 ,... u n 

a a 

Considérons l’une quelconque u k de ces racines. Suivie 

par continuité, elle prendra les valeurs successives u° ky u J,... u ** 
pour les valeurs z 0 , j^,... zi. 

h 

Lorsque jz viendra en oc, cette racine sera devenue Or 
*2 

au point a, l’équation admet n racines. L’une d’elles sera 

infiniment voisine de la racine v k . Si cette racine est finie et simple, 

ij; a 

il n’y aura aucune difficulté ; on pourra prolonger 

O 

le contour C jusqu’en a et au delà. La racine u k prendra en oc 

la valeur v k , en a, la valeur infiniment voisine b. Au delà, on trouvera 
une valeur et une seule infiniment voisine de b que l’on pourra 
suivre aussi par continuité. 

Si la valeur uie, suivie par continuité, grandissait indéfini¬ 
ment (en module) quand on se rapproche de a, il y aurait en a, une 

{»**» a 1 

ou plusieurs racines infinies. En posant w = -, l’équa- 


/ 1 \ *2 . . 
tion fi z, — ) = 0 admettrait en a une racine nulle, en oc une 

î 

racine infiniment petite. Si la racine nulle est simple, il n’y 

h . 1 

aura de même aucune difficulté : la fonction w — - par- 

U 

1 1 
tant de — prendrait en oc la valeur infiniment petite - , en a une 
w k r 

valeur nulle et il y aurait au delà de a, une racine infiniment petite 

1 

qui donnerait la valeur de la fonction - suivie par continuité. 

La fonction w, admettant pour zéro simple le point z ~ a, 
<* 2 > r 

on voit que ce point serait un pôle simple pour la fonction u . 
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Il n'en sera plus de même si , au point a, Véquation admet 
une racine multiple d'ordre i. 

Si cette racine finie b est infiniment voisine de oie, en suivant C, 
on arriverait bien à la valeur u* en a. 

Il y aurait en a, i racines infiniment voisines de v 

. ..... 

H ri prolongeant C jusqu’en a, la racine o k suivie par continuité 

P> R i 

deviendrait égale à b. Mais, au delà de a , il y aurait encore i 

* 

racines infiniment voisines de à, et l’on ne saura pas quelle 

sera celle de ces valeurs qui correspond à la racine u k et qu’il faudra 
suivre à partir de là. Les i valeurs des racines formeront à partir de a, 

(ü 

i branches. 11 y a donc indétermination partielle à partir de a. 

Le point a est un point singulier de la racine considérée. On l’appelle 
« point d'embranchement » de la fonction. 

i 

Le résultat serait le même si la racine multiple b limite de 

TC 

Oie était infiniment grande, les racines infiniment grandes 



Ces considérations montrent que, même si l’on donne la valeur 
initiale de la fonction considérée, il n’est possible d’obtenir sa 

P 

valeur finale que si le chemin parcouru par la variable z ne 

passe par aucun des points critiques, racines de H (z) ~~ 0 et expli¬ 
quent l’introduction de ces racines. 

X 

On pourrait rendre chacune des fonctions holomorphes, par 

exemple en réunissant les points critiques a l5 n 2 ,... a*..., racines 
de ll(z) = 0 par une coupure allant ensuite jusqu’à l’infini et 
interdisant à la variable z, la traversée de cette coupure. 

Comme dans le cas de la fonction logarithmique ou de la fonc- 

*2, T i 

tion z"\ on peut considérer l’équation /(z, u) — 0 comme 

définissant une seule jonction multiforme. 

On y est conduit par les considérations suivantes : 

Fonctions multiformes. — Nous allons étudier les variations de 
l’une des fonctions u k lorsque la variable z se déplace d’une façon 
quelconque dans le plan (sans passer par aucun point critique). 

Soit a un de ces points critiques, pour lequel l’équation j(a, u) = 0 
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admette une racine multiple d’ordre m que nous désignons par b . 
Soit iti une racine. Lorsqu’on arrive au point oc voisin de a , cette 
racine u x prend la valeur i\. 

*2> Ç 

Comme nous l’avons vu, il faut supposer que a est un 

point critique pour la racine considérée et que par conséquent v x 
est infiniment voisine de l’une des racines multiples b au point a. 

Soient de même e 2 , o 3 ,... v m les autres racines infiniment voi¬ 

sines de b. 

a 

Si z tourne une première fois autour de a et revient en a, 
P 

la solution ç ly qui est restée toujours infiniment voisine 

j j Z 

de b , ne peut avoir en oc que Tune des valeurs v v v 2y ... Si la 

a 

solution (^reprend, après ce tour, la valeur v t , elle reprendra 

indéfiniment la valeur v ly quel que soit le nombre de tours décrits 
par 3. 

h, Z 

Supposons qu’après un premier tour, la solution initiale 
prenne une des autres valeurs, v 2 , par exemple. 

Ci 0 

Si l’on fait un deuxième tour, la solution ne pourra 

TC 

pas reprendre la valeur r a , " puisque sans cela elle reprendrait 
indéfiniment la valeur e a , quel que soit le nombre de tours (et leur 
sens) et nous savons qu’en faisant un tour en sens inverse, on doit 
revenir h la valeur v v 

C 

Il pourrait arriver qu’après ce deuxième tour, la solution 

O 

reprenne la valeur e l5 mais alors on obtiendra indéfiniment 

les valeurs rj, e 2 , vq,... 

Ces deux solutions se permuteront donc entre elles par la 
rotation autour de a. 

Ç 

Il est possible qu’après un deuxième tour, la solution 

prenne une nouvelle valeur e 3 . Après un nouveau tour, elle ne 
pourra reprendre la valeur (qu’elle reprendrait indéfiniment) ni la 

TC 

valeur v 2 (car v 2 et v 8 se permuteraient constamment). Mais 

^ O 

on pourrait revenir à la valeur v v On obtiendra alors 

constamment, et dajis l’ordre, v x . v 2y v 3 , v^... Les trois racines se 
permuteraient entre elles. 
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h ... . P > d 

On continuerait aisément le raisonnemment, et on 

voit que la solution v l9 fait nécessairement partie d’un groupe de 
solutions (f l9 y* (en nombre inférieur ou égal à m) et qui se per¬ 
mutent circulairement dans un certain ordre quand on tourne autour 
de a. On dit qu’elles forment un « système circulaire ». 

M 

Si l’on était parti d’une solution qui ne fasse pas partie 

o 

du groupe précédent et également infiniment voisine de b , on 

verrait de même que fait partie d’un nouveau groupe de 
P 

solutions, ne contenant aucune des solutions du premier 

groupe, qui se permutent circulairement quand on tourne autour de a. 
H 

En résumé, on voit que toutes les solutions qui , en oc sont 
infiniment voisines de b , se partagent en un ou plusieurs groupes , 

toutes les solutions d'un même groupe , se permutant circulairement 

o 

entre elles par la rotation autour de a. Chaque solution ne 

peut appartenir quà un seul groupe. 

Lacets. Diverses déterminations. — Nous appellerons « lacet du 
point a » un chemin qui, partant d’un point initial z 0 , aboutit à un 
point a voisin de a, se continue par un petit contour fermé, autour 
de a, décrit dans le sens direct, et revient au point initial. 

Il est clair que si une rotation autour de u, a permuté la racine v 1 

(correspondant à la valeur initiale m x ) en la racine lorsque z décrit 

o, 4 ' 

le lacet de a, la racine u x prendra la valeur finale u a . 

r 

Le lacet a permute donc les racines i^, u 2 ; k lacets successifs 

o 

(ou un contour fermé partant de z 0 et y revenant après avoir 
tourné le même nombre de fois autour de a) échangeront successi¬ 
vement les racines dépendant du groupe circulaire auquel appar¬ 
tient u v 

Enfin, considérons maintenant un chemin quelconque allant 

d’un point z 0 à un point Z, mais ne tournant qu’autour d’un 
seul point critique a. 

Sur ce chemin, après le dernier tour fait autour de a, prenons un 

point M quelconque, 

o, 4 » 

Il est clair que, si, au lieu de nous diriger vers Z, nous sui- 
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vons le chemin Mz 0 , puis z 0 Z, nous obtiendrons pour la solution 

considérée la même valeur finale. 

r 

En d’autres termes, le chemin considéré sera équivalent 

au point de vue du résultat, à un chemin fermé partant de z 0 et y 
revenant, et un autre chemin particulier (par exemple, la ligne 

•droite) allant de Zq à Z, mais ne tournant plus autour de a . 

d 

Le contour fermé lui-même est équivalent à un certain 

nombre de lacets. 

10 

Un contour quelconque allant de z 0 à Z est donc équivalent à 
un certain nombre de lacets , suivis du chemin rectiligne z 0 Z, ou inver¬ 
sement au chemin z^L suivi d'un certain nombre de lacets. 

Soient alors Uj, U 2> ... U OT les m valeurs finales des racines u x , w 2 ..., 
u m quand on décrit le chemin rectiligne z 0 Z et soient U lt U 2 ,... U* 

celles qui appartiennent à un même groupe circulaire. 

o 

Une combinaison de lacets pourrait permuter la solution 

u t en une quelconque des autres solutions U l5 U 2 ..., U*. 

10 

Donc, par un chemin convenable allant de z 0 à Z on peut 

passer de la valeur u x à l’une quelconque des valeurs U 1? U 2) ... U*. 

R 

En d’autres termes, la valeur finale de la solution u v que 

l’on a choisie au départ, ne peut être que l’une des k valeurs U 1? U a ,... 
U* et peut-être l’une quelconque de ces valeurs. 

Si l’on considérait les lacets relatifs aux autres points singuliers, 
racines de R(z) = 0, le lacet du point a 2 , par exemple, perme- 
mettraient d’échanger les valeurs Uj, U' 9 »**U/. 

D’une façon générale, une combinaison de lacets quelconque 
autour des divers points singuliers permettrait d’échanger toutes les 
valeurs U l5 U 2 ,... U n ou seulement un nombre moindre de ces va¬ 
leurs. 

P>° 2 

On voit donc que la solution choisie peut être considérée 
comme une fonction « multiforme » qui, en chaque point du plan, 
peut avoir k valeurs distinctes, ces valeurs satisfaisant constam¬ 
ment à l’équation donnée /(z, u) = 0 . 

On donne le nom de « fonction algébrique » à cette fonction multi¬ 
forme définie par une équation algébrique /(z, u) = 0. 

d 

Points singuliers. — D’après cette discussion, on voit que 

la fonction algébrique admet deux espèces de points singuliers : 
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5 

1° Des pôles fixes racines de A 0 (z) — 0 (mais non en même 
temps de ll(z) = 0). 

2° Des « branchements » (racines de R(z) — 0) qui sont tels qu’aux 
environs de chacun d’eux, l’équation admette m racines infiniments 
voisines d’une racine multiple b, ces racines formant des groupes 
circulaires. 

Etude à l’infini. — Pour étudier la fonction à l’infini, il 

faut poser z J et étudier les solutions de / ^ , u j ~ 0. 

p 

Or, le premier membre de cette équation rendue entière 

d 

est encore un polynôme en Ç, u . Le point Ç = 0 pourra être 

un point simple pour la solution u considérée ou un point critique 
algébrique. On a donc le théorème suivant : 

U) 

Théorème. — Toute fonction multiforme algébrique n ad¬ 

met à distance finie que des points singuliers algébriques (pôles ou 
branchements). 

Mais nous allons voir que la réciproque de ces propriétés est 

vraie en démontrant le théorème suivant : 

Théorème. — Toute fonction multiforme qui n a en chaque point 
du plan qu'un nombre fini de valeurs , variant d'une façon continue , 
et qui n'admet à distance finie ou infinie que des points singuliers 
algébriques est une jonction algébrique. 

Il est facile de voir, a priori , quelle peut être la base de la démons- 

M,/ 

tration : Nous voulons démontrer que u est liée à z par 

une équation de la forme 

A Q u n -h A ,w n_1 h -hA„ = 0, 

A 0 , Aj,... \ n étant des polynômes en z. 

P 

1° Il faut donc d’abord qu’à toute valeur de z corres- 

; M 

ponde toujours un même nombre de valeurs de u. 2°. Les 

rapports de ces polynômes au premier représentent des fonc¬ 
tions symétriques de ces valeurs, ce qui amène à étudier 

P 

les fonctions symétriques des solutions. Il faudra et il suffira 

que ces fonctions symétriques soient rationnelles. 
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Tout d’abord, si en un point ordinaire M, la fonction a n déter- 
*2 

minàtions, ces n déterminations variant d’une façon conti- 

r 

nue, on aura encore n déterminations en un point voisin M'. 

De proche en proche, on en conclut que la fonction a toujours n 
déterminations en tout point non singulier. 

Soient iq, iq,... u n ces n déterminations en un point z 0 et soit a 
uit point singulier. Considérons le lacet de a d’origine z 0 . Si z décrit 
*2 

ce lacet, les n déterminations ne peuvent que se permuter 

entre elles. 

Le même raisonnement que nous avons fait, et qui était simple¬ 
ment basé sur ce fait qu’en un point a, il ne pouvait y avoir que n 
valeurs bien déterminées de la fonction et que ces déterminations 
étaient continues, montre que toutes ces déterminations se classent 
en un ou plusieurs groupes circulaires, la rotation autour du point 
singulier n’avant pour effet que de permuter entre (‘lies les valeurs 
d’un groupe. 

? 

2° Soit alors V(zq, n 2 ,... u n ) une fonction symétrique 

P 

entière quelconque de toutes les valeurs. V sera comme tous 

les u une fonction analytique de z . De plus, elle sera uniforme 

TC 

car un chemin fermé quelconque issu de z 0 ne peut avoir 

pour effet que de permuter les valeurs zq, rq,... ’H- de chaque groupe, 

d 

et comme il en sera de même de toutes les valeurs, la valeur 

de V ne sera donc pas changée. 

Ih 

Un chemin quelconque allant de z 0 à Z, qui peut être ramené 

à un contour fermé suivi du chemin rectiligne z 0 Z, donnera donc 

w 

également à V toujours la même valeur finale : V est donc 

une fonction holornorphe de z sauf aux points critiques des u. 

Les seuls points critiques de V ne peuvent donc être que ceux 

pour lesquels une au moins des valeurs des u est infinie. Ce 

sont donc des pôles pour u, donc aussi pour V. Enfin, le point à 
l’infini, étant supposé point simple ou pôle pour les u sera également 
point simple ou pôle de V. 

En résumé, Y est une fonction holornorphe n’admettant à 
distance finie ou infinie d’autres singularités que des pôles. 



190 'OURS ÛE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 

QTg, 

Toute jonction symétrique des u se réduit donc bien à une 
jonction rationnelle de z. 

Si, E 

Soient alors S x , S a ,... S*... S n la somme des u, la somme des 

produits deux à deux,... k à k, etc. Ce seront toutes des fonctions 
a 

rationnelles de z. En les réduisant au même dénominateur 

A 0 , on pourra donc écrire 

s* = (-1)* 

**■0 

tü 

On en conclut bien que les u sont racines de l’équation 

A 0 u n AiU n ~~ l -+- • • • A n = 0. 

A 0 , A 1} ... A n étant des polynômes en z. 

Mais on peut en déduire un résultat plus restrictif encore : Suppo¬ 
sons qu’une rotation quelconque autour des divers points critiques, 
c’est-à-dire qu’une combinaison quelconque de lacets, n’ait jamais 
pour effet que de permuter seulement k des déterminations u. 

La fonction déduite par continuité de la valeur n’aurait nulle ' 
part que k valeurs au plus. 

(b* 

Au lieu d’une fonction symétrique V(wi, u 2y .. u n ), nous 

eussions pu considérer une fonction symétrique de w x , u 2 ,... u seu- 
o 

lement. Nous aurions vu que cette fonction symétrique 

était une fonction holomorphe de z n’admettant que des pôles. 

H 

Nous en aurions déduit que ces déterminations étaient 

racines d’un polynôme P (z, u) de degré k seulement en u . 
a 

Si l’on donne à z une valeur z 0 , le polynôme en u, /(z 0 , u) 
admettrait toutes les racines de P(z 0 , w). 

(O 

On aurait donc 

Hz o, U) P(z 0 , a)Q(*o, u), 

Q(z 0 , u) étant encore un polynôme en u . Cette égalité ayant 

lieu pour toute valeur de Zq, serait une identité 

/(z, u) = P(z, u)Q(z, u). 

D’ailleurs les coefficients du polynôme 


Q (z 1 u) = B 0 U n ~* -f" BlU" *~ l -+-••• B n -k 
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seront des fonctions rationnelles de z , comme on le voit en 

donnant à u^(n — k + 1) valeurs quelconques et résolvant le sys¬ 
tème d’équation enB 0 , B x ,... telles que 

B oWl »-‘ + B.u,» -*-* + • • • + = ijfrZb 

r(z, u t ) 

LO 

En résumé, on voit que, dans ce cas, l’équation /(z, u) = 0 

pourrait se mettre sous la forme 

/(*. “) = P( z . ») x ( - 'pf z y ~ ’ 

P et Q, étant des polynômes en z, w, et p(z) un polynôme en z. 
d 

Le polynôme /(z, u) serait décomposable en un produit de 

(x> 

polynômes. Si donc Véquation donnée /(z, u) = 0 irréduc¬ 

tible , comme on l’a supposé au début, une combinaison convenable 
de lacets devra permettre de passer d une valeur Ui à Une autre 
valeur u* absolument quelconque . 

Cas où /(z, u) est une fonction holomorphe quelconque. — Soit 
a, ô, un système de valeurs qui annulent /(z, u). 

°2 

Nous avons déjà démontré que, si pour z = a l’équation 

/(a, u) = 0 admet m racines égales à ô, pour z voisin de a, l’équa¬ 
tion admettra m racines voisines de b. 

o 

Si m = 1, lorsque z variera d’une façon continue, on 

aura une suite continue de valeurs de u vérifiant constamment 
r 

l’équation /(z, u) = 0, ce qui démontre l’existence de la 

fonction implicite u, tant que la racine u est simple, c’est-à-dire tant 
que l’on n’aura pas simultanément /' tt (z, u) = 0. 

De meme que dans le cas d’un polynôme, et simplement en raison 
de la continuité de ces racines, lorsque z tourne autour d’un point 

O 

critique a, ces racines se partagent en groupes circulaires. 

Ces diverses fonctions sont analytiques. Leur dérivée est donnée par 
l’équation 

Etude à l’infini. — Si l’on veut étudier la fonction à l’infini, 

a i # # 1 

il faut faire la substitution z = ç* 
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Contrairement à ce qui se passe pour un polynôme, on ne 
peut dire ce que sera l’équation transformée. Le point à l’infini peut 
être point critique essentiel pour la fonction u. 

Il en serait de même si pour une suite de valeurs de z tendant vers 
a, la solution u augmentait indéfiniment. 

Nous allons enfin démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — La jonction implicite holomorphe que Von oient de 
définir est la seule jonction continue vérifiant l'équation donnée 

/(z, u) — 0, et se réduisant à la valeur b pour z -- n, tant que (z, u) 
est différent de zéro. 

Ce résultat est presque évident, étant donnée la démonstration 
faite pour établir l’existence de la fonction. Nous allons l’établir 
d’une manière différente. 


Désignons par u — cp(z) la fonction implicite. Supposons 

c|u’il existe une autre fonction <J>(z) se réduisant h la valeur b pour 


a, et vérifiant identiquement /(z, u) — 0. 


Nous pour¬ 


rons poser 


<Hz) ■= ?(*) + *’(*)» 


o étant nulle pour z = a et continue comme (p et Nous 

allons démontrer que v(z) est identiquement nulle. 

Lu eflct, pour toute valeur de z, on doit avoir simultané- 


/(z, u) = 0, /(z, u -+- v) — 0. 


Nous allons appliquer à la deuxième équation, le développe¬ 
ment de la formule de Taylor en nous bornant à un arc c suffisam- 

0 

ment petit de la courbe décrite par z. Nous aurons, en tenant 

compte de la première équation, 

P [to (z - u î+2- d ,h z ’ u) 

Ce résultat doit être identiquement nul tout le long de c r ; \> est 

nulle pour z = a, et j)ar hypothèse ~ ./(a, b) est différent de zéro. 
Donc la parenthèse est différente de zéro pour les valeurs a , b. Comme 

O 

elle représente une fonction continue, elle sera encore diffé- 
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rente de zéro pour des valeurs voisines de a, b . Pour la valeur a + e 

d 

de z, la parenthèse étant différente de zéro, il faut néces¬ 

sairement que v soit nulle. Donc la fonction v est nulle pour un petit 
arc voisin de a . 

Ü> 

De proche en proche, on voit que v est nulle le long de tout 
arc décrit par z dans le domaine. 

Développement des solutions. — Une racine simple U peut 

être développée en série entière de [z — a). 

Supposons que pour z = a, l’équation ait une racine multiple 
d’ordre A. 

*0 

Si z fait A tours autour de a, la solution u reprend sa va¬ 

leur initiale. Or si l’on pose 

z — a = 

? 

lorsque z fait A tours autour de a, le point z ne fait qu’un 

d 

tour autour de l’origine. Donc, quand z* fait un tour autour 

tu 

de 0,* u reprend sa valeur initiale. On voit donc que la fonc¬ 

tion u est une fonction holomorphe de z , dans les environs de l’ori- 
$1 

gine. On peut donc poser 

U = C () -f- CiZ 4- C 2 z' 2 -*-••• 

et par suite 

l 2 

u = c 0 -+- Ci(z — a) h -f- c 2 (z — a) k -\ -* 

P 

;; Cette forme met bien en évidence la permutation circulaire 
des solutions qui correspondent aux diverses déterminations de 

(z — a)*. 

Si la racine multiple était infinie pour z = a, dans le cas où 
/(z, u) est algébrique, z' serait un pôle de la solution et on aurait 

î 

u — A 0 H- A ,(z — a) t* H - 

-t- Bj(« — a -4- • • • 

Fonction inverse. — Donnons-nous une équation de la 
u = /(z), f(z) étant holomorphe dans une aire donnée S. 
un point de cette aire auquel correspond la valeur b de u. 

Cahrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


forme 
Soit a 

13 
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Supposons f(a) ;zf 0. 

Si z décrit, un arc c compris dans S, à la suite de valeurs a, z l9 
correspondront une suite b , u 8 ... de valeurs de u, formant une 

ligne continue C\ 

Inversement, aux valeurs b , Wj, u 2 ..., on peut faire corres¬ 

pondre au moins une suite continue de valeurs de z, soient a, z 1? z 2 ,... 
vérifiant constamment la relation u = /(z). 

On peut donc considérer z comme fonction de u . 

$ 

D’autre part, on peut écrire l’équation /(z) — u = G et la 

considérer comme une équation implicite définissant une fonction 

z — cp(u) se réduisant à « pour u = b et holomorphe tant que f[z) çzf 0. 

a 

D’après le théorème que nous avons démontré, cette fonc¬ 

tion cp(u) se confond nécessairement avec la fonction z le long de C'. 
Cette fonction z = <p(u) s*a])pelle la « fonction inverse » d eu — /(z). 

Elle est holomorphe tant que f(z) est holomorphe et que ^ est diffé¬ 
rent de zéro. 


V. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


Considérons une fonction de (n + 1) variables z x , z 2 ,... z n , u , holo- 
morphe quand ces variables se déplacent respectivement dans des 
aires S x , S a ,... S n , X et formons l’équation 


f(z u z it • • • z„, u) = 0. 

CL 

On pourra reprendre identiquement toutes les considéra¬ 
tions développées dans le cas d’une seule variable z. On démon¬ 
trerait d’abord le théorème suivant : 

£ 

Théorème. — Supposons 1° quil existe dans ces aires 

un système de valeurs a v o 2 ,... u n , b telles que 


/(a,, a 2 , • • • a, j, b) = 0 


2° que^aux environs de ces points , Za dérivée soi’/ différente de zéro . 


On pourra déterminer un rayon p suffisamment petit , ZeZ 
</ue, pour toutes les valeurs des z satisfaisant à (z t - — a*) ^ p. 

1° Il existe une fonction u == ©(z,. z«.... z»'! holomorphe aux environs 
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du système de valeurs, se réduisant à b pour les valeurs a 2% ... a n et 
vérifiant identiquement Véquation donnée . 

2° Les dérivées partielles de cette fonction seront déterminées 

par les relations 

1/ + àf < dtp = o 
dZi dU dZt 

On dit (jue l’équation définit une fonction implicite u des n va¬ 
riables z. 

Comme dans le cas d’une seule variable, cette fonction est la 
seule fonction continue des z qui , pour le point a x , u 2 ,... a n se réduise 
à b et vérifie Véquation donnée . 
a » 

Supposons en effet qu’il existe une autre fonction 

a 

<|/(zi, z 2 v z n) se réduisant également à b. Nous pouvons 

toujours poser 

<1* =r. © -f- v(z u Z 2i • • • Zn) 

v sera fonction continue comme cp et et se réduira à zéro pour 
a V a 2v a n- 

On aura simultanément 
f{z\, Zi, • • • Z„, u) = 0 /(z,, Z 2 , • • • Zn, U H- v) “ 0. 

Or il existe certainement un cercle de rayon p (nous prendrons 

a 

de plus p < p) tel que si | z t — a* | << p on puisse appli¬ 

quer à cette deuxième équation la formule de Taylor qui se réduira à 

e [ Il (*i, **.••• *»» “) 2 w ( z '> z *’ • • • z », “) -I-j = 0. 

Par hypothèse pour les valeurs a x , a m b 
d J„ (ai, «s, • • • a,„ b)?£ 0 et t> = 0. 

o U 

d 

Donc, en vertu de la continuité, pour des valeurs des z voi¬ 
sines, et pour la valeur de u correspondante, c’est-à-dire pour des 
petits arcs C* issus de chaque point a *, la parenthèse sera encore 

différente de zéro. Donc pour ces valeurs, v = 0. 

10 

De proche en proche on voit que v est nulle le long d’arcs 

finis Cj. 




COU HS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 


1 90 

L’existence de la fonction analytique u étant démontrée, en déri¬ 
vant autant de fois qu’on le veut, l’équation par rapport à toutes 
les variables, on pourra obtenir toutes les dérivées en a x , a n , b. 

La formule de Taylor, pour les fonctions de plusieurs variables, 
permettra d’obtenir théoriquement, l’expression analytique de u 
et sa valeur approchée avec autant d’approximation que l’on vou¬ 
dra, pourvu que les variables z restent respectivement dans des 
petits cercles de rayon fini suffisamment petit. 

Systèmes d’équations implicites. — Après avoir considéré le cas 

L v 

d’une seule fonction de plusieurs variables, donnons-nous 

plus généralement un système de p équations entre n variables 
z v z a ,... z n et p autres variables 7 ^, u 2> ... u p que nous allons considérer 

comme des fonctions des s. Nous allons démontrer le théo¬ 

rème suivant : 

Théorème. - Etant donné un système d'équations de la forme 

f 1 ( 21 , z 2 , • • • z n , u h ••• u p ) = 0 
z,>, • • • Ui, • • • Up) — 0 

fp(z i, z 2 , • • • Z», u,, • • • u p ) = 0 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

*2 

1° Les fonctions f 1} f r sont holomorphes par rapport à 
toutes les variables z, : , u k quand les z et les u se déplacent respectivement 
dans des aires S t , X*. 

2° Il existe un système de valeurs initiales o t , b k respectivement 
dans ces aires , pour lesquelles toutes les fonctions s'annulent 

/(«*, b k ) - 0 . 

<T| 

3° Pour ce système de valeurs le déterminant fonctionnel 

D(/i, /,, • ••/,) 

Ô(w,,u 2 , • • • u p ) 

est différent de zéro. 

*în ces conditions sont remplies , on peut déterminer un rayon 

p suffisamment petit , te/ que , pour toutes les valeurs des z satisfaisant 
à | z t * — - | <C p, i7 existe un système de fonctions 

u 1 = ?i(zi, z 2 , • • • z n ) \h — cp 2 , • • • u p = <p p (z!, z 2 , • • • z„). 
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1° Holomorphes pour ces systèmes de valeurs , se réduisant respecti¬ 
vement à b v 6 2 ,... b p pour les valeurs %, a n et vérifiant identique¬ 
ment les relations 

fi(% i> * * * Zn, Wj, * * * Up) = 0 (i == 1,2, • • • p) 

cr «.4' 

2° Les dérivées partielles de toutes ces fonctions par rap¬ 

port à la variable %i s'obtiendront en résolvant un système de p équa¬ 
tions linéaires compatibles tant que le déterminant fonctionnel sera 
différent de zéro . 

Le théorème ayant été démontré pour le cas d’une seule équa- 

a > v 

tion déterminant une seule fonction, il est naturel de 

procéder par récurrence. Nous allons donc supposer le théorème 
établi dans le cas de p équations et nous démontrerons qu’il est 
encore vrai pour un système de (p -|- 1) équations. 

5 » h 

Soit donc un tel système 

fi (zi, * * • z», Ui, • • • u ;j , u^,) = 0 

fv ( z l> * * * Z M , H|, • • • u f) ^, ) — 0 

• * • zUt, * * * U,> f l) ~ 0 

a 2 • 

tel qu’il existe un système de valeurs a n , /q,... bp, b v +1 

annulant à la fois tous les /. De plus pour ce système de valeurs 

!>_(/., h ' W>.+iJ ^ 0 . 

D(u t , u 2 , * • • u^t) 

d 

Ce déterminant fonctionnel n’étant pas nul, l’un des mi- 

. . ... ^ 

neurs du premier ordre au moins est différent de zéro. Il 

TZ 

est naturel de le considérer puisqu’il est indispensable à la 

condition d’existence dans le cas de p équations. 

On peut évidemment supposer que c’est le déterminant 

•••/,>) B 

D(ui, M 2 , • • • U Jt ) 

? 

Il suffit, en effet, de noter convenablement les équations et 
les variables u. 

Ce déterminant étant différent de zéro, pour les valeurs a t , b k , et 
le théorème étant supposé démontré dans le cas de p équations, 

«, h 

les p premières équations détermineront p fonctions u x , u g ,...w p 
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des (n + 1) variables z l9 z 2y .. zn , u p+1 et satisfaisant identique¬ 
ment aux p premières équations, sous des conditions de la forme 

|l zi — a f | < p | Mj ,. m — bj+ t | < p. 

Soient 

U { = * • . Z„, M p+1 ) 


Pour ce système de fonctions, les p premières|équations seront 

identiquement satisfaites. Il suffit donc de satisfaire à la 

dernière équation. 

a 

Substituons ces valeurs dans la dernière équation. Elle de¬ 
viendra 

f p f-i( 2 n * * ’ z ih 4*0 ' 1 * 2 ? * * * Mpi-t) z== 9. 

Nous la désignerons par 

* „ ---Zn, U p +,) = 0. 

°1, S* 

11 ne reste plus qu’à démontrer que cette équation peut 
définir une fonction implicite u lt+l des n variables z. 

P 

1° Or, pour les valeurs a t , les fonctions '| x , se 

réduisent respectivement à b l9 b 2y ... b n . On a donc 


tu 


90 


r \ a h «2, ’ * * ( ,) f v + X {a i, « 2 , ‘ * * 

Ce résultat est nul par hypothèse. 

11 faut considérer les dérivées partielles • 


Or elles existent, puisque/ P+1 admet des dérivées par rapport 

à toutes les variables, et nous supposons que <jq,admettent 

tu 

des dérivées par rapport à Zj, z 2 ,... z n < u p+1 . Donc F admet 

bien des dérivées par rapport à toutes les variables s et w p+1 . 

^2, S 

d° Enfin, il faut encore considérer la dérivée partielle 

ft F 

dUp^x et montrer <l ue cette dérivée est différente de zéro pour 

les valeurs a iy b p+1 . 

a 

On peut prendre cette dérivée, en considérant F comme une 
fonction composée 

fP+i[ z ii *2 ' * * Z n , 4*1 > 'W* * * ’ 'Pn» Wp-fi) 

des z et de u p+1 par l’intermédiaire de <p lr .. ÿ n . 
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<>F __ àf p± i du t ^ df £ +a # *U%_ + ( 


f i dn p d/p-fi 


^Up .(-1 ôWp ÔW2 ô1 dup dllp ~|_i 

Il faut donc calculer les dérivées de par rapport à 

a 2 

Mais, le théorème étant supposé démontré pour les p fonc¬ 

tions, leurs dérivées par rapport à u p+1 s’obtiennent, nous le suppo¬ 
sons, parles relations 


% 

. M U J 

• 4- d/ ‘ 

dU p 


= 0 

dlii 

dllp-\- i 

dU p 

dU }) . fi 



^/p_ 

dUi _ 

dUp^. | 

, . 4 . d /p 
dllp 

ÔU p 
dMp 4-1 

+ 

f)u P 4i 

-=0. 


En somme, il faut tirer les dérivées ~-- i - de ce système 

b¥ 

d’équations compatibles et les substituer dans ^ . Autrement 

dit, il faut éliminer entre ces (p -f- 1) é(juations, les p inconnues 

*Ui 0 . , 

--, ce qui donne 

I ®/i iV_t ..._<>/« _a/i . I 


*u 9 ... 

dU i ’ 


d tj> . . . 

i)U i ’ 

«V }i4-t 1 


^/h_i _ <d'_ 


En développant ce déterminant d’après les éléments de la 
dernière colonne, on obtient 

D(/../«,--/h-i) _ *F' . = o. 

.l)(iij, U'2f * * * du P .} J D^Wj,* * * Un) 

Si . 

Or, par hypothèse le premier déterminant est différent de 

zéro pour les valeurs a*, bj , 6 P+1 , On aura donc bien pour ces valeurs 

.f (a,; b jt Vu) ^ 0. 


De l’équation F(z x ,... z n , u p +i) = 0, on peut donc bien déduire 
une fonction 

W P 41 = * 2 , * * * 2 „) 
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holomorphe dans de certains cercles, se réduisant a /> p+ ipour ~ a*, 
et satisfaisant à ¥(z u ... z p , iip+x) = 0 , c’est-à-dire à la (p + \ ) ème 
équation. 

rj b'n 

Si l’on substitue à son tour cette expression de u v +i dans 
les fonctions 


U} { Up~ j_i) 


ces fonctions se transforment en fonctions de ~ 2 ,... ~n seulement. 
Ainsi restreintes, elles ne cesseront pas de satisfaire aux p premières 
équations, la dernière étant déjà satisfaite ; elles se réduisent encore 

TT 

à b 1) à 2 ,... h p pour a v <7 2 ,... a n , puisque pour ces valeurs 

u p+l se réduit lui-même à b p+1 . 

a 

Enfin, calculons les dérivées des fonctions n 2 ,... u p , u r +1 ; 

'\> v admettant des dérivées par rapport à n lr .. z n et n p + 1 , et 
d’autre part, u r+1 définie par 


F(si,- • • z n , u p 4 . 1 ) 0 , 

d 

admettant des dérivées par rapport à s l7 r 2 ,... z n , il est certain 

<jue u v //. 2 ,... u p , Up+i admettent des dérivées partielles par rapport 

X 

à toutes les variables z. Ces dérivées se calculeront donc en 

dérivant toutes les équations (qui deviennent des identités si 
on remplace les u en fonction des z), par rapport à la variable corres¬ 
pondante 


*>/, an, ^ o/i ù u* ^ dfi du p ^ <)/, du v -11_Q 

dll l dZ/ t A U 2 dZ k dll), dZ/, dU p j..j[ ôZi, 

La règle de calcul des dérivées que nous avons supposée 
pour p, est donc, aussi, générale et le théorème est entièrement 
démontré. 


Expression analytique des fonctions cp. — L’existence des fonc- 
tions holomorphes cp étant démontrée, on peut obtenir l’expression 
de ces fonctions par leur développement suivant la formule de 
Mac Laurin. 

9, So 

Il suffit pour cela d’avoir l’expression des fonctions u et 
de toutes les dérivées partielles successives, pour un système de 
valeurs initiales. 

Si nous prenons pour valeurs initiales, les valeurs n l5 a 2 ,... a n , la 
valeur initiale de la fonction u k est b k . 
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a 

En dérivant les équations f 1 = 0... / p+1 = 0 par rapport aux 
variables z, on pourra calculer successivement toutes les dérivées 
partielles, en particulier en cq. u 2 ,... a n . 

lü 

On peut donc, théoriquement du moins, obtenir les expres¬ 
sions des <p. 


Théorème. — Le système est unique. Le système de fonctions 

continues (pj, cp 2 ,_<p p est le seul qui satisfasse aux équations 

/i — 0, / 2 — 0,... f v 0 et se réduise à Zq, /q.... b v pour a lr .. a n . 

Oj a 

Si, en effet, il existait un autre système i}q,']q,... ^ p , on 

pourrait poser 

'W — ?/. "H F/ f 

les étant également continues et. se réduisant à zéro pour les va¬ 
leurs a { . 
o 

On aurait simultanément (en supprimant l’indice) 


/(*!, «a,• ‘ 9 i, • • • 9,,) “ 0, /(z,, z,,,• • • z,„ cp, i 4- *q) = 0. 

'h # # • 

Cette deuxième équation sc développerait par la formule 
de Mac Laurin. En la réduisant au deuxième terme et tenant 

O 

compte des premières équations. on aurait 


au i 


*'-4-, 

au 2 


H- 



cVq, 


toutes les dérivées étant prises pour des valeurs intermédiaires 
entre el <p 1 + <q,... <p p H. + p yJ . 

On obtiendra ainsi p équations linéaires et homogènes en 


*q, e 2 ,... r p . 

Or, pour les valeurs initiales %, ... a n . tous les 9 s’annulant et les <p 

se réduisant à Zq, é 2 ... It p , le déterminant des fonctions / 1? / 2r .. f p 

, , 1)(/|, /.,••• /„) 11 

est aussi voisin qu on le veut de rw 

U(ui, u>>, • • • u p ) 

valeurs a*, b k . 

P 

Il est donc différent de zéro. Les équations donnent donc 


pour les 


*q — 0, r= 0, • • • Vp = 0. 

U) 

De proche en proche, et tant que le déterminant fonctionnel 
sera différent de zéro, les 9 seront donc tous constamment nuis. 
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*1> ^1 


Fonctions inverses. — Considérons un système de n fonctions 
holomorphes 

Ui == <?i(Z|, • • • Z») • • • U n = <?„(*,, Z», • • • Z„). 

Supposons que pour les valeurs a 1? ... a n , elles prennent 
les valeurs 6 1? &»• Supposons ?2î --" n -| ;^0 pour ce système 

L'{Z\, Z 2 , * * * Z n ) 

de valeurs. 

î 

On peut considérer ce système d’équations comme 
définissant n fonctions implicites. 


Zi = • • • U n ), Zi = ^ 2 (U|, • • • U iy U n ) • * • Z„ = • * • U„) 

TT 

se réduisant à a t , a f ,... a n pour les valeurs 6 X , 6 ?J ... fc w , puisque 

le déterminant fonctionnel des cp par rapport aux z g n’est pas nul. 

Ces fonctions tp ainsi définies s’appellent les fonctions inverses 
des fonctions <p. 


Tous ces divers procédés : fonctions implicites, fonctions inverses, 
systèmes de fonctions implicites, nous ont donné de nouveaux 
moyens d’obtenir des fonctions d’une ou de plusieurs variables. 

Nous allons étendre encore considérablement la notion de fonc¬ 
tion en considérant des intégrales de fonction de variable complexe. 


VI. — PÉRIODES POLAIRES 


Intégrale. 

la relation 


Considérons deux variables complexes z , u liées par 


du ■ 


P (z)dz 

’ s/m' 


P(z) étant un polynôme et R(z) un polynôme de degré n n’admet¬ 
tant que des racines simples. 

R (If = aoZ n -h aiz n “* -h - f- On = a 0 (z — e 4 ) (z — e 2 ) • * • (z — e n ). 

Si nous nous donnons la valeur initiale u 0 , correspondant à la. 
0 

valeur initiale z 0 , nous aurons 
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o, <T a 

En raison des points critiques, l’intégrale pourra dépendre 

du chemin parcouru par la variable z, et pour une même valeur 
de z, on pourra donc avoir diverses déterminations de u. 
a,v 

Cherchons quelles sont ces déterminations quand on fait 

varier la ligne d’intégration. 

Les points critiques de la fonction et par suite de l’intégrale sont 
les points e lf e 2) ... e n . 

Nous les numéroterons par ordre d’argument croissant en partant 

d’une direction quelconque issue de z 0 . 

a 

Entourons-les de petits cercles c 1 ,c iv ..c n et traçons à partir 
de chacun d’eux une « coupure ». 

*2 . - 

Le radical y/R(z), a, en chaque point, deux détermina¬ 

tions égales et de signes contraires. 

Dans le plan coupé, ces deux déterminations sont monodromes 
et peuvent être suivies par continuité. Nous les désignerons par 

-h v/R(*) et —VR(z). 


Soient l lf Z a ,... Z» des lignes droites allant de z 0 à chacun des points 
* 1 * e 2v - e n . 


*2 

Les intégrales 



existent. 


Enpartantdelà même valeur +v/^( z o)j désignons-lespar I a ,I 2 >-- I n * 

Enfin, nous appellerons « lacet » L* du point e k) le 

chemin formé de la ligne Z*, du petit cercle c* décrit dans le sens 
direct, et de la ligne de retour Z* 1 . 

0CJ 0 

Calculons l’intégrale le long d’un tel contour. Si 

nous partons de z 0 avec la détermination + y/R(z 0 ), l’intégrale 
prise suivant Z* est égale à I K . 

h 

L’intégrale prise suivant c* tend vers zéro lorsque le ra^on 

7C 

du cercle tend vers zéro, puisque 




Enfin* après avoir décrit c*, 


la détermination du radical 
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ayai^t changé de signe, et le sens ayant également changé, 
l’intégrale de retour j* est encore égale à I*. 

(U 

L’intégrale prise suivant le lacet considéré est donc égale à 
21*. Il est clair que nous aurions obtenu le même résultat si nous 
avions parcouru le lacet en sens inverse, à la condition de prendre 
toujours pour valeur initiale + V^( z o)* ^ est c l a i r enfin que nous 

obtiendrons encore la même valeur, si, au lieu du lacet, 

nous prenons un contour quelconque, comprenant le point e* à son 
intérieur et ne comprenant pas d'autre point critique . 

Diverses valeurs de l’intégrale. — Supposons maintenant qu’après 

a i 

avoir parcouru le lacet L*, nous parcourions un autre 

lacet hj mais en suivant toujours par continuité, la même valeur 

du radical. _ 

Si nous partions de z Q avec la détermination + y/R(zq), 1e lacet hj 

Pf° 

'donnerait une intégrale égale à 2Ij. Mais 'la détermination 

du radical a changé de signe lorsque, après avoir tourné autour de e* 

d 

on revient au point z 0 . Il en résulte que lorsque z décrira 

le lacet Lj, on obtiendra pour intégrale — 21 ; >. 

tu 

L’intégrale totale est donc égale à 21* — 2I ; . Chacun de 
,ces lacets peut être déformé, par continuité, en un contour quelconque 

* 

n’englobant que e* ou L’ensemble des deux contours, 
peut être déformé en un seul contour qui repassera ou non, inter- 
médiairement, par le point z 0 et qui ne renfermera que e* et ej. 

5 

Considérons enfin un chemin quelconque allant du point z 0 
au point z quelconque. Nous désignerons par I(z) l’intégrale obtenue 
en faisant décrire à z le chemin direct ZqZ en partant de la détermi¬ 
nation initiale + y/R(z 0 ). 

? 

Supposons, par exemple, que ce chemin rencontre k des 
coupures, celles des points e a , ep,... e ^ en des points r«, rp,... r {x . 
Entre deux des coupures, prenons sur le contour des points quel- 

a 

.conques, m a , m^... et joignons-les au point z 0 . 


Nous 
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pouvons, sans changer la valeur de l’intégrale, remplacer le con¬ 
tour donné par le chemin 

Z 0 r a w a z 0 -+* z o m a r p w pz 0 • • • -f- z 0 m^ x _ir^m^Zo ■+■ z 0 Z. 



5 i.*2 

Les intégrales suivant les divers contours fermés partiels 
auront pour valeurs, d’après ce que nous avons dit, 

2 I a — 213 -h 2 I y ... + (-ir 2 I^(-lfI( Z ). 

O» 

On a donc, suivant que le nombre de lacets rencontrés k 
est pair ou impair, 

u — Uq — 2l x — 2Io .*• — 21^ -f- I(z) 

U Uq = 2l a 21 ^ H- ... h- 21^ — I(z). 

Désignons par Wj, a) 2r .. les différences 

ü)| = I 2 — I A w 2 = I 3 — Ii • * * to n _! = ï„ — II. 

Par suite 

_ = “a — 1 “P — 1 la = Il + tt !-f 

O 

Si le nombre de lacets traversés est impair, on aura une 

expression de la forme 

u — u 0 — 2miO) l h- 2 7712 w 2 H- • • * -f- 2m„_iü), l _ 1 -h 21^ — I(z). 
o 


S’il est pair, 

u — u 0 = 2mio>i -H 2m^2 -4- • • • -+- 2m n _iw„.i -+- I(a). 
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Nous appellerons « période » toute expression de la forme 

2ü = 2m iü), • • • -h 2m M _i i 

m t> m 2 , m n étant des nombres entiers positifs ou négatifs quel¬ 
conques. 

D’ailleurs, 

21^ = 2I| + 2w^__| = 2Ij -4~ période. 

R 

En résumé toutes les déterminations possibles sont de l’une 
des formes 

u — u Q = période -4- I(z) 
u — u 0 = période -4- 2b — I(z). 

♦ 

Il faut bien remarquer que ces périodes sont indépen¬ 

dantes du point de départ choisi. 

En effet, on a par exemple 


= I 2 — b. 


Si donc, nous considérons un contour fermé passant par z 0 et ne 

ot 

renfermant que e l5 e 2 , on pourra le déformer sans modifier 

l’intégrale, à la condition qu’il ne renferme toujours que les 

a 

deux seuls points critiques e 1 , e 2 , En particulier, on pourra 

réduire ce contour à un contour infiniment aplati allant du 
point e x au point e 2 . 

Sous une autre forme, si l’on décrit le triangle z 0 e 1 e 2 se rappro¬ 
chant autant qu’on le veut dee ly e 2 mais les laissant à Vextérieur , en 
d’autres termes si en e 1} on prend pour détermination du radical, celle 

qui avait pour valeur en z 0 , + y/Û(z 0 ), pour ce triangle, 

or 

la fonction n’y ayant aucun point critique, on a 


b -t- 


Je ! 


Donc 


r 2 — ii = f " 2 -J--dz. 
J., v'RM 


Les périodes sont donc bien égales aux intégrales prises sui • 
vant les éléments de droites e y e 2 , 
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Le résultat que nous avons obtenu peut être présenté de façon 
plus expressive encore. 

Si l’on envisage la relation entre u et z, on voit que, à une valeur 
donnée de z peuvent correspondre, d’après la première formule, 
une infinité de valeurs de u. 


u — u 0 ■= période -h î(z). 


P, $ 

Mais inversement , on peut dire que, à toutes les valeurs 

de u comprises dans cette formule , correspond la même valeur de z. 

$ . 

Si donc Von considère z comme une fonction de u , on voit que 

cette fonction z = 4>(u) satisfera à la condition 

*(U 4- 2Q) r= 


U» 

La fonction admet donc les (n — 1) périodes 2^, 2w 2j ... — x 

et par suite la période générale 2Q, 

Il est d’ailleurs possible que ces périodes ne soient elles-mêmes 
pas toutes distinctes. 

Considérons en effet, d’une part un contour fermé partant de z 
et renfermant tous les points critiques, d’autre part le lacet de l'infini 


A formé de la façon suivante : 

Une coupure z 0 a extérieure au premier contour, partant de z 0 , 
allant à l’infini, puis un cercle de rayon R que nous ferons croître 
indéfiniment, enfin le chemin de retour bz Q . soit le contour z 0 ambz 0 . 

... 

La fonction n’avant aucun point critique entre les deux 
régions considérées, les intégrales prises dans le même sens sont 
égales. On a donc 



e.*i 


Considérons les deux intégrales 


Si 


p 


et 


r* o 
)b 


Lorsqu’on revient en b après avoir décrit le cercle,le radical 
+ y/R(z) a subi n changements de signe. D’autre part le chemin 

to 

d’intégration étant inverse, on a donc 


C* o r a 

~ (- l ) w+1 • 

J b Jz o 


Les deux intégrales se détruisent si n est pair. 
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P 

D’autre part, si R est infiniment grand, la fonction devient 

n ü) 

infiniment petite d’ordre ^ — P> P étant le degré de P. Si 

^ — p > 1 c’est-à-dire n >» 2p -t- 2, 

(U 

tendra vers zéro. Donc si n est pair, le premier membre 

pouvant être rendu aussi petit qu’on le veut et étant d’ailleurs 
constant, est rigoureusement nul. 

21, - 2 I a -h 2 h -21„ — 0. 

D’où 

2w, — 2 lo ., ~h 2o> ; ,... -i- 2<o„_ 1 = 0. 

O 

Si n est impair, 

‘ 21 . - 21 ,-+- 21 ,, — 2 ( °\ 

, 'o 
R 

On peut donc écrire dans tous les cas 



ou 


u — u 0 — I(z) -f- .*• --j- 2 /tiio)j 


u uq — 21, — 2I(z) ~t- 2m.<o, ... 2 


l -étant le plus grand nombre pair inférieur à n. 
Exemple. — Soit 

Ç z dz 

u = 

J 0 


V/l •— z 2 


en prenant u 0 — Zq — 0. 


Les points critiques de la fonction sont e x = I, r 2 =-= — 1. Choi¬ 
sissons la détermination du radical qui se réduit à + 1 pour z — 0. 


La fonction inverse de u — ( I>(z 


admettra une période 


Z, 


+ VJl„=-2*. 

v/l - z 2 


D’ailleurs l x —- ^ 


Les diverses valeurs de u sont donc 

u = I(z) -f- 2mu u = 11 — I(z) 4- 2mTt. 
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P 

On retrouve donc les propriétés de la fonction inverse de 
u = arc sin z. 

Remarque. — On voit que la fonction inverse z = $(w) jouit 
d’une propriété plus caractéristique que celle de la fonction u = cp(z). 

Comme l’a pensé Abel, elle doit donc être plus simple à étudier : 
on le voit bien par l’exemple de la fonction z = sin u. 

Points critiques de la fonction inverse. — Dans le cas général, 

recherchons quels peuvent être ses points critiques et leur 
nature. 

Nous posons 

Soit u x , z v un système de valeurs simultanées de u et z. 

«.P 

Il faut avoir le développement de {u — u 1 ). Nous sommes 
évidemment amenés a priori à distinguer les cas où z 1 , est ou n’est 
pas racine de R(z), racine de P(z), et le cas de z infini. 

$1 

1° Supposons z x non racine de R(z) ni de P (z). 

Aux environs de cc point, on pourra écrire 

1 

TSt-t = «0 + “i( z — z i) H- 

vR(*) 

P(z) = b 0 + i,(z — Zi) -+- • • • 

D’où 

-7^7= = Co +• Ct(z — Z|) H- 

V/R(z) 

Si z x n’est pas racine de P(z), c Q çzt 0. 

On a donc l’égalité 

du == [c 0 -h Ci{z — z 0 ) -4- • • • ]dz. 

p 

La série du second membre étant uniformément conver¬ 
gente dans un certain cercle de centre c x , on peut l’intégrer et 011 
obtiendra 

u - Ui = c 0 (z — Zi) -f- ^ (z — Zi) 8 - 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


14 
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^i. *2 . 

c Q étant différent de zéro, on peut renverser la série et on 

obtiendra pour (z — Zj), un dévelo]>pement de la forme 
z — Zi — di(u — u t ) -f- dî(u — uj) 2 

tü 

Le point u x est donc un point ordinaire pour la jonction z(u). 

*i,ï 

2° Si z x est racine de H(z), par exemple si z x = e u aux 

environs de ce point, on pourra écrire 


Donc 


1 _ 

K'Uiz) ~ y 7 


- fn 0 “4- U[(z — Cj) -+-••• ] 
'T 


a 


PR 

vH(z) 


1 i + 

VS — Ci 


hi(z 


-««) 



Kn intégrant cette équation, nous obtiendrons 


u — m =2 b Q \Jz — ei -I- (s — e,) 2 -+-••• = \/s — <U l‘^ 0 -t- • • • 
Kn élevant au carré, 


(u — u,) 2 = c 0 (z — Ci) -+- Ci(z — C,) 2 -+-••• 

r "l, *2 

Par suite en renversant la série, nous aurons 
z — ci — d 0 (u — U|) 4 -t- d*(u — u t ) 4 -4- 

tu 

Le point u ly est donc zéro double de la jonction (z — c x \ 

C 

d° Enfin supposons % racine d’ordre oc de P(s). 

cr 

Nous aurons aux environs de ce point 
du = c 0 (z — s,) a 4- • • • 

et en intégrant 

« — «I = LLï ( ï ~' z, ) a + 1 + ••• 

' 1 

Kn renversant la série, on sait qu’on obtiendra un dévelop- 

* 1 

peinent de (z -— z x ) y suivant les puissances entières de (u — ^i) a + 1 . 

OJ 

Le point u x est donc point critique algébrique pour la fonc¬ 


tion z. 
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\° Etude à l’infini. 

Pour z très grand, 

y l'dz , , 

liH = ~ ( a " Z ■+■ a ‘ Z ‘ + 
V«(*) 


nous pourrons écrire 




bftZ ^ -h b{. 


' “H CjZ 


D’où en intégrant 



u u-i — do(z —f- di(z — Z \) ^ —H • * • 

K afin 

_ 2_ 

(u — u,) 2 /' + z — "= [e 0 + e ,( z — Zl ) _l + •••](* — z,). 

O 

2 

En posant (m — ^i) 2/> + 2 " = on aurait pour (s — Zj), 

in développement de la forme 

z — s, = /_ t e 4- /„ 4- U • * H- fi ~ H- 

(0 

Le point sera donc encore point critique algébrique à 

2 . . 

noms que ,> , ne sot£ entier. 

1 2 p -h 2 — n 

P 2 

Eu particulier si j) 0, il faut <jne 2 'SI 7 J l soit entier, ce 

jni donne n = 3 ou /i = 4. 

o 

Si /y, 'i, ou aura 

(u — Ri) -1 = (s — Zi)[e 0 -f- Ci(z — Zi) -1 + • • • J. 

D’où 


(z Zj)- 1 = {A i(u U i) -+- p a (u — Ml) 2 ■+■••• 

(0 

Le point h x , est donc polo, simple de z — z v 

h 

Si n = 3 

(u - Ui)’" 2 = (z - Zl)[eo -H 6i(z — zi)"” 1 -+-•••] 

(Z —- Zi )" 1 = |A,(u — u,) 2 -H JA 2 (m — Mi) v -+-••• 

Le point u x est pôle double. 

Dans ees deux cas, la fonction z = <I>(n) admet deux périodes. 
Si n —- 3, on peut ramener le polynôme R(z) à la forme 

R( z ) = 4z 3 — giZ — g 3 = 4(z — 6i)(» — e*)(z — ej. 
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r e 2 

c.s , 

J *'\ * Jr>i 


On peut démontrer que le rapport des deux périodes 
est nécessairement imaginaire. 

Si n = 4, nous avons vu qu’on peut ramener H(s) à la 

forme bicarrée 

R(z) = (1 — **)(! - *V). 


L’étude de ces fonctions constitue l’étude des fonctions ellip¬ 
tiques ou fonctions doublement périodiques. 

Nous n’entreprendrons pas cette étude, extrêmement intéressante 
et d’applications nombreuses, mais qui sort du programme que nous 
nous sommes fixé. 

Nous en avons terminé avec l’étude des fonctions de varia¬ 
bles complexes. 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


Sommaire. 

Equations du premier ordre : Equations les plus simples. — Facteur intégrant. 

— Equations homogènes. — Equation de Darboux, de Jacobi. 

Equations linéaires : Méthode de variation des constantes, du facteur intégrant. 

Equation de Bernouilli, de Riccàti : Propriétés. 

Equations non linéaires. — Diverses méthodes d’intégration. 

Equation de Lagrange — de Clairaut. 

Problème des trajectoires. — Applications. 

Relations entre les intégrales d’une même équation : Application aux transcen¬ 
dantes. — Equation d’Euler ; méthode d’Abel. 


Généralités. — On appelle « équation différentielle » une relation 
entre une variable indépendante, une ou plusieurs fonctions de 
cette variable, et certaines dérivées de ces fonctions. 

On appelle « système d’équations différentielles » un système 
formé de telles équations. Le système sera complet , si le nombre 
d’équations est égal au nombre des fonctions inconnues ou plus 
exactement si le nombre d’équations permet de déterminer à des 
constantes près, foutes les fonctions inconnues. 

On appelle « équation aux dérivées partielles » une équation entre 
plusieurs variables indépendantes, une ou plusieurs fonctions de 
ces variables et certaines dérivées partielles de ces fonctions par 
rapport à ces variables. 

Nous avons montré au début du cours, comment se formaient de 
telles équations : 

X . . *2 i 

Pour une équation différentielle, étant donnée une 

famille de fonctions dépendant de n paramètres,.définie par 
(1) f{x , y, a if a 2 , • • • a n ) = 0, 
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en éliminant ces n paramètres entre la relation (1) et les équations 
dérivées successives jusqu’à l’ordre n au plus. 

^2 

Pour les équations aux dérivées partielles, en éliminant 

des fonctions arbitraires de ni variables entrant dans la définition 
de familles de fonctions de n variables (n ^> ni). 

On obtient également une équation différentielle en cherchant à 
déterminer une courbe par certaines propriétés relatives à des élé¬ 
ments de cette courbe; arc, rayon de courbure, sous-tangente, sous- 
normale, etc. 

De meme, une équation aux dérivées partielles s’obtiendra en 

X 

cherchant à déterminer une surface par certaines propriétés 

relatives à cette surface, arc,, rayons de courbure, longueur de la 
normale, propriété du plan tangent, etc. 


I. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 

Equations les plus simples. — Avant meme de montrer l’existence 
de solutions d'un système d’équations différentielles donné, ou 
d’équations aux dérivées partielles (ce qui serait le plus logiqne), 
nous allons d’abord et pour avoir une idée du problème, résoudre 
les cas les plus simples d’équations différentielles. 

Nous supposerons d’abord qu’il n’y a qu’une seule équation et 
qu’une seule fonction inconnue. Nous supposerons que cette équa¬ 
tion est du premier ordre, c’est-à-dire qu’elle ru; renferme que la 
dérivée première de la fonction inconnue. 

Enfin nous pouvons supposer que cette équation est réso¬ 

lue par rapport à cette dérivée première, de sorte qu’elle peut se 
mettre sous la forme 

Ê = y ] - 

*2 

Nous avons déjà résolu le cas le plus simple, celui où le 
second membre cp (#, y) ne dépend que de x : y s’obtient par une 
quadrature. La solution générale dépend d’une constante arbitraire. 

P 

Elle est telle qu’on peut disposer de la constante de manière 

que, pour une valeur donnée de x, soit .r 0 , (zéro par exemple), la 
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fonction prenne une valeur y 0 arbitrairement choisie. On a ainsi la 
solution 



5 

On pourrait envisager ensuite l’équation 



7t 

mais ce cas se ramène au précédent, en échangeant le rôle 

des variables et considérant x comme une fonction de y. 

L’équation s’écrit 


dx _ 1 

dy ~~ 9iy) 


= ?i(y). 


Dans le cas général, l'équation (1) peut s’écrire plus symétri¬ 
quement 

(!') M(-r, y)dx N(ar, y)dy = 0. 


Les deux formes se ramènent visiblement l’une à l’autre. 

On intégrerait immédiatement cette équation si l’on avait 
la condition 


»M _ î>N 
ày àx 

TC 

En effet, le premier membre de l’équation serait alors la 
différentielle totale exacte d’une certaine fonction w(.r, y) qui 
pourrait s’obtenir par deux quadratures 


C x C y 

u — J M(x, y)dx -h J N(a, y)dy. 
L’équation pourrait donc s’écrire 


du — 0 

et par suite, on aurait 

u = const. 


*2 


Nous savons d’ailleurs que le résultat de cette double quadrature 
se met sous la forme 


y) — F(«, b) = u(x, y). 
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Dans la solution de l’équation différentielle, toutes les constantes 
se groupent ainsi en une constante unique 

F(a, y) = const. 

la fonction F(x,y) étant parfaitement déterminée. 

? 

On voit que la solution la plus générale dépend d’une 

seule constante arbitraire. On peut en disposer de manière que, 
pour une valeur donnée de x , soit a* 0 , y prenne une valeur arbitrai¬ 
rement fixée y 0 , à la condition que F(r 0 , y 0 ) soit bien déterminée. Il 
suffit de prendre 

C = F(#o, 2 / 0 ). 


Cas général : Facteur intégrant. — Euler s’est proposé de ramener 

le cas général au cas particulier que nous venons de traiter, 
en multipliant toute l’équation par un facteur à déterminer y.(x,y). 

Si 

Si cela est possible, on devrait avoir, pour la nouvelle équa¬ 
tion, 

(2) t uM dx -H \±Ndy — 0 

? 

d i_ <>GfN) 

' ' ày àx 

En développant cette équation, on obtient 

(3') M--- — N — -+- (i ( — — — ) = 0. 

V ' dy àx \ày ÜX ) 

P 

C’est une équation à laquelle devront satisfaire la fonction 
y.[x,y) de deux variables et les dérivées partielles du premier ordre 
de cette fonction. C’est donc une équation aux dérivées partielles. 

Il semble donc que l’on ait compliqué le problème. Ccpen- 
? 

dant il suffit de remarquer que nous n’avons pas besoin de ré¬ 

soudre entièrement l’équation (3 ; ) et d’en connaître toutes les solu- 

71 

tions, mais seulement une solution particulière quelconque. 

On peut à cet effet, voir si l’on peut déterminer des solutions satis¬ 
faisant à des conditions supplémentaires données, par exemple, des 

solutions ne dépendant que de x ou de y ou de etc. 

D’ailleurs nous allons montrer que, si nous açons pu déterminer 
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♦ 

une solution p.(x , î/), nous pourrons en déduire toutes les autres . 

^a 

Soit, en effet, une autre solution p.i(x,y). Pour mettre en 

a 

évidence la connaissance de la première solution, p, nous 

prendrons cette deuxième solution sous la forme p[x,y) X v[x,y). 

Nous devrons donc avoir 


ft(tJtvM) 
d 2/~ ' 


bX 


si r on développe cette équation en tenant compte de (3) 
il reste simplement 


( 4 ) 


TVT<> V 

= uN —. 
by r bx 


Mais d’autre part, puisque p. était un premier facteur intégrant, 

<T, ? 

nous savons que pMdx + pNdy est la différentielle totale 

Oi, O 

exacte d’une certaine fonction u(x y y). Nous pouvons 

donc écrire 


-» *• bU 
(jiM = — 
bx 


,xN= 5 u . 


L’équation (4) devient 


bu dv 
bx by 


bu bv 
by bx 


0. 


Or, 


le premier membre est le déterminant fonctionnel des 
d 

deux fonctions u(x, y), v[x , y). Ce déterminant étant nul, 

u{x, y), v(t, y) sont donc fonctions l’une de l’autre. On peut 
donc écrire 

v (*. y) — F(«)- 

tu 

On a ainsi l’expression générale des facteurs intégrants. 

H*, = i^F(w). 

La fonction F ( u ) peut d’ailleurs être quelconque. 


Toutes les solutions. — Bien plus, supposons que nous ayons pu 
obtenir directement deux facteurs intégrants p et p ± (p 1 ne différant 
pas de p simplement par un facteur constant). 

? 

On peut être certain que si u est la solution de l’équation 
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aux différentielles totales exactes correspondant au facteur inté¬ 
grant w, on aurait une identité de la forme 


1*1 

î* 


V(u). 


O 

Or u étant supposée déterminée, la solution de l’équation 

différentielle serait u = const., on aurait donc aussi 


F(m) = const. 

(O 

On peut donc poser immédiatement 


Ui 

* = const. 

Cette relation entre x, y dé])endant d’une constante arbitraire 
donne la solution de l'équation différentielle. 

U 

En résumé : Si l'on connaît un facteur intégrant, la solution 

générale s'obtient au moyen de deux quadratures. Si l'on connaît deux 
facteurs intégrants , ta solution générale s'obtient sans quadratures. 

Kemaroue. — Si l'on a pu obtenir un facteur intégrant u, solu¬ 
tion de l’équation (d), dans l’équation différentielle, 

pM dx 4 - pN dy = 0 

le premier membre est la différentielle d’une fonction u que l’on 

<7 

peut déterminer par deux quadratures. On a alors identique* 

ment 

pMd.c f- pN dy == du. 

L’éqnation donnée peut donc s’écrire 

— du = 0. 

p 

p,d 

Elle peut être satisfaite, soit en posant du = 0, u = const. 
ce qui donne la solution « générale » dépendant d’une constante 

t 

arbitraire, soit en posant = 0 ce tjui fournit une solution dite 
« singulière » de l’équation. 


Nous allons indiquer les différents types généraux d’équations 
(jne l’on sait intégrer. 
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Faisons au préalable la recommandation pratique suivante : 

Toutes les fois que Pou a à intégrer une équation, il faut se demander 
comment interviennent x, y, y' ou encore ?/, dx, dy dans l’équa- 
lion donnée pour se rendre compte si elle n’est pas de l’un des types 
({ue nous allons étudier. 


Equations à variables séparées. - Inéquation est de la forme 
Xdx -h Y dy — 0 


X ne dépendant que de x, Y de y. 

Le premier membre est une différentielle totale exacte. La solution 


sera 



Y dy = const. 


en laissant indéterminées les limites d’intégration. 

Si l’équation est de la forme 

XY dx ■+■ XiYtdy = 0 

P t X 

elle se ramène immédiatement au type précédent ; en 

divisant le premier membre de P équation par X t Y, on obtient 

X . Y, , n 
^ dx -+- y dy = U. 

1 P 

Le facteur y. = ^ y ~ est donc un facteur intégrant. 

1 

On aurait eu des solutions singulières en posant ~ — 0 c’est-à- 
dire, soit X 1 — 0, soit Y = 0. 

7T 

En effet si y ~ b est racine de P équation Y = 0,1a relation * 
y — b donnera bien une solution de l’équation différentielle. 


Equations homogènes. — Ou appelle équation homogène une 
équation de la forme 

<‘> jH(2) 

ou 

(T) ^ M dx 4- N dy == 0 

M et N étant homogènes et de même degré en x et y . 
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On aura bien alors en effet 

M(.ï, y) — Æ”'tp N(x, y) = (^j ■ 

Les formes (1) et (1') sont bien équivalentes. 

y 

On voit que l’équation ne dépend que de y' et de 

a » v 

Cette forme de l’équation conduit à faire le changement 

de fonction u = ~ 
x 

h 

On en déduit 

dy — xdu 4- udx. 

L’équation (!') s’écrit 

o(u)dx 4- ty(u)(xdu 4- udx) = 0 
ou 

[<?(u) -h u'\>(u)]dx 4- x^(u)du = 0. 

P 

On constate que l’équation transformée est une équation 
à variables séparées : 

dx 
x 


( 3 ) 


du . 


cp(w) 4- uty{u) 


Ainsi, quelle que soit l’équation homogène, elle doit se transfor¬ 
mer en une équation de la forme 


dx 

x 


F (u)du. 


En intégrant l’équation (3), ou aura 


log x 


=-4.i 


<K») 


' 40 ) 


du 4- const. 


On est donc ramené à une simple quadrature. 

En désignant par $(u) une fonction primitive quelconque de 

— Mu) 


<ï{u) 4 - uty{u) 

( 4 ) 


, on aura, C étant une constante arbitraire 
y = Cue 6(w \ 


\ X = I 

I 2 / = ' 


On a ainsi les expressions de x et y en fonction du para¬ 
mètre u. Le problème peut être considéré comme résolu. On aurait 
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d’ailleurs la relation en I re x et y en remplaçant dans l’expression de 
x, h par ~, ce qui donne 



Ce sont là les équations des courbes intégrales. La solution, 
P 

comme on le voit, dépend d’une constante arbitraire C. 

On peut en disposer de manière que y prenne la valeur y Q pour 
la valeur donnée, x 0l de x. 

TL 

On voit que l’équation (4) représente, quand lu cons¬ 

tante C varie, des courbes homothétiques par rapport à l’origine, le 
rapport d’homothétie étant seul variable. 

iï i 

Inversement, nous allons démontrer que si l’on donne 

une famille de courbes homothétiques par rapport à l’origine, 
l’équation différentielle que vérifie cette famille de courbes est une 
équation différentielle du premier ordre homogène. 

L’équation de la famille est de la forme 

/(C®, C y) = 0 


ou encore 



a 

C désignant une constante arbitraire. Formons, suivant la 

méthode habituelle l’équation différentielle vérifiée par les fonc¬ 
tions y. 

a 

Pour cela, différentions l’équation (1) 


(2) Ofo = »'(| y-ÈLpiî. 

h 

Eliminons C entre ( J ) et (2) par simple division 
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TC 

Géométriquement, le résultat était évident. Car la relation 

a 

différentielle donnée exprime que la direction de la tangente 

en un point, ne dépend que de par conséquent est la même, pour 

toutes les courbes solutions, aux différents points de rencontre de 
ces courbes avec une droite issue de l’origine : propriété caracté¬ 
ristique des courbes homothétiques par rapport à l’origine. 

H e m a r q u k . Pour ramener l’équation à une équation à va¬ 

riables séparées dont le premier membre est alors une différentielle 

P 

totale exacte, nous avons divisé successivement l’équation 

le facteur 

1 

Mv -h Ny 

, P -, ,. ., . . M</a? H- N du 

est donc un facteur intégrant. On en déduit que + 'Sy cs ^ 

une différentielle totale exacte, ce que l’on vérifie aisément. 

Exemple. —Soit l’équation 


par x m , puis par .r[<p(n) + u^(n)] ; 

1 

x • a; M, l<p(u) -4- uty(u)] M 


h 


(a; 2 — y' 2 )dx -t- 2 xydy —~ 0. 


En posant y --- ux, elle devient 


(1 — u*)ihv f 2 u(xdu -t- » (/.r) = 0. 


C’est-à-dire 


® 1 

En intégrant, 


dx _ 2u du 

x u 2 -h 1 * 


log x ~t~ log ( u 2 + 1) = const. ou x(u 2 -b 1) — const. 

L’équation des courbes intégrales est donc : 

x 2 -+- y 2 = ex. 

Remarque. — Nous avons appelé équation homogène une équa¬ 
tion de la forme 



mais toute équation non résolue par rapport à y de la forme 
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F ( y , |) = 0 pourrait se décomposer (en la résolvant par rapport 

à y) en une ou plusieurs éqnations homogènes. 

Si celle résolution est possible, on est naturellement, ramené au 

a 

cas précédent. Mais, sans que cette résolution soit possible, 

il est parfois possible d’obtenir une représentation paramétrique de 

la courbe 


en posant 


F(X, Y) = 0 

> y =’- 


Supposons que l’on ait obtenu, en fonction d’un paramètre /, 


X 


: lUj - : 
dx 


KO 


Y 




a 

Kn éliminant y. (il suffit d’égaler les deux expressions de <///), 
on obtient 

\{t)dx — *JL(t)dx -h 

c’est-à-dire 

dx __ p'/0 

x '/JJ) - - \i(t) 

P 

Ou est donc ramené à une équation à variables séparées. 

Fn particulier si ).(/), yJj) sont des fondions ratiomudles do f, 
(la courbe F(X,Y) = 0 est unieursale) on est ramené à une intégrale 
de fraction rationnelle. 


Première généralisation. — L’équation homogène ^ = P 0llt 
aisément être généralisée. Ou peut considérer l’équation 

dy _ /(i[X t- è,?/ -|— C\ \ 

dx ^ \ ax + !/i/ + c / ’ 

a » ? 

Il suffit de faire le changement de variable et de fonction 

défini par 

fi[X -f- b^y -+- C\ —- 'fj -t- h y -f- c > 

«i 

On en déduit 

üidx -t- bidy = dr\ adx H- bdy = di 
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et par suite des expressions de la forme 

dx = A di 4- B dr\ dy = A t 4- B idr\. 


L’équation (I) devient donc 


A t dÇ 4- B x dr\ _ / t, \ 

Adk + Üdrt ~ 9 \ \)‘ 


a 

En la résolvant par rapport à 
une é(|nation de la forme 


dr\ 

dV 


? 


dr\ _ 

dî~~ 



on obtient bien 


L’équation en \ et r t est homogène. 
Nous avons dù supposer 


ab x — ba x ;zf 0 
a 

c’est-à-dire que les deux droites 

ax 4- by 4- c = 0 a x x 4- b x y 4- = 0 

o 

ne sont pas parallèles. Si elles le sont, on peut écrire identi¬ 

quement 

ax -h by = a (a x x 4- b (y) 
a i 

et par suite 

ax 4- by 4- c = — (a x x 4- b x y 4* Ci) 4~ c — ™ • 
a x a i 

a 

Posons alors simplement 

a { x 4- biy 4- c x = Ç 

on en déduit 

, — ajda; 


L’équation donnée devient donc 
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Kilo est do la forme 


dx _ 

d(- 


F(«). 


Elle s’intégre par une seule quadrature. 

Ayant x en fonction de £, on eu déduirait y par 

a x x 4 - b x y -h Ci = Ç. 
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2° Généralisation. — On peut généraliser d’une manière diffé¬ 
rente; l’équation homogène; en prenant l'équation 

Vdx -4- Q dy H- M (xdy - y dx) = 0. 

P et Q désignant des fonctions homogènes de même degré p, M 
une fonction homogène de degré m. Elle diffère de l'équation 
homogène par l’addition d’un terme eu (xdy ~ ydx). On a donc 

M =*"?(*). p = *^(*). Q = j. 

a » v 

Nous ferons naturellement le changement, de variable 




dy == tdx -f- xdt, xdy — ydx = x’ 2 di. 


L’équation devient donc 


ty(t)dx 0(1) [tdx 4- xdt ] -h Æ »»*-|'+ 2 </t 0 

c’est-à-dire 


[^(t) 4- tO(0]dx 4- .T8(t)dt 4- x m ~ J, +~dt — 0. 

Considérée comme définissant a; en fonction de /, elle ne renferme 
qu’un terme en un terme en .r, un terme en ;r! x , les coefficients 

pouvant être des fonctions quelconques de t. 

Nous verrons que c’est une équation dite « de Bernouilli » que 
l'on sait intégrer. 


Equation de Darboux, — L’équation ci-dessus peut être mise sous 
forme plus symétrique si l’on introduit des coordonnées homogènes 

X, Y, Z. 


Posons 


x = 


X 

Z’ 


y = 


Y 

Z 


Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II; 


15 
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*1 

on a 

A A 2 , y 2 , Y XdY — Y dX 
xdy — ydx — x z d * = x l d ^ = -y 2 

L’équation devient donc 

p/X Y\ ZdX — XdZ t n ,X Y\Z#/Y-YdZ 

F \ /? z ) V - - + Q > Z ’ z J /■ — 

^ M /X Y\ Xr/Y — YdX A 

Z) Z* “o 

ou, plus symétriquement, en changeant de notation, 

M(YdZ — 7JY) N(ZdX — XdZ) +- P(XdY — YdX) = 0, 

P 

M, N, P désignant des fonctions homogènes et de même 

degré en X, Y, Z. 

(Nous reprendrons la notation x, y y z). 

Darhoux a étudié cette équation dans le cas où M, N, P sont des 
polynômes de degré m. 

Si Von fait une transformation linéaire et homogène quelconque 

Or* 

6‘ur a*, y, z, Véquation transformée sera de la même forme. 

En effet, si l’on pose 

X = ax H- by cz. 

Y = ax -t- b'y -H c'z 
Z = a”x -+- b”y -f- c"z 
. P 

comme, dans 1 équation donnée n’entrent que les râp¬ 

er 

ports de x : y : z, et les différentielles de ces rapports, dans 

1 équation transformée ne peuvent entrer que les rapports de 
X : Y : Z et les différentielles de ces rapports. 

L’équation peut s’écrire 

(Na — P y)dx (Px — M z)dy +- (]% — N x)dz = 0. 

Considérons les courbes de degré (m + 1) : 

Nz — Py = 0, Px — Mz = 0, Mi/ — Na = 0. 

lous les points appartenant aux deux premières courbes 
appartiennent à la |roisième sauf les points z = 0, P = 0, 
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ü> 

Elles ont donc (m + l) 2 — m points communs que nous 
appellerons points a, les points définis par 

M _ N __ P 

x y z * 

En ces points, la direction de la tangente à une courbe intégrale 
n’est plus déterminée par l’équation. 

Il ne peut pas y avoir plus de (m + 1) de ces points oc sur une 

TC 

droite, car la droite rencontrerait les courbes en plus de 

(rn + 1 ) points : elle devrait donc faire partie de chacune des courbes. 
On pourrait supprimer le facteur correspondant. 

+ 

Mais il est possible que (ni + 1) des points a soient sur une 

+ 

droite D. Dans ce cas , nous allons montrer que Véquation de 

cette droite fournit une solution de l'équation différentielle .* 

Faisons en effet une transformation linéaire en prenant pour l’une 
des formules de transformation 


X = ax by cz, 

ax + by + cz = 0 représentant l’écjuation de la droite. 

O 

D’après la remarque faite, l’équation transformée sera 
de même forme 

(1 ) Mi(X, Y, Z)(YdZ - ZdY) +- N t (X, Y, Z)(Z dX — XdZ) 

~h P,(X, Y, Z)(XdY - Y dX) = 0. 

D’après la propriété des points singuliers oc, que nous avons 

4 » 

signalée* les points oc ont évidemment pour transformés les 

nouveaux points oc et (m + 1) des points transformés doivent être 
en ligne droite. Or la nouvelle équation de D est X = 0. 

3 

Elle doit couper les courbes 


N t Z — P,Y = 0, Pi X — Mi Z = 0, M t Y — N t X = 0 

. 

en (m + 1) points. Il faut donc que M x soit identiquement 

nul. 

L’équation se réduit alors à 

Ni(ZdX — XdZ) Pt(XdY — Y dX) = 0. 

Elle est satisfaite pour X = 0, dX = 0, 
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iû 

La droite D forme donc bien une solution de 1 ’écjnation. 
Considérons maintena|U. une é(|iint.ion entière cl homogène de 
degré p 

(2) /(.-r, y y z) = 0. 


Cherchons à quelle condition nécessaire elle pourra fournir une 
solution de l'équation. 

o 

Pour tous les points de cette courbe, la fonction /( r, ?/, z) 

étant homogène, on aura 


Pf = 

<>/ 


»/ , a/ , a/ 

• x -{- y 1 z J- 
dx * ai/ dz 


d# 


a/ 


dy 


H 


dz = 0 . 


On en déduit 


(3) 


<V o/ a/ 

d# _ ai/ _ az 

ydz — zdy zdx — Xdz xdy — ydx 


Si / — 0 est une solution, pour tout système de valeurs satis- 

? 

faisant à / — 0, on devra avoir aussi, en substituant dans 

l’équation les valeurs proportionnelles de y dz — zdy , zdx — xdz , 
x dy — y dx. 

(4) mLn^ + ]»'’Uo, 

dX dlj dZ 

d 

Tous les systèmes de valeurs satisfaisant à / = 0 satisfont 
donc aussi à l’équation (4). Or les premiers membres des équations 
étant des polynômes, on en déduit qu on doit avoir une identité 
de la forme 

M -h N -t +- \ ,?l ' == 0/ 

dx dy dz x 


Q étant un polynôme homogène de degré (ni — 1). 

Cette remarque permettra de rechercher si de telles solutions 
o 

sont possibles. Il suffit de voir si l’on peut faire l’identifi¬ 

cation. 
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Equation de Jacobi. — L’équation de .lacobi correspond au cas 
où les polynômes sont linéaires (et homogènes) en x , ?/, s. 


(ux -t- by -f- cz)(ydz — zdy) h (a t x -f- 6,// 4- Ciz)(zdx — xdz ) 

-4- (a t x 4- b,y -h Ciz)(xdiy — ydx) — 0. 


a, v 


Cherchons si cette équation peut admettre comme solu¬ 
tions des droites. 

Soit ax + fr 1 / + 7z = 0 l’é(|nation d’une de ces droites. 

P 


D’après la remarque de Darboux, 
avoir une identité de la forme 


on voit que l’on devra 


ot(ax 4- by -t- cz) -f- £(a { x -h b { y --h c t z) 

-I- y(a 2 x -h b 2 y 4- c-iz) — Q(^ -f- f py 4- yz). 


Dans le cas actuel, Q (de degré (in —- 1)) se réduit à une cons¬ 
tante S. 

En égalant, dans les deux membres, les coefficients de 
x, y y 3, on obtient 


x(a — S) 4- vttt f- y n 2 = 0 
I . *b 4- fJ (bi — • S) --h ybi — 0 
olc -t- £ci 4- y( c 2 — S) =0. 

p 

Or, ces trois équations sont linéaires et homogènes en 

*> I 3 . 7- 


I est donc nécessaire q 


ue 


a — S ai 
b b { — S 

C Ci c 2 




= 0. 


S doit donc être racine de cette équation du troisième degré. 

a 2* P 

Pour chacune des racines, les équations (1) se réduisent 

à deux, qui déterminent alors des quantités proportionnelles à 
oc, (3, y et donnent l’équation d’une droite solution de l’équation 
différentielle. Si les trois racines sont distinctes, on a donc trois 
droites solutions de l’équation. 

Nous allons montrer que Von peut en déduire la solution 
générale de Véquation différentielle. 
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a 

Faisons en effet une transformation linéaire, en prenant 
comme nouveau triangle de référence, le triangle formé par ces trois 
droites correspondant aux trois racines distinctes, S x , S a , S 3 . 

X = a y x -h Pi y -f- Yiz = 0 
Y — a 2 x -h pa y *+■ Y'-* 2 = 0 
Z = a A x 4 - p 3 î/ -h y 3 z = 0 . 

Faisons la substitution. Le calcul semble devoir être très 
compliqué puisqu’il faut résoudre (ou supposer résolue) l’équation 
en S, résoudre les trois systèmes analogues à (I) pour avoir « l5 jS x , y 1} 
a 2 > @ 2 ) 72 ) rjL %. p 3 > 73 ) résoudre ensuite le système ci-dessus par rapport 
à x y î/, z et substituer enfin dans l’équation différentielle, les va¬ 
riables et leurs différentielles. 

Ce calcul se fait très méthodiquement assez simplement. Il faut 
calculer les différences 

ô i = ydz — zdy, ô 2 = zdx — xdz , £ 3 — xdy — ydx. 

Nous désignerons par A lf A 2 , A 3 lcs différences correspondantes. 
Enfin, nous emploierons la notation abrégée connue 

P2Y3 — PaYs = (P*Ys). 

a i 

En différent iant les deux dernières équations du système (II), 

<7 

et faisant la combinaison*A x = YAZ — ZAY, nous avons 

Ai = (paY3)^t -t~ (Y^)^ -t- ( a 2p3)^3« 

De même, par simple permutation circulaire des indices, 

A2 = (P3ï,)ôi *+* (Y3 a l)^2 +" ( a 3?l)^3 

A 3 = (ptYs)^l “H (Yl' 4 ~ ( a ip2)^3« 

a X 

On calculera aisément en multipliant respecti¬ 

vement ces équations par a lf oc 2 , a 3 et les ajoutant. Si nous posons 

«î Pi Yi 

II = «2 p2 Y* 

«3 Ps Y3 

O 

on obtient simplement 

-f- 22 A 2 -t~ 33 A 3 Hôj 

de même 



PiAi -f- P2A2 -t- p 3 A 3 = IIS 2 , 


YiAi H- Y2A2 -h Y3A3 = H8 3 . 
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*1 

L’équation transformée est donc 


(<Z| A t -H «2^2 4- a a A;i)M 4- ( pi Ai 4- p 2 A 2 -h PgA.iJN 4- (Y 1 A 1 4 -Y 2 A 2 4 _ *Y‘J^3)1 > — 0. 

«1 


Le coefficient de A x est 


a,M -4- PiN 4- YtP. 


P 

Or, nous formerons facilement cette combinaison d’après 

les équations (I). Nous avons 


a \<* 4- pi ai 4- Yi fl, 2 — a iSi 

a ib 4- Piii 4- y^ 2 = PiSi 

.«i c 4- pic, 4- Yi c i = YiSi. 
a 

Si nous les multiplions respectivement par x , y , z et les 
ajoutons, nous aurons 

4~ piN 4- YiP Si(®i.T 4~ Pi^ -f~ Yi z ) SjX. 

*1 

De meme le coefficient de A 2 est S 2 Y, celui de A 2 , est S 3 Z. 

tu 

L’équation transformée est donc 


S|X(Y dZ — ZrfY) 4- S>Y(ZdX — XdZ) 4 - S 3 Z(XdY - YdX) - 0. 

P,$i 

Elle s’écrit 


(S 2 — S a )YZdX 4 - (S a - Si)ZXdY 4 - (S t — S,)XYdZ == 0. 
En divisant par XYZ, 


(S. 


c , dX 

s 3 , x 


4 - (S, — S,) ç - 4 - (Si 


s.) 4 Z ' = 0 . 


En intégrant, on obtient donc 


X S*-S 8 ySa-S, Z S,—S a _ const . 

R 

En résumé, l’intégration est ramenée à la résolution de 
l’équation du troisième degré, puis la détermination des trois 
droites correspondantes X, Y, Z. Ces trois droites sont les 
droites passant par deux des points communs aux trois coniques 


Nz — P y — 0, Vx — Mz — 0, M y — Xx — 0. 

P ... 

Le triangle qu’elles forment est donc le triangle inscrit 

à la fois dans les trois coniques. 
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Remarque. — Il était facile de voir très rapidement que l'équa¬ 
tion pouvait être intégrée si l’on connaissait les trois solutions 
particulières 

X = 0, Y = 0, Z = 0. 

a 

Prenons en effet ces trois droites comme triangle de réfé¬ 
rence. 

Nous savons que l’équation transformée conserve la meme 

forme 

M,(X, Y, Z)(YdZ - ZdY) -+- Nj(X, Y, Z)(ZdX — XdZ) 

-+• P,(X, Y, Z)(XdY — Y dX) = 0. 

v i> P 

Cette é<juation devant admettre la solution X — 0. 
d’où dX — 0, il est nécessaire que M x (X, Y, Z) soit divisible par X 
et par conséquent se réduise à XX, X étant une constante. De même 

Ni = p Y, P, = vZ. 

(O 

L’équation est donc de la forme 

XX(YdZ - ZdY) -h' pY(ZdX - XdZ) H v/(XdY — YdX) = 0 

P 

et s’intégre comme ci-dessus, mais nous n’avons pas ainsi les 

valeurs de X, u, v qui sont, comme on l’a vu, les racines de l’équation 
en S. 


II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES 


On appelle « équation linéaire du premier ordre » une équation de 
la forme 

dy 


a) 


dx 


P(*)y + Q(*) = 0 


dy 


linéaire par rapport à y et P et Q étant des fonctions de ,r seule¬ 
ment. 


Méthode de variation des constantes. — Si Q(.r) était nul, 
nous aurions une équation de la forme 


( 2 ) 

P 


dz 


—b Pz — 0 


dx 


qui serait à variables séparées. 
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En l’intégrant, on aurait 

Nous allons montrer que, si Q est différent de zéro, 

l’intégral ion de (1) se ramène à celle de (2). 

Cela est évident si l’on connaît une solution particulière y 0 de 
tt, a 

1’équation (1), car si l’on pose y = y 0 -f- z, z- désignant 

une nouvelle fonction inconnue, on voit que s doit satisfaire à 
réquation (2). Cette condition est d’ailleurs suffisante. 

O) 

Ainsi la solution générale de (I) est 


V = V o 




p 

Elle dépend d’une constante arbitraire C. Elle s’obtient 
(connaissant y 0 ) par une seule (juadrature. 

Règle. — On obtient la solution générale de Véquation donnée , en 
ajoutant à une solution particulière quelconque, la solution générale 


de Véquation sans terme indépendant (de y et 


dy\ 

dx ' 


Nous allons montrer que, sans connaître la solution particulière 

?/ 0 , on peut obtenir la solution générale de (I) au moyen de 

deux quadratures. 

En effet désignons par r 0 une solution quelconque de l'équa¬ 
tion (2) (C — C 0 ]>ar exemple), nous pouvons toujours supposer 

a. v 

que la solution cherchée y est de la forme 


y = z 0 u, 


U-c.,- 1 '"’) 


u désignant une nouvelle fonction inconnue. 

°i 

En écrivant (pie y satisfait à (I) nous obtenons 




du 

dx 


Os -- 


: 0. 


Mais puisque z 0 est solution de (2),cette équation se réduit à 


dll y". A 

Zo dx + Q = 0 


U — 



dx -t- C„ 


et par suite 
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lu 

Ainsi on a la forme nécessaire et suffisante de la fonction u. 
$1 

On a donc finalement 


c’est-à-dire 



ou, en désignant par k une autre constante arbitraire, 


(4) ij = e J VJ ‘ j^A —J 

P 

Elle est indépendante de C 0 c’est-à-dire delà solution parti¬ 
culière choisie. Elle dépend d’une constante arbitraire k dont on 
peut disposer de manière qu’elle prenne une valeur arbitrairement 
choisie, y 0 , pour x 0 . 

Cette méthode a consisté comme on le voit à prendre la solution 
générale de l’équation en s sans second membre (2), soit 


z = Ce 


— fPdx 


$ 

et à considérer C non plus comme une constante, mais comme 
une nouvelle fonction. Elle porte le nom de méthode de « variation 
de la constante » (il serait préférable do dire « variation de l’arbi¬ 
traire »). 

Pratiquement, il ne faut évidemment pas retenir et appliquer la 
formule (4), mais appliquer la méthode, c’est-à-dire après avoir 
déterminé la solution C z 0 de l’équation sans second membre, consi¬ 
dérer C comme une nouvelle fonction et écrire immédiatement 
l’équation 




en négligeant le terme en y. 


Méthode du facteur intégrant. — Une deuxième méthode, pour 
intégrer l’équation linéaire, consiste à rechercher un facteur inté¬ 
grant. 
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a i 

Nous devons écrire réquation 

(1) dy -h dx(Py -+- Q) — 0. 

? 

En multipliant l’équation par y(x, y), le facteur intégrant 

y devra satisfaire à 

(2) d,x = -- |j.(Pjy + Qï. 

v dx dy 1 x J 

«i, v 

Cherchons s’il ne peut exister de facteur y. qui soit fonction 
de x seulement. L’équation (2) se réduit alors à 

(3) £-" P 

tu 

/ J : est donc donné par une quadrature 

fPdx 
\x = e J 

*2 

Avant obtenu y, nous sommes assuré que le premier 

membre de la nouvelle équation est une différentielle totale exacte. 

Elle s’écrit 


a i 


jj idy -4- jjl(Pî/ h- Q)dx = 0. 
Remplaçons y.Pdx par dy, on obtiendra 
ydy H- yd\x -f- yQclx = 0 


c’est-à-dire 


P 


d(yy) -h yQdx = 0. 
On peut l’intégrer et on obtient 


jjiQdæ = c t . 

Ainsi on a 

Ci 1 C ~ , — / Prf* ~ /*/ Pc/a: 

y = -- — — J ixQdx — C[G ^ — e v I Q<? dx. 

P 

On retrouve donc identiquement la formule obtenue par la 
première méthode. 
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Applications. 1° Soit l'équation 

% - V 1- * s = 0. 
Si 

L’équation sa fis second membre est 


dz 

dx 


s = 0. 


En l’intégrant, nous avons 

z = Ce*®. 

JC 

Eu prenant C comme nouvelle fonction, et posant y = Ce*, 
nous écrirons immédiatement , en négligeant le terme eu ?/, l’équa¬ 
tion réduite 

. dC o n 

'■ Ai + * = 

D’où 

c = - I 3*e- x dx —- — (*> -+- 2c 4- -+- k. 

CO 

On a donc 

y -= he x — (x 2 -b 2.r -H 2). 


C’est la solution générale. 

2° Soit l’équation 

dy _ y 3 

dx xy 2 H- 1 ’ 

3 i 

EJ le s’écrit 

(;r// 2 -h l)dî/ — y'd,x = 0. 

P 

C’est une équation linéaire en x et dx. 

a 

Nous prendrons donc y comme variable indépendante et 
écrirons l’équation 


ï 


dx x 1 _ 

dy y y* ” 

L’équation sans second membre 


dz _ z _ 

dy y ~~ 


admet pour solution z — C y. 
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Nous posons donc x = Q/, C désignant une nouvelle fonc¬ 
tion ; C sera déterminée [»ar réquation 


(ü 





Nous avons donc 

x = C y — ky 


1 

W' 


1 

3//* 


H— A’. 


Hemahque. — r. Nous voyons (jue la solution générale de l’équa- 
? 

lion linéaire se présente toujours sous la forme 

V = + k'fi(x) 

k désignant une constante arbitraire, y 0 et deux fonetions déter¬ 
minées de x. 

Inversement, il est. aisé de voir que toute famille de 
fonctions de cette forme satisfait à une équation linéaire. 

01 

L’élimination de k s’obtient immédiatement en écrivant 


v.--* = k 

?i 

O 

et dérivant. * On obtient 

?, — 9c! ) — 9t'(ÿ — <p«) — 0 -1» 

é(jnation linéaire en y. 

II. Nous avons vu que, si l’on connaît une solution particulière, 
une quadrature suffira pour avoir la solution générale. 

+ 

Mais si Con connaît deux solutions particulières , on pourra 

écrire la solution, sans aucune intégration. 

§! o 

En effet, si l’on connaît les deux solutions y ly y 2 , on 

■onnaîtra une solution particulière 

z — y> — y\ 

le l’équation sans second membre. La solution générale de 

équation sans second membre est donc z= k(y 2 — yi) et par 
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suite, la solution générale de l’équation donnée est 

y = yi — yi). 

Les solutions particulières correspondent à k — 0, k = 1. 


Equation de Bernouilli. — On appelle équation de Bernouilli 
une équation de la forme 


ï * p »+ 


0. 


(m quelconque) 


p » 

Kl le est linéaire et homogène en y, y rn , les coefficients 
étant des fonctions de x, de même qu’on peut dire que l’équation 
linéaire est linéaire et homogène en ^ y , et y 0 . 

Elle se ramène immédiatement à une équation linéaire. Il suffit 

OL 

de diviser le premier membre de l’équation par y m et de 

poser 

1 


Z 2/ m 1 


On a alors 


dz 

dx 


_ i) 1 • d,j . 


(m — 1) 


dx' 


Par suite l’équation se transforme en 

-! • dz 4- Pz + Q = 0. 

m — 1 dx 

<0 

C’est bien une équation linéaire en z que l’on sait intégrer 
par deux quadratures. 


Application. — I. Soit l’équation 

_^y - Xs Jy — 0 


dy 

dx 


1 — x l 


Nous divisons toute l’équation par \Jy et nous posons 
\Jy = z. On aura 

n dz x 


dx 1 — $* 


— x = 0. 
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L’équation sans second membre 


« dz xdx 

â - "t— T- \ U 

z 1 — x l 


admet comme solution 


ûl 


par 


z= C(s 2 —1)\ 

En prenant C comme nouvelle fonelion, elle sera déterminée 


2{** - l) 4 j ( '- x — 0. 


do: 


En intégrant, 


-Lf; 


xdx 


U-, 


(.r 2 — 1 ) 

On a donc finalement 
1 

\y 

II. Soit encore l’équation 


(x 1 — 1)4-f- A . 


3 = = /c(a: 2 — l) 5 o (z' ! — 1). 


x*y*dy 4- xydy — dx — 0. 

? ^ 5 

L’équation n’est pas linéaire en dt/, y , y m :ee n’est donc pas 

.P 

une équation de Bernouilli en î/, mais elle est linéaire et 

homogène en d.r, t 2 : C’est, donc une équation de Bernouilli si 

l’on prend r comme fonction. Nous l’écrirons donc 

g-,*-*V = 0. 

o 

On l’intégrera sans difficulté. On obtiendra 

1 —'!* 
z = — ==■ 2 — y* ke " . 
a; 


Equation de Riccati. — L’équation de Riccati est de la forme 
^ p H- Q</ + R 2/ 1 = 0. 

P, Q, R étant trois fonctions de 
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p 

Kilo diffère de l’équation linéaire par l’addition d’un terme 
du second degré en ty, ou d’une équation de Bernouilli par l’addi¬ 
tion d’un terme indépendant de y. 

On ne sait, en général, pas intégrer une telle équation. Cependant 

* 

si l'on connaît une solution particulière ;y 0 , on peut la ramener 

à une équation de Bernouilli et par suite à une équation linéaire. 

a 

Il est visible en effet, que, en posant 


y = I/o 4- z 

O 

z satisfera à une équation de même forme. Mais, comme 

P 

la nouvelle équation doit admettre la solution 3 — 0, il n’v 

aura pas de terme indépendant de 3 . La nouvelle équation sera donc 
une équation de Bernouilli de la forme 


a 


£ + Q lZ + R„*=0. 

Nous poserons donc immédiatement 

y = yo + l 

Kn substituant dans l’équation donnée, nous aurons 


dy 0 _ 1 

dx z* 


% + p + Q(y. + *) <- U (.'V + 2 ~ 


1 

z 4 


)=°- 


o 

Tenant compte de ce que y 0 est solution, et multipliant par 
z 2 , on obtient 


- Il 4- (Q 4- 2Hy 0 )z -4- R = 0. 


C’est bien une équation linéaire. 

On voit donc, que si l’on connaît une solution particulière, 
la solution générale s’obtient au moyen de deux quadratures et 
dépend d’une constante arbitraire. Si l’on connaît deux solutions 
P, 0 

particulières, on connaîtra une solution particulière de 

X 

l’équation en 3 , d’après la relation 

1 
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Par suite l’intégration sera ramenée à une seule quadrature. On 
verrait que les changements successifs reviennent au changement 

y — 2/1 

En effet, si l’on fait le changement 


y — 


yi —j>y i 

1 - e 


P.® 

l’équation transformée est encore visiblement une équation 

de Riccati en e. Comme cette équation doit admettre les solutions 
e 0, v — oo correspondant à y —/y 2 , et y — y l’équation trans- 

o 

formée ne doit pas avoir de terme P l5 ni de terme Rj. Elle est 

doue de la forme 


dy 

dx 


-h eQi == 0 


et s’intégre par une seule quadrature. 

5 

Enfin si l’on connaît trois solutions particulières î/ 1? y 2 , ?/ 3 , 

P, *2 

on connaîtra deux solutions particulières de l’équation 
en z : on aura donc la solution générale sans aucune quadrature de 
l’équation linéaire et par suite aussi de l’équation de Riccati. 

*2 

Forme de la solution. — Nous avons vu qu'en posant 

1 

y— y o 2 


connaissant la solution particulière y 0 , z satisfait à une équation 
linéaire. La solution générale de cette dernière est de la forme 

z = f(x) -h kty(x) 

çp et {p étant deux fonctions déterminées, k une constante arbitraire. 
d 

La solution générale de l’équation de Riccati est donc de la 

forme 

y = «*) + 

ou encore 

y ± M ». 

y ^ - 4 - kty 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 16 
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P 

Ou voit donc, que y est une jonction homographique de (a 

constante k. 
d/ 

Nous allons montrer que, inversement, toute famille de 
fonctions dépendant, sous celle forme, d’une constante arbitraire, 
satisfait à une équation de Kiccati. 

a i . . • 

On éliminera sans difficulté la constante h entre celte 
équation et réquation dérivée. I/éliminâtion se fait immédiate¬ 
ment si on résoud l’équation par rapport à A\ 

On obtient 


/. „ !t? ~ ?» 
On a donc en dérivant 


(’W -- >A)(> /? + \)i — ?/) — (ÿ? — ! ?i)(V — vV — ?/'?') — °- 

p . a 

Les termes en y y' se détruisent. On reconnaît que 1 équation 
est bien de la forme de Hiceali. 

Uemaiu v >ue : Rapport anharmoniqne . — Nous avons vu que la 

solution générale sc présente sous la forme d’une fonction 

homographique de la constante k, les coefficients étant des fonctions 
déterminées de x. D’après les propriétés des fonctions homogra- 
*2 

phiques, si l’on connaît quatre solutions quelconques, le 

rapport anharmoniqne de v quatre solutions (y u ?/ 2 , t/ 3 , // 4 ) est égal 
au rapport anhannonique des quatre constantes ( Aq, A 2 , A 3 , k 4 ) aux¬ 
quelles elles correspondent et par suite est constant 

(y h lh, y h Vk) = «‘oust. 

Si donc on connaît trois solut ions particulières, y l9 y 2 , y 3 , 

?,d 

une solution quelconque y est telle que 
(yh y*, üh y) = «-onst. 

c’est-à-dire 

y — yi == * y» — ?/■ 

// — 2/2 y * — y * 

w 

On a donc la solution générale sans aucune quadrature. 
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Résumé. — En résume et comme règle pratique : 

1 », ^2 

Si l’on connaît une solution particulière t/ 0 , faire le clian- 

{ 

gement de variable y ~~ y Q + - : On est ramené à une équation 
linéaire. 

a 

Si l’on connaît deux solutions y x , ?/ 2 , faire le changement de 

variable r == ^ -— ; on est, ramené à une équation de la forme 

y —■ 2/i 1 

qui s’intégre par une seule quadrature. 

o 

Enfin, si l’on connaît trois solutions particulières, on a, sans 

quadrature, la solution générale en posant 

(y, U\, */s> *Ji) = const. 

V 

Pour trouver des solutions particulières, on pourra quel¬ 

quefois rechercher des solutions qui soient polynômes en x. 

Application. --- Intégrer l’équation 

d £ (1 — *») + 2x -v- x'y — if = ü. 

Si elle minuit une solution, polynôme en x de degré ///, 
y = a<yx m + • • • 

? 1 . 

les termes du plus haut degré dans le résultat de la substitu¬ 
tion seront de degré 

m — 1 H- 3, 2 4- a//, 2m. 

(O 

Il est donc nécessaire que m -- 2 ou ni — l. 

°i 

On trouve alors aisément les solutions 



v\x — 1) = F. 
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D’où, en intégrant, 

v — k(x — 1 ). 

ü) 

On a donc la solution générale 


_a; H- 1 H- kx z (x — 1) 

y — i — k{x — ij 

Les solutions particulières trouvées correspondent à k = 0 
h = oo . 


III. — ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 


Dans tous les cas précédents, nous avons supposé l’équation 

résolue par rapport à y . 
a 

Prenons maintenant une équation générale 

/(*, y, y) = b. 


Nous allons d’abord traiter trois cas simples . 

C 

Cas simples. — 1° L’équation ne dépend que de y , y 

soit f(y , y) = 0. 

Considérons-la comme représentant une courbe, les deux 

a 

coordonnées étant y et y. Nous pouvons essayer d’en 

chercher une représentation paramétrique et d’exprimer y et y en 
fonction d’une variable auxiliaire /, sous la forme 

y = ?(0» y' = «KO- 

a 

Il faut alors déterminer x en fonction de t 

h 

À cet effet nous avons 


Donc 



W). 


dx — ~ y — 

~ +(*) “ -Ht) 


dU 



dt. 


Par suite 
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L’intégration de l’équation serait donc ramenée à une simple 
quadrature. 

a 

2° JJ équation ne dépend que de x et y'. Supposons de 

même, qu’on puisse avoir une représentation paramétrique de la 
courbe f(x, y) — 0 sous la forme 


* = <?(«), y = W)> 

On aura pour déterminer y l’équation 

dy — y'dx = ù(t)t'(t)dt, y — J KO?'(<)«*<• 


On pourra, en particulier, obtenir la représentation paramétrique 

et effectuer les quadratures toutes les fois que la courbe 

o 

f(y , y) — 0 ou /(.r, y) = 0 est une courbe unicursale. On 

sera ramené à l’intégration d’une fraction rationnelle. 

3° IJ équation est homogène en x et y et ne dépend que de et de 
y . Soit 


Si nous pouvons avoir une représentation paramétrkjue 
de la courbe sous la forme 

| = KO, y' = 'KO 

d 

on en déduira 

dy — xy'(t)dt -h y(t)dx — ^(t)dx 

et par suite 

dx cp r ( t) 

x +(t) — cpW* 

P . 

L’intégration est donc encore ramenée à une simple qua¬ 
drature. 

La représentation sera possible et l’intégration portera sur une 
fraction rationnelle, si la courbe est unicursale. 


Application. — Soit, par exemple, l’équation 

#V 3 -h y 3 — 3 ax*yy'~ 0. 
P 

L’équation est homogène en x et y. 
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La courbe représentative est ici 


en posant 


Y 3 X 3 — 3aXY = 0 


y = X, y' — Y. 

x ’ y 


C’est une courbe unicursale qui peut, être représentée par 
les équations 

y 3a£ t 3 at' 1 

x — r +- e » y ~ i + t-' 


on en déduit 


1 — 2 t 3 


7 i 7 7 KJ T . O 1 - *&«• 7, 

aw — y dx = A --s dx ~ dx -t- ai. 

* J 1 -+~ t 3 1 -t- t 3 (l-f t 3 )- 


D’où la quadrature 


dx __ 1 — 2P 

rc “ t(f-'T)(l H- t 3 


Cas général. —- Prenons maintenant l f équation générale 
f(x, y, y') = 0. 

l re Méthode : Changement de variables .— Faisons sur la variable 
indépendante et la fonction des changements de variables quel¬ 
conques. 

x = X(X, Y), y = p(X, Y). 
d 

On pourra en déduire 

, % dX -+- *'£ dY 

,_ dy _aX dY 

d/OC c)X jr , vr jxr 

dX dX + dY dY 


L’équation différentielle se transforme en 


/ lx dX + % dy \ 

—if- =o. 


On est donc ramené à l’intégration d'une autre équation 
différentielle 

F ( x ’ Y 'S)=°- 
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qui pont être plus simple à intégrer si l’on a ehoisi convenablement 
les formules de transformation. 

lui particulier, on pourra voir si réquation ne dépend pas seule¬ 
ment de .r 2 ou de y 2 . 

On peut meme faire des changements de variables intro¬ 

duisant la dérivée ?/, en particulier, on peut utiliser les transforma¬ 
tions de contact permettant de calculer la dérivée de la nouvelle 
fonction Y en fonction seulement de :r, i/, y ', 

^ 1 » a 2 

Par la transformation de Legendre, par exemple, 

X = ?/, Y = xy' — y 
on en déduit comme on h* sait, 

x = Y', y = XY - Y. 

o 

De sorte que l’équation /(.r, /y, y) —- 0 se, transforme en 
/(Y, XY —- Y, X) = 0. 

O 

Si l’on sait intégrer cette équation, on obtiendra une rela¬ 

tion de la forme 

Y =r-- F(X, c) 

^1 

dépendant d’une constante arbitraire c. En revenant aux 

anciennes variables on aura 

xy — y = F (y' y c), 

dette équation, jointe à Véquation différentielle permettra sans 
intégration nouvelle, soit d’éliminer y et d’obtenir une relal ion entre 
x et y , soit d’exprimer x et y en fouet ion du paramètre y. 

2 e Méthode : Intégration par dérivation. — Un deuxième procédé 
général d’intégration est le procédé par dérivation. 

Supposons l’équation 


(1) 

f(x, y, y') — o. 

avec 


(2) 

dy — y'dx. 


Si on considère ces deux relations comme des relations entre les 

P 

trois variables a\ y, y, on peut dire que l’on a entre elles deux 

relations permettant de considérer deux de ces variables comme 
fonctions de la troisième. 
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Si nous différentions l’équation (1), nous obtiendrons la nouvelle 
équation 

(3) dx 4- -/ dy + M à;/' =*= 0. 

' ' a# dy J by 

P 

Elle est une conséquence de l’équation (1) et ne contient 
encore que x, y, y et leurs différentielles. Si nous considérons les 
équations (1), (2), (3) entre les trois variables x, y , y ' et leurs diffé- 

a, v 

rentielles dx , dy , dy, nous pourrons entre ces trois relations 

éliminer un des groupes 

x et dx, y et dy, y' et dy'. 

Si nous éliminions le groupe y et dy, nous obtiendrions l’équation 



qui est l’équation donnée. 

<*i 

Mais nous pouvons aussi éliminer un des deux autres 

groupes. Si nous éliminons le groupe x et dx , nous obtiendrons une 
équation 

(4) f(g, y', dy, dy) — 0 

équation différentielle entre les deux variables y et y. 

o 

Si nous éliminons le groupe y et dy, nous obtiendrons de 

meme une équation 

(5) ty(x, y, dx, dy) = 0 

équation différentielle entre les variables x et y'. 

Si nous avons intégré l’équation (4) par exemple;, par une relation 
de la forme 

Hy, y\ k) = 0 

a 

dépendant d’une constante arbitraire, en tenant compte de 

l’équation différentielle donnée,nous pourrons soit éliminer y, soit 
exprimer x et y en fonction de y sans aucune intégration nouvelle. 
Il en serait de meme si nous avions intégré l’équation (5). 

tu 

Ainsi l’intégration de l’équation donnée est ramenée à 
l’intégration de l’une des équations (4) ou (5). 

«î.Ÿ 

De même, par dérivation, chacune de celles-ci pourrait 

être ramenée à l’intégration d’une nouvelle équation du premier 
ordre. 
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En résumé, la méthode revient à différentier l’équation donnée 
(1) f(x, y, y') = 0 

et à éliminer entre (1), l’équation différentiée, et 

dy — ydx 0, 

un des groupes x et dx ou y et dy. 

Equation de Lagrange. — L’équation de Lagrange est de la forme 

(1) y = xj(y) + <?(«/). 

Sa caractéristique, comme on le voit, est d’être linéaire en x et y , 
les coefficients étant des fonctions de x. 

h 

Différentions l’équation (l) 

(3) dy = f(y') dx 4- [xf(y) 4~ <?'(y)]dy. 

Nous avons d’autre part 

(2) dy — xj'dx — 0. 

P 

Entre les équations'(1), (2), (3), il faut éliminer soit y et dy, 

soit x et dx. Nous voyons qu’il est plus simple d’éliminer y et dy, 
ce (jni revient simplement à remplacer dy par ydx dans (3). On 
obtient ainsi 

[// — f(y')V* “= Uï(y) -+- i(y)W- 

? 

Or, cette écjuation est linéaire en x et dx, x étant eonsi- 

o 

dérée comme fonction de y : on sait donc l’intégrer. On ob¬ 

tiendra une écjuation de la forme 

(3) l(x, y', c) = 0. 

a 

On pourra ensuite éliminer, soit y' entre (J ) et (5) soit, mieux, 
exprimer x et y en fonction de y. 

On aurait pu aussi bien éliminer x et dx. On aurait obtenu une 
équation linéaire en y. 

Pour éviter une confusion entre y et y' on désigne généralement y' 
par p et on écrit l’équation (1) 

y = xf(p) -+- ?(/>)• 

Equation de ciairaut. — Un cas particulier remarquable est 
celui où f{y) = y 

( 1 ) 


y = xÿ 4- <p (y 1 ). 
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C’est l’équation de Clairaut. 

^1 

En différentiant et remplaçant dy par y'dx, on obtient 


dy = ijdx = xdy -t y'dx 4- <p'( y)dy . 
o 

Il rosie simplement 

[a: 4- <f '(>j’)\d>j = 0. 

O 

K lie se décompose en 


et 


dy' = 0, y' — c. 
x -t- ç'(y') — 0. 


Si l’on pose y — r, on aura In solution 


(o) y — ex -1- <f(c). 

a 

Les courbes intégrales sont donc des droites dont Véquation 
s'obtient en remplaçant y' par une constante dans l'équation différen¬ 
tielle donnée. 

Mais on peut avoir aussi 

(4") x 4- ?’(;/) — 0. 

P, ? i 

La solution y s’obtiendrait en éliminant y entre, (1) et 

n P 

( \ ’). Cela revient à éliminer c entre les équations 

y — ex 4- <p(c) x 4- o'(c) = 0. 
or 

e.-à-d. à prendre l’enveloppe des droites représentées par 
la solution générale (5). 

Cette solution qui ne renferme rien d’arbitraire, et qui, pour au¬ 
cune valeur de la constante, ne peut être comprise dans la solution 
générale, est appelée (nous indiquerons pourquoi), solution singu¬ 
lière de l’équation différentielle. 

La solution générale d’une équation de Clairaut se compose 
d’une famille de droites dépendant d’une constante arbitraire. 

Inversement, une telle famille de droites satisfait à une 
équation de Clairaut. 

P 

Les droites peuvent, en effet, être représentées par 
y — mx 4- ®(m). 
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a l 

Pour former leur équation différentielle, il faut éliminer 

ni entre cette équation et L’équation dérivée 

y — m. 

L’élimination donne donc bien 

y =z xy -h ?(?/'). 

Remarque. — 11 était évident a priori que la solution de réqua¬ 
tion (1) devait comprendre une famille de droites. 

<7 

L’équation, en effet, traduit une relation entre le coeffi¬ 

cient angulaire y' d’une tangente à la courbe intégrale 

Y - y = ?/(X - *) 

et l’ordonnée à l’origine (y — xy) de cette tangente. 

Si donc, les tangentes à une certaine courbe jouissent d’une telle, 
propriété, il en sera de même pour chacune des tangentes elle-même, 
considérée comme une courbe. 

(O 

Si une courbe G donne une solution de l’équation de (flai¬ 
ra ut, toutes les tangentes à cette courbe, dépendant d'une constante 
arbitraire, doivent également donner des solutions de l’équation. 
On retrouve bien, comme solutions, une courbe et les tangentes à 
cette courbe. 


Applications. —- T. Déterminer une courbe telle que si Von mène en 
chaque point la tangente et la normale , elles rencontrent ox en des 
points N et T tels que 

OT-ON = c 2 . 

h 

Si y = /(.r) est l’équation de la courbe cherchée, l’abcisse à 

/ 

l’origine de la tangente est OT — celle de la normale, 

0N = X + yy\ 

On a donc l’équation 

(. 77 / — y)(x 4- y y') = c'y/ 


c’est-à-dire 

xyy" 2 4- [x~ 

Ce n’est pas là une équation de Clairaut, mais 


tt — y 2 — c 2 )y — xy ----- 0. 


multi- 
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plions cette équation par ^ (ce qui est évident) et remplaçons y' 


par on obtient 




*+<** î/ 2 -^S-^ 0 - 


On voit que cette équation ne dépend que de x 2 et y 2 . Si 
donc nous posons 

X 1 = U, y % == V 

<T 

elle devient 

“(au) 2 - 4 " — c 2 ) du~ v ~ ° - 

P 

Elle est linéaire en u y u. Elle s’écrit 

c(l -h v’) = U c'(l -4- */) — cV 


c’est-à-dire 


r+7; 


C’est donc une équation de Clairaut en %*. 

X 

La solution générale s’obtient en remplaçant v' par une 

constante. En revenant aux variables x, y on a 

272 C 2 /f 

J 1 -h /f 


C 2 C 2 /f 

nr* r+i 


1. 


Ce sont des coniques homofocales. 

IL Déterminer une courbe telle , que la portion de normale comprise 

entre les axes ait une longueur constante 1. 

8 

On a immédiatement l’équation 

(* +■ y y 

En extrayant les radicaux et prenant par exemple le signe + au 
second membre, on obtient 

• Jy 
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C’est une équation de Lagrange. Posons 




D’où x -py 


JP 


Vi" 


En différentiant, on obtient 


( 2 ) 


dx H- pdy 4- ydp = -—- 3 - • 

(1 H-P*)* 


Dans le cas actuel, 

<7 


il est plus naturel d’éliminer dx ~ 


dy 


On obtient ainsi 

(3) df/(l 4- p*) 4- pydp = 

C’est l’équation linéaire entre */ et d?/. 


lp dp 

(1 + P*)■ 


5 


L’équation sans second membre conduit à poser 


V/1 4- p* 


c sera déterminé par l’équation 


/:■ ■■ -j(l+p*)=-- — 

y 1 4- p (1 4- p 2 ) * 


c’est-à-dire 


D’où 


■/ 


i p 


Vû (, P- 


(1 +p*) 


c = _ 2(1 T7 2 l + *'• 


(4) 


On a donc finalement 
k 


l 


v'I+p’ 2(1+p 1 ) 1 
On a ensuite sans nouvelle intégration 


( 5 ) 


* = — py -+- 


Je.. 


(1 + p 2 ) t 

Les formules (4) et (5) donnent x et y en fonction d’un paramètre p. 





COU HS DK CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL 


2.V. 


2, v 

Si l'on pose /> = t,ga, tg a représentant le coefficient angu¬ 
laire de la tangente à la courbe, 

x = l si n a H- ^ sin or cos’ 2 or — k sin ar # 

y A eos or — ^ cos 1 or. 

Kn particulier, considérons la courbe X, Y correspondant, h 

k - 0 * 

X — l sin or -h i sin or cos 3 or 

'■ , 

Y ~ ^ cos :i a. 

Si, sur la normale en chaque point de cette courbe, on porte la 
longueur A* ou voit que les coordonnées de l’extrémité seront ,r, ?/. 

O) 

Toutes les courbes intégrales sont donc parallèles à la 
courbe C. 


Troisième méthode d’intégration. — Nous allons indiquer une 
troisième méthode pour l’intégral ion des équations différentielles 
du premier ordre, 

(L t (x,y,ÿ x ) = 0. 

C’est une équation entre trois variables. 
v > s 

Il est doue naturel de considérer la surface 


(‘2) 


j(x, y, z) = 0 


en posant 

(3) 


Z 


— d 'J. 

dx 


Intégrer l’équation (L), revient au meme que de trou¬ 

ver deux fonctions y et z de x qui satisfassent aux équations (2) et 
*2 

(3) ou encore à trouver trois fonctions x, y , « d’une autre 

variable indépendante l satisfaisant aux équations (1), (2), (3). 

?» v 

Or, pour la surface, on peut d’abord rechercher une re¬ 

présentation paramétrique en fonction de deux paramètres u , c. 
Soient 


x = o(u, v) y = ÿ(u, v) z — 0(u, v). 
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îl suffit alors de satisfaire à l’équation (5) 

du -V- Ù - dv — 0(u, e) [ <V ^ du 4- dv 
«VT <v L dv 


dette équation est une équation du premier ordre résolue 
par rapport, à ^. Si on l’a intégrée par une relation 


F(u, e, c) — 0 ou e = X(u, c), 

? 

dé, fendant d’une constante arbitraire, il suffit de remplacer 

e en fonction do u dans les expressions de r, z. On aura en parti¬ 
culier r <‘l ij (‘fi fonction d’un paramètre u. 

A ee nopveau point de vue, les équations homogènes cor¬ 

respondent aux eonoïdes, les équations à deux variables 

Klh ;/) = 0 , f(x, y) = 0 

aux cylindres. 

En part ieulier, si l'équation est du premier degré par rapport à x 
<x 

ou ?/, ou peut prendre les deux autres variables comme para¬ 

mètres. Soit réquation 

y = /(•*, y)* 

Substituons dans dy ;/V.r, on obtient 


<>/ 


dx 


«V 7 » 
, dy 
dy J 


ydx 


équation résolue par rapport à • 

Si les sections de la surface par des plans parallèles à l’un des 

0 

plans de coordonnées sont des courbes unieursales, ou aura, 

sous forme rationnelle, les expressions de x, //, z. 


Problème des trajectoires. - Le problème de la détermination des 
trajectoires d’une famille de courbes planes conduit à une équation 
différentielle. 

Etant donnée, une famille de courbes planes C, dépendant d’un 
paramètre a, on appelle « trajectoire nous Vangle a » de cette famille 
de courbes, toute courbe coupant sous un angle constant a, les 
courbes de la famille donnée. 
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Soit 


(1) f(x, y, a) = 0 

h 

l’équation de la famille. Soit x, y un point M de cette courbe. 

Considérons la trajectoire F passant par ce point. Nous désignerons 
par X, V les coordonnées de M considéré comme appartenant à la 
P 

trajectoire I . Elles sont égales à x y y mais, lorsqu’on se 

déplace sur F, ^ n’est pas égale à ^ quand on se déplace sur C. 

Les coefficients angulaires des tangentes en M aux deux 

i ., . dY du 

courbes C et 1 sont respectivement ^ 

Si nous écrivons (pie les deux courbes se coupent sous 
o 

l’angle a, nous obtenons l’équation 


( 2 ) 


dY dy T. dY du 

,i, - â = tg a L 1 + dxdx/ 


Mais en M, le coefficient angulaire de la tangente il C 
donné par l’équation 

(3) + = 0. 

v ' dx dy dx 


*2 


est 


L’équation (2) devient donc 


(4) 


dy.df bj[ = »J__*f..dY . 

dX dy ^ dx ® dy dx dX 


On peut, dans cette équation, y remplacer x, y par X, Y. 
D’autre part, on a pour chaque valeur de a 


(5) /(X, Y, a) = 0. 

a 

Si entre l’équation (4) et l’équation (5), on élimine a , on 
obtiendra une équation de la forme 


F(X, Y, dX, dY) = 0 


qui sera l’équation différentielle delà famille des courbes trajectoires. 

Le cas le plus important est celui des trajectoires « orthogo¬ 

nales ». 
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L’angle a est droit. — L’équation (4) se réduit alors à 


d/ _d/ dY 

)y ï).t d X 


(Dans *J il faut supposer ,r, y remplacés par X, Y). 

II faudra éliminer a entre (4*) et (f>). 

Or, si l’on voulait former l’équation différentielle des courbes C, 


*2 


il faudrait éliminer a entre 


o 


l{x, y, a) — 0 


et 


«>/ ?/. . dy _ Q 

àx ùy dx 


Ou obtiendrait une relation 



P 

On voit que pour obtenir réquation différentielle des tra¬ 
jectoires, il suffit de remplacer dans (fi) x. y par X, Y et ^ = y' 

1 1 

par ^y “ y 

dX 

On dit d’une façon abrégée, mais incorrecte que, dans l’équation 
différentielle de la famille de courbes, il suffit de remplacer y' 
1 

Par - ÿ - 


Application. - Trajectoires orthogonales des paraboles dont on 
connaît l'axe et la directrice. 

Si, a 

Lu prenant pour axes de coordonnées, l’axe et la direc¬ 
trice, l’équation des paraboles est 

(1) y 2 = 2 px — p 2 . 
f 

On obtiendra donc l’équation différentielle de ces courbes 
en éliminant p entre (I) et 

(2) yy ' = p. 

On obtiendra l’équation différentielle des trajectoires 
orthogonales eu éliminant p entre 

Y 2 = 2/i X — p 2 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


17 
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et 

Y -f- pY = 0. 

On obtient l’équation 

(3) Y' 2 + ^ Y' -t- 1 = 0. 

P . . 

C’est une équation que l’on peut intégrer, soit comme équa¬ 
tion homogène, soit comme équation de Lagrange. 

Si par exemple, nous posons Y' = p nous déduirons de (3) 

x== _.X(i + p2 ). 

a 

En la différentiant 


dX = ^ = - f (l + p 2 ) - (P 2 - l)ip. 


On a donc l’équation à variables séparées 

2 

^ d P- 


dY _ 1 — p 2 
Y - p(3 + p‘) 


° 1 > 0 


L’intégration se fait sans aucune difficulté ( p 2 = t) 


et donne 


D’où 


(3 -t- p 2 ) 3 


X = 


fc 1 4-J) 2 

2p 3 (3 -h p 2 ) 3 


Trajectoires sous l’angle a des méridiennes d’une surface de révo¬ 
lution. — Si la courbe méridienne dans le plan xoz a pour équation 

*= •?(*)» 

*2 

l’équation de la surface de révolution sera 
z = ^(v/a; 2 -h y*). 

Les équations paramétriques seront 

x — r cos 6, y — r sin 0, z =. <p(r). 
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ï 

Les cosinus directeurs A, y, v de la tangente au méridien 
(0 = const.) seront donnés par 

_ fx _ v _ 1 

cos 6 ” sin 0 c p'(r) ~~ 

Les paramètres directeurs de la tangente à la trajectoire 
seront proportionnels à dx , dy , dz. 

ü) 

On a donc l’équation 

cos 0 dx -h sin 0 dy -h <p \r)dz = y/l 4- <?' 2 cos or d$. 
a 

En substituant les expressions de d;r, d?/, dz en fonction de 
d r J , dr, on obtient simplement 

dfl = î2- a v/'l +- ÿi dr. 

O 

Une simple quadrature donnera donc S en fonction de r. 


Application. — Trajectoires des méridiennes de la surface de révo¬ 
lution. 

, tg»=v/i r H r ÿ i . 

On a 

72 _ v/r^t -+-'r 3 ) 2 


?( r ) = arc tg r, \/l -+- ? /2 = t ^ 

o 

D’où la quadrature 

r 1 + r 

En posant 1 + r 2 = u 

0 = 2 tga J 

L’intégrale peut être calculée. 


IV.™ RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES D’UNE MÊME ÉQUATION 

Comme nous l’avons vu, dans toutes les équations que nous ve¬ 
nons de traiter, et comme nous le démontrerons en général, l’inté¬ 
grale dite « générale » d’une équation différentielle 

(1) /(*. y, y') = o 
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dépend d’une constante arbitraire c 

(2) F(t, //, c) — 0. 

Si on résoud cette équation par rapport à c, on obtient une rela¬ 
tion 

(3) c = <p(:r, y). 

*i. * 

Dire que y satisfait à réquation différentielle (i) c’est 

dire que y varie de telle façon, avec x, que cp (x, y) reste const ant.. 

Mais il eût pu se faire que, par une méthode d’intégration diffé- 
<p, o 

rente, on ait mis la solution générale sous la forme difb - 

ren te 

c' = «K*, y). 

Si l’on considère la même solution de l’équation différentielle, 

P 

on voit que les mêmes suites de valeurs de x et y rendent 

simultanément constantes les deux fonctions cp(.r, ?/), ÿ(x, y). 

On en conclut que ces deux fonctions sont fonctions l’une de l’autre. 
11 doit donc y avoir entre elles une relation de la forme 

+(*> y) = #(?(*, 2 /)). 


Application aux transcendantes. — Soit Véquation 

(1) xdy -h ydx = 0. 

On obtient immédiatement l’intégrale générale sous la forme 

xy — c. 

a i 

Mais si l’on écrit l’équation 

( 1 ') dx + A » = 0 

x y 

en désignant provisoirement par /.(#) une fonction qui admette 

. , 1 

[tour dérivée , nous aurons en intégrant (1 ) 

X(.t) -h 'k(ij) = const. 

Sx, a 

On a donc une identité de la forme 

l)x) H- \{y) = $(xy). 


(2) 
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Dot erminons la fonction 3. Précisons la fonction ).(x) en l’assu- 

jet tissant à prendre la valeur zéro pour x - 1. 
a 

En donnant à //, dans l’identité (2j, la valeur 1, nous aurons 
l(x) — &(x). 

P , 

La fonction 3 n’est donc autre que la fonction X elle-même. 
On a donc finalement l’identité 


X(.r) -h \(y) = Mxij). 

*2 

On reconnaît la propriété caractéristique des logarithmes 
qui est, ainsi la conséquence de ce que la fonction log x a pour 

dérivée ^ et s’annule pour x = 1. 

2° Soit Véquation 


( 1 ) 


^ - =0. 
y/1 x 2 \/i — y 1 


Désignons par A.v(.r) la fonction qui a pour dérivée 

‘ ’ v 7 l —~ x'~ 


et <[ui s'annule pour x = 0. 


En intégrant (1), nous aurons 


D’autre part, 


As(.r) -h A s (y) — const. 
en chassant les dénominateurs on obtient 


( 2 ) 


y 1 — y 2 dx \i — t 2 dy — 0. 


Nous pouvons l’écrire 

(2') l)(.r\/l - >f -+ yy/\ - :r ! l xy = 0. 

p 

Mais (ni vertu de (I), la deuxième parenthèse est nulle. 

En intégrant (2'), on a donc 

x\/ï — y* -Y- y \J 1 — x 2 = c. 

(o 

On en conclut qu’on doit avoir une identité de la forme 

(3) As(x) -h A s(y) == — y* -+- ysji — x 2 ]. 

Pour déterminer la fonction 3% donnons à y la valeur zéro. 

En raison de la définition de la fonction As, (As(o) = 0) on 
obtient 


As(#) =• $(x). 
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L’identité (3) devient donc 

As(x) 4- A s{y) — A s(x\]{ — y* 4- t/y/t — x 2 ). 

P» ff 2 

On retrouve la propriété de la fonction arc sin x ou la 
formule d’addition de la fonction sinus, fonction inverse, si l’on 
introduit également la fonction complémentaire 

cos x = \Ji — sin 2 #. 

Equation d’Euler. — Euler a généralisé l’équation précédente en 
prenant l’équation 

dx 4/^0 

v'X v/Y 

X étant un polynôme en x du troisième ou du quatrième degré, 
Y le même polynôme en y. 

Dans l’équation précédente, si on rend entière la solution géné¬ 
rale (3), on obtient 

x 2 -f- y 1 -h 2xy \JÏ — c 2 — c 2 = 0 

ou encore 

x 2 -h y 2 H- 2 \xy -h X 2 — 1 = 0. 

(Elles représentent les coniques inscrites dans le carré x = ± 1, 

y = ± 1 ). 

Pour l’équation d’Euler, on peut se demander si on ne 

pourrait pas satisfaire à l’équation en se donnant une relation du 
second degré par rapport à # et par rapport à y, symétrique en xeAy. 

Euler ne pouvait évidemment espérer que déterminer ainsi cer¬ 
taines solutions particulières. 

Soit donc 

‘ \ F(æ, y) — a^y 2 4- a^xy 2 4- x 2 y) 4~ a^x 2 4- y 2 ) 

■ 4- a$xy -h a^(x 4- y) 4- a 6 = 0. 

la relation la plus générale symétrique en x et y. 

On peut l’écrire sous l’une des formes 

(2') F = Ay 2 4- B?/ 4- C = 0. 

F = A{X 2 4* 4 - Ci = 0. 

A, B, C désignant des polynômes du second degré en x, A 1 ,I? x ,.(] l les 
mêmes polynômes en y. 
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o lf oc 


Mais 


En différentiant réquation (2), on a 


ôF . L ôF . n 
— dx H- du = 0. 

a# ôî/ * 


aF 


2A,* -h B,, 


aF 


= 2A?/ -f- B. 


ao; ay 

D’ailleurs, de l’équation elle-même, on déduit, en la résolvant, 


2A,.r 4- Bi = d= v^BJ — 4A,Ci 

de même 

2A y -4- B = ± y/B 2 -4 AC. 

(O 

L’équation (4) s’écrit donc 


(5) rtr -— zfc -- = 0 

v/B 2 — 4AC n/b; — 4à,Ci 

P 

La fonction ?/ définie par l’équation (2) satisfait donc à 
l’équation (5) qui est bien de même forme que l’équation d’Euler. 
Le polynôme B 2 — 4AC est en effet du quatrième degré en x t le 
polynôme B 2 X — 4A 1 Ci le même polynôme en y. 

P 

Si nous voulons que l’équation (5) s’identifie avec l’équation 
donnée (1), il faut et il suffit que le polynôme B 2 — 4AC soit iden¬ 
tique au polynôme donné X. 

Or ce polynôme X du quatrième degré dépend de cinq coefficients 

et le polynôme indéterminé F de six coefficients. 

a 

L’identification donnera cinq équations de condition entre 
les six coefficients. 

P 

Il restera donc un coefficient arbitraire ou encore tous les 
coefficients pourront être déterminés en fonction d’un paramètre 
qui reste arbitraire. 

(O 

On aura donc des solutions F(t, y) = 0 de l’équation diffé¬ 
rentielle, dépendant d'une constante arbitraire . 

Ainsi, non seulement on détermine des solutions particulières 
de l’équation, ce qui était logique, mais une solution dépendant 
d’une constante arbitraire, c’est-à-dire la solution « générale » de 
l’équation d’Euler. 

Elle se détermine par une simple identification de deux 

polynômes. 
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L’idenlification de ees polynômes H 2 — 4AC et X, et la détermi¬ 
nât ion des coefficients a 0 , a 1 ,... a 5 sont très pénibles : une méthode 
très régulière de calcul, basée sur des considérations géométriques 
a été donnée par Jacobi (voir par exemple, Coursât, Traité (Vana¬ 
lyse). 

Méthode d’Abel. — Abel a indiqué une méthode complètement 
différente pour l’intégration de l’équation d’Kuler. 

Nous allons l’exposer dans le cas où le polynôme X est du troi¬ 
sième degré. Nous désignerons les variables par jq, x 2 (on verra 
pourquoi) et nous considérerons l’équation 

dx { + dx 2 _ q 
v/X t s/X] “ * 

Il est assez naturel de considérer la courbe 

(1) y 2 = X. 

Principe de la méthode.-— Une droite quelconque coupe la courbe en 
trois points réels ou imaginaires. 11 va certainement, quand la droite 
varie une relation indépendante de la droite, entre les abscisses 
.r 0 , t 15 ,r 2 des trois points d'intersection et par conséquent une 
relation entre les différentielles dx Q , dx t , dx 2 . 

z 

C’est; cette relation que nous voulons former. 

°i 

Soit une droite variable 

y — ax b 

rencontrant la courbe en trois points x 0 ?/ 0 , y l9 x 2 y 2 . 
o 

Les abscisses des points d’intersection sont racines de 
l’équation 

(2) ¥(x) = (ax -t- b) 2 — X = 0. 

__ P 

Les ordonnées correspondantes sont iji = dz\/X if mais il 

TC 

faut remarquer que le signe est bien déterminé, puisque l’on 

a sans ambiguïté 

yi = axi -h b. 

Nous engloberons le signe dans le radical. 
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Les trois points «tant on ligne droite, on a, quels que 

soient a y b 

1 Xq y \ 0 

(^) i ^ v% = 0. 

1 Xi \/ X 2 

. a i 

(.eei étant, lorsque la droite varie», en différentiant l’équa¬ 

tion (2) pour la racine r, 7 on aura 


c'est-à-dire 


2 (axi H- b)(x t da -f- db) -t = U 

Pc,_ _ 2 (.t ida f db) 

IJi F'fe) 


Kn ajoutant les trois égalités telles que (4), on obtient 
dx, .y Xjda -4- db 

iu ~~ ^ F'od 


Fe second membre 


est de la forme 

V 

—* F'oo 1 


r i> étant du premier degré en x. Nous sa\ons que si l’on 

décompose; une fraction rationnelle , le* dénominateur n’ad¬ 
mettant que des racines simples .r 0 , x t ,... (‘t 3» étant de degré infé- 

<7 2 J 

rieur à F, le numérateur de la fraction ^ f est précisément 


On a donc identiquement 

?(*<). L 

F( ) Jmmi F'(Xi) X Xi 

V"i y(x,) a i’ ? 

Pour obtenir ^ J,* \, il faut réduire les fractions du 

—d? {x,) 

second membre au même dénominateur et prendre au numérateur 
le coefficient de .P 1- * 1 . Ce coefficient doit alors s’identifier avec celui 


de ^(t). Mais 
cient sera nul. 


si cp(.r) est de degré inférieur à (n I ), ce 
o 

On devra donc avoir 

V JS X A — o 
—I F(* ( ) - 
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. . . . (ô/jj) 

Ainsi, quelle que soit la fraction rationnelle , si <p est de degré 

au plus égal à (n—*2) on a l'identité (6). (Nous aurions pu supposer 
connue cette propriété.) 

P 

C’est le cas du second membre de l’équation (5), le numé¬ 
rateur Xida + db étant du premier degré en xu 
o 

L’équation (5) se réduit donc à 

V **i = o 
^ yc 

/n <fao ■ ■ diX'i _ q 

v/Xo V X. v % - ■ 

tu 

Ainsi, lorsque les trois points M 0 , M l5 M 2 varient en restant 
en ligne droite, les variations des abscisses satisfont nécessairement 
à l’identité (7). 

Les différentielles da, db ont disparu, 
a 

Si, en particulier, le point M 0 est fixe, c’est-à-dire si l’on 

fait pivoter la droite variable autour d’un point fixe de la courbe, 
cette condition se réduit à 


(7') 


dx y dx a 
y/% + n/X 2 


R 

En résumé, à la seule condition que les abscisses satisfassent 
à la condition (3), x 0 étant fixe, les variations de x 1 et x 2 satisfont à 

P 

la condition (7'). Or celle-ci est une équation différentielle 

entre % et x 2 , de la forme d’Euler. Elle est indépendante de x 0 alors 

P 

que la relation (3) est une relation entre x x et x 2 dépendant 
d’une constante x 0 . 

ü> 

C’est donc la solution générale de l’équation (!'). 

R 

En résumé, pour intégrer l’équation 


dx i dxj 

y/X, 


0, 
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les radicaux pouvant être pris avec le signe + ou le signe —, on 
établira entre x x et x 2 la relation 


1, x 0 , y/'X « 
1» v/X, 

1, X. 21 \/X2 


= 0 


les radicaux y/X x , y/X 2 étant ceux qui figurent dans l’équation diffé¬ 
rentielle, mais le troisième radical étant tel que le point x 0 , \/X 0 
soit en ligne droite avec les points x u y/X x , et x 2 , sJ X 2 . 
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SYSTÈMES D’ÉQUATIONS 
THÉORÈMES D’EXISTENCE 
SOLUTIONS SINGULIÈRES 


Sommaire. 

Théorèmes d’existence : Transformation dos problèmes les uns dans les autres. 
Existence des solutions : Déduction à la forme canonique. — Construction des 
solutions. —- Démonstration de la convergence. 

2 e Démonstration de .\f. Picard : Valeurs approchées successives. - - fiimites 
de Y„, Z„. Application au domaine complexe. - ('as des fonctions analy¬ 
tiques. 

Fondions définies par une équation différentielle : 

Prolongement, analytique. - Points critiques. 

Reconnaître si un point est critique. 

Cas où fiz, u) est rationnelle en U. 

(londitions pour que toutes les solutions soient, uniformes. 

Solutions singulières des équations différentielles : 

Recherche en partant de la solution générale. Recherche directe. 
(Concordance des deux méthodes. 

Signification des courhes P et (). 

Solutions singulières dans le cas d’un système. 


I. — TUKORKMKS IVKXTST I< NCE 

Transformation des problèmes les uns dans les autres. — Avant 
d’aborder le problème de l'existence des solutions d’une équation 
différentielle, ou plus généralement d’un système, nous allons établir 
encore quelques résultats généraux. 

Nous disons qu’une équation différentielle entre une variable 
indépendante x et une ou plusieurs fonctions y, z, I est d’ordre n par 

rapport à la fonction y , si l’ordre le plus élevé des dérivées 

de y qui y figurent, est n. 
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y 

Le problème le plus général qui puisse se poser est la 

résolution d’un système (le n équations d’ordres quelconques défi¬ 
nissant m fonctions d’une variable indépendante :r(n m). 

Si n = m, nous dirons que le système est complet. 

Nous traiterons d’abord ee cas et nous allons montrer qu’on peut 
réduire ee problème de deux manières différentes. 

1° Résolution d’une seule équation 11 e renfermant plus qu'une 
seule fonction inconnue ; 

2° Résolution d’un système de N équations' à N fonctions in¬ 
connues (N > //), mais ces équations ne renfermant plus que les 
dérivées du premier ordre des nouvelles fonctions inconnues. 


Premier Problème : Réduction à une seule équation. K tant, 
donné un système (b* n équations différentielles entre les n fonctions 

L'L 7 

//, 3 , /..., le premier problème qui se pose est celui de l'éli¬ 

mination de toutes les fonctions sauf une, afin d'obtenir une équa¬ 
tion différentielle ne contenant qu’une seule des fonctions. 

Prenons d’abord deux équations à deux fond ions inconnues // et 3 


, ( dy d'y 


d"‘y dz d>’z » 

d.v mi dx' dx p J 


1-iU, ;/•••• ) = "• 

a 

Nous allons éliminer 3 . 

Supposons que les dérivées de 3 figurent dans la première équa- 

a 

tion jusqu’à l’ordre p t et dans la deuxième jusqu’à l’ordre /> 2 - 
Dérivons la première équation ]> 2 fois et la deuxième p l fois par 
rapport à x. Nous obtiendrons an total (/q -f- p 2 + 2) équations. 
Les dérivées de 3 entreront jusqu’à l’ordre (/q } p 2 ). 

Si nous considérons 3 et toutes ses dérivées comme des 
a 

fonctions distinctes, nous pourrons éliminer <-i's(/>i-| /'* + •!) 

O 

fonctions inconnues entre les équations. Nous obtiendrons 

au moins une équation qui ne renfermera que y et ses dérivées. 

Les dérivées de y entreront au plus jusqu’aux ordres 


tti t -f- p 2, tu2 ~f“ Pi- 


Prenons maintenant le cas de plus de deux équations. 
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Nous raisonnerons sur trois équations ; le raisonnement sera 
suffisamment général. 

Soient donc trois équations 

F, =0, F a = 0, F 3 = 0 

entre les trois fonctions ?/, z, t. Supposons que les dérivées de y , z, t 
entrent respectivement jusqu’aux ordres m ly n l9 p x dans la première, 
n 2 , p 2 dans la seconde, m g, n 3 , p 3 dans la troisième. 

j 

Nous voulons éliminer z et t. 

Considérons le tableau de ces ordres 

mi, "i, P i 
m. 2 , n a , p . 2 
n 3 , pti 

Nous désignerons par Aile plus grand des nombres n 2 + p 3 , n 3 + p 2 
formés avec les ternies du mineur de m v De même par A 3 les 

deux autres termes analogues, 
a 

Dérivons alors la première équation A 1 fois, la deuxième A 2 
fois, la troisième A 3 fois. Nous obtiendrons un nombre total d’équa¬ 
tions égal à (A x -f A 2 | A 3 -f 3). 

a 

Calculons le nombre total des inconnus z et t , et leurs déri¬ 
vées. Les dérivées de z entrent jusqu’aux ordres 

n, -F Aj, n. 2 -H A a , n 3 H- A 3 . 

5 

Il faut considérer le plus grand de ces nombres soit B. 

De même il faudra considérer le plus grand des trois nombres 

Pi -F Ai, p. 2 -t- A a , p 3 H- A 3 . 

a 

soit C. En traitant z et t et toutes les dérivées comme des 

inconnues distinctes, on aurait donc un nombre total d’inconnues égal 
à (B + C + 2). 

4* 

Nous allons montrer que 

B -F C = Ai -F A a -F A 3 . 

Soit par exemple n 2 + A 2 le plus grand ordre des dérivées 
de z. On aura 


th -f- A a > n, -F Ai, 


n-i -h A a n 3 -f- A 3 . 
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Soit, d’autre part, 


*1 

d 


A 2 — n, H- p 3 > n 3 4- p,. 

On aura alors 

n s + A 2 = n 2 -h n, -h p 3 = n i 4- (n 2 -h p 3 ). 
Par conséquent 


n i 4- A 2 < n x -j- A,. 


On a donc certainement 


et de plus 

r 'i 

De même 

On aura 

a 


H — Mjj 4- A 2 — H - Ai 

A j — n 2 -h p ;l . 

soit 

C = p, -+- Ai > p 3 4- A ;l . 

C = p, -f- n i 4- p 3 < P;$ -h A 3 . 


5 1 


De ces deux inégalités, on déduit donc 
G — P| 4- A, — p ;t 4- A 3 avec A 3 = p t 
Alors 


4- /ï 2 . 


13 4- G — A 2 4~ --f- A 3 4- p<, = A 2 4- A 3 -f- A,. 

On vérifierait cette conclusion quelle que soit l’hypothèse initiale. 

(U 

Ainsi l’élimination est possible et conduit à, au moins, une 
équation différentielle ne contenant que y et ses dérivées. 

Du reste l’ordre le plus élevé des dérivées de y sera le plus grand 
des nombres 

«i 4- A„ n 2 4- A*, 4- A 3 

c’est-à-dire le plus grand des nombres 

nii 4- Mjj 4" p ;1 , m i -H m 3 4 Pi, 4- n, 4- p 2 

m, 4- 4- p,, nx i 4- n t 4- p 3 , m 3 4- n 2 4- p, 

P 

ou enlin le plus grand des nombres formés par les termes 
du tableau des ordres. 

Lorsqu’on aura résolu l’équation résultante, les relations précé¬ 
dentes détermineront les autres fonctions, en particulier z et t. 
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(m 

L’intégration du système peut doue bien être ramonée à 
l'intégration d’une seule équation d’ordre plus élevé. 


2° Problème : Réduction à un système d'équations du 1 er ordre. — 

Nous pouvons y arriver de deux manières différentes : 

1° Kn nous servant de la transformation qui vient d’ètre faite. 
Soit l’équation finale 


il) 



dy dhf 
dx ’ dx 2 ’ 


d m y\ 

’ * dx»') 


= 0. 


Introduisons comme nouvelles fonctions 


(I) 


du du. du,,,^ 

<’> =*'*?• ■■■»-'= --dx 


(!') 


On en déduira de proche en proche 


'J* 


d 2 y 


dx 2 


* * ' //»»—i : 


’ dx' 


L’équation donnée peut donc s’écrire 


( 2 ) 


I{*’«'»<>«" ••• «-/f)- 0 - 


L’équatiou (2) et le système (1) peuvent remplacer l’équation (J). 
?' 0 

Or ces équations sont toutes du premier ordre. 


2 e Méthode. — On aurait pu opérer directement sur le système 
donné. 

Soient, par exemple, les deux équations 

/(•*■. y, y, y", i *,U =”) = o 

*(.r, i/, y', y", y'", z, z ', z") = 0. 

O 

Il suffit d’introduire comme nouvelles fonctions inconnues 


(1) 


dy 

dx' 


_ dy 

dx 



Les équations deviennent 


/(*«»•»*•»«' 'Ê> z > z ” di) r= °’ Ÿ( - r> *»•*»** *•*'’ Ê) = °- < 2 > 
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Ces équations (2) et le système (I) peuvent remplacer le système 

p, (o 

donné et dans toutes ces équations, n’entrent que les déri¬ 

vées du premier ordre des fonctions inconnues. 

H 

Kn résumé, pour étudier les solutions d’un système d’équa- 

P 

tions d’ordres quelconques, nous pouvons supposer, soit que 

nous avons ramené l’intégration à celle d’une équation à une seule 
variable, soit que nous avons ramené le système à un système 
d’équations ne renfermant que les dérivées du premier ordre des 
fonctions. 

Nous allons maintenant établir l’existence des solutions d’un 
système d’équations différentielles. 


II. — EXISTENCE DES SOLUTIONS : CAS DK DEUX ÉQUATIONS 


Réduction à la forme canonique. — Nous allons supposer que, 
dans le système d’équations, n’entrent que les dérivées du premier 
ordre des fonctions inconnues. 

Supposons, par exemple, un système de quatre équations 

( F|(;r, y, z, t, u, y, z, t\ u) ~ 0 
\ F 2 (.r, y, z, t, Uy y, z, t, u) = 0 
) F 3 (æ, y, Zy t , u, y y z, t', u) = 0 

\ y , Z, ty Uy IJ y Z\ t\ II') = Ü. 

V 

Kn général , on pourra résoudre ces équations par rapport 

aux dérivées et les mettre sous la forme 

y' = /i(-e. y, z > “). *' = IA x , y, z, t, «) 

z ' = /»(*, y, z, t, u), u' = f.,(x, y, z, t, u). 

On dira alors qu’on a mis le système sous la « forme canonique ». 
Etudions de plus près ce qui peut se passer : 

L’une au moins des équations (I) dépend de l’une des dérivées, soit 
a 

u\ On pourra donc tirer u' de cette équation, soit 

U' = 0(X, y f Zy ty Uy IJ y Z y 


et substituer sa valeur dans les équations restantes. 
Cakrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


18 
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o 

Elles deviendront 

y < z > ( > •*. y', *'» 0 = ?» — ?» = °- 

+.C 

En général, l’une de ces équations au moins dépendra 

a 

de l’une des dérivées. Supposons que dépende de V. Nous 

pourrons (théoriquement du moins) tirer V en fonction de 
y , z, /, n, y\ z ', soit — *(.r, 2/> b .V» - ) 
et en substituant cette expression dans les deux premières équations, 
on obtiendrait deux équations 

♦ifo y , 2, h ?/, z') — o, = o. 

«,Ç . . . 

Si l’une au moins de ces équations dépendait de l’une des 
dérivées z\ on pourrait continuer comme nous l’avons fait jusqu’ici. 

Ç 

Mais supposons que ces deux équations soient indépendantes 

des dérivées. 

P 

Alors, on aura deux équations finies entre les quatre fonç¬ 

ai 

lions. Elles permettront de tirer deux des fonctions en fonc¬ 

tion des autres, par exemple, t , u en fonction de y, z 

t = l(x, //, z), u = y, z). 
d 

On en déduirait t ' et u' en fonction de ?/', z'. En substituant 
dans les équations restantes on aura deux équations 

y » z, y\ z) = o, V*» y , z, y, z') = o. 

o 

C’est un système de même forme que le système initial avec 
deux inconnues en moins. 

(o 

On voit donc que le système donné peut être : 

1° Soit intégralement ramené à la forme canonique ; 

2° Soit se décomposer en deux groupes d’équations : 

a) Un groupe d’équations ne renfermant aucune dérivée ; 

b) Un groupe ramené à la forme canonique. 

Existence des solutions. — Au point de vue de l’étude des solutions 

a 

des équations différentielles, nous pouvons donc supposer 

que le système a été hiis sous la forme canonique. 
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Nous considérerons donc un système d’équations 

du, _ f . . 

^ U{ > u *> * * * M ») 


^ = /»(*, “i,.“») 

— fn( z < u i».“»)• 

p ; 


Nous employons cette notation, parce que nous 

supposons que z peut être une variable complexe et, que les fonc¬ 
tions /j, / 2 ,... /„. sont des fonctions de variables complexes. 

r 

*8 

Nous supposerons qu’elles sont holomorphes aux environs 
du système de valeurs z = a, — /q,... -= b n . 

Nous démontrerons le théorème suivant : 

Théorème. — Etant donné un système d'équations (I) mises sous 
forme canonique , à la seule condition que les fonctions f x , / 2 ,... f n soient 
holomorphes dans le voisinage des valeurs a, /q, /q,... h n il existe un 
système de fonctions 

Ut — ?i(z), H a çp 2 (z), • • - Un — Ÿ„(z) 

holomorphes dans le domaine du point a , vérifiant identiquement les 
équations (l) e/ prenant les valeurs /q, /q,... pour z — 

Ç 

Pour simplifier l’écriture, nous pourrons supposer milles 

les valeurs initiales a, /q,... /q (à la condition que les fonctions 
/i, / 2 ,... /„ soient holomorphes au point 0, 0, (),... 0). 

Cela reviendrait, en effet, à faire le changement de variable 
et de fonctions 

z = Z -f- a, u i “ l i b i, • • • u n — U„ 4- 

on obtiendrait un système d’équations de même forme : Z, U l5 ... U n 
se réduisent bien à zéro comme valeurs initiales. 

Pour simplifier l’écriture également, et éviter des indices nous 
raisonnerons sur deux équations 

(i) £ = /(*. «. «•) J = ?(*. «. «')• 

(La généralisation se fera d’elle-même). 
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0f 

Nous allons montrer qu’il existe des fondions 
u = X(z), v = f*(s) 

holomorphes dans le voisinage de l’origine, vérifiant identiquement 
le système (I) et s'annulant pour z 0. 


Construction des solutions. — Si ces fonctions existent, remar¬ 
quons tout d'abord que le système (I) et les équations dérivées sue- 

o 

eessives permettent de calculer toutes les dérivées pour z ~ 0. 

a oj 

On pourra appliquer alors la formule de Mac Laurin. La 

solution, si elle existe, est donc certainement unique. 

Puisque ces fonctions doivent être holomorphes dans le voisinage 
‘b * 

de 0, c’est qu’elles sont développables en série de la forme 


Su— X(z) = c, z -h c,z 2 H- • • • -H c n z rt -+■••• 
t *’•= (*(*) — d,z + d t z- •+-••• H- </„z" + • • • 

Nous allons n construire » des développements eu série tels que (II) 
satisfaisant identiquement au système (I). 

Les fonctions / et <p étant supposées holomorphes aux environs 

de 0, 0, 0, sont développables en série sous la forme 


/ — SA a o r z a uV' cp == 

*2 

Les développements sont convergents dans un cercle de 

rayon 11 et si r désigne une quantité inférieure à ce rayon K, on sait 
qu’on peut déterminer une quantité Af, telle que 


A, 


M 

r**?’ 


< M 

^ .a H- ■ 


Si les séries (N) sont convergentes, les dérivées des fonctions 
*2 

qu’elles représentent sont données par les séries des dérivées 

des termes. 

7 . 

Substituons à u, e, les développements (II) et leurs dérivées 
et déterminons les coefficients c , à , de manière à égaler les 
coefficients des diverses puissances de z dans les deux membres. 
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h 


En égalant les termes constants, nous aurons 
Ci “ Aooo 

d\ = B 000 . 


En égalant les termes du premier degré, 

2c. 2 A 10ü -f- A 010 ci H- A û01 d t 
2d. 2 = B, 00 B oto ci -H B 0ül d,. 

*1 

En égalant les termes de degré k , nous aurons manifeste¬ 
ment 

. ^ (A 1 ^ B(c,, c 2 c k , di, d 2 , • • • dh) 

( (A* +- I )dk |-2 = Q(Ci, • • • • C/ t , dj, d 2 , • • • d/J. 

<1 

les polynômes P dépendant en outre des coefficients A a Sv 

avec la condition a + + y ^ A’, les polynômes O dépendant de 

même des coefficients B* 3 *;. 
a 

Si nous substituons dans e 2 ,d 2 , les valeurs de r^dj nous au¬ 
rons r 2 ,d 2 en fonction uniquement des coefficients A, B. 

3 i/'i 

Si nous substit uons dans r 3 , d 3 , les expressions de Cj, d x et 
ces nouvelles expressions r 2 , d 2 , nous aurons c 3 , d 3 en fonction uni¬ 
quement des coefficients A, B. On voit que, de proche en proche, 

O 

les coefficients dj._j.j_ pourront s'exprimer par des poly¬ 

nômes en Aa*y, Ba ( iy. De plus, dans toutes ces opérations de substi¬ 
tution, • nous ne procédons que par additions et multipli¬ 
cations. 

<»> 

Ainsi donc, on peut écrire en général. 


(IV) c M ! - Pmi (A, B) d/ t _|_i = Q, + i(A, B). 

L* 

Si nous démontrons que les séries ainsi formées sont abso¬ 
lu 

lurnent convergentes dans un cercle de rayon p, elles cons¬ 

titueront des fonctions holomorphcs de z. Pour ces fonctions, 

et ^ sont de même des fonctions holomorphcs. D’autre part, les 

seconds membres /(z, u , e), cp(z, u, u) se transforment également en 

d 

fonctions holomorphes de z, soient, /(z, u , u) cp(z, n, p). Les 
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fonctions holomorphes qui figurent dans les deux membres ayant 
leurs développements en z identiques jusqu’à tel degré qu’on le 
veut, seront identiques. 

(O 

Ces fonctions u , c seront bien des solutions du système 
différentiel. 

P 

Il reste donc à résoudre la question essentielle : il faut 

que ces développements soient convergents dans un cercle de rayon 
suffisamment petit, mais fini. 


Démonstration de la convergence. — Pour étudier la convergence 

a 

des séries (II), , nous allons leur substituer d’autres séries 

plus simples qui soient des séries majorantes. 

*2 

Nous savons que si nous avons deux séries entières, 


u = c t z -h- c,z 2 -+-••• IJ — CiZ -4- CjZ* -h * • • 


ou Z — | z | , si l’on a constamment C* > | c k ] , la série u admet 
un rayon de convergence au moins égal à celui de la série à termes 
positifs U. Or d’après la remarque faite sur les polynômes P*. +1 , 
Qjfc+i (additions et multiplications), pour avoir des polynômes de 

module supérieur, il suffit de remplacer les A a py et Bajiy par 

> a, v 

des quantités positives supérieures à leurs modules. 11 est 

naturel de prendre pour ces quantités, précisément les quantités 


M M 

r » ~f- £ + y ’ r a+ p-f y’ 

► 

Si, au lieu du système, nous avions considéré les équa¬ 

tions 


(V) 


dV _M 

\ d/\~Zà r * + P+T 

I i v _ v M 

' d'L 2a r a-*-P + r 


Z a lJiV 

Z^U^VT. 


a 

et si nous avions cherché à déterminer les développements 


IJ = CiZ C 2 Z 2 -}- 

V = DiZ H- D 2 Z 2 h- 


satisfaisant à ces équations, 


0 , 4 / 


nous aurions eu pour déter* 
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miner ces coefficients, les mêmes équations (III) avec naturellement 
les nouveaux coefficients 


A' -- 


M 


ci, o 


Nous en aurions déduit également les mêmes polynômes 


r _p / M M \ 

t*+i —Pm^« + ?+7 . r *+Y+--,)• 

Ces séries sont .précisément les séries majorantes que 
nous recherchons. 

Si donc ces nouvelles fonctions U, V sont convergentes dans un 
certain intervalle — H + R, les fonctions u, v le seront a fortiori 

dans un cercle de rayon au moins égal à R. 
a 

Or, nous pouvons résoudre directement le système (V) 

IX 

On en déduit en effet 


dU __dV 
dZ “ dZ 

et puisque les deux fonctions s’annulent simultanément pour 
Z = 0 

U = V. 

. .... 

Il suffit donc d’intégrer la première équation qui devient 


dU 


M 


-• Z a U^U r . 


dZ + ï 

P 

La série du deuxième membre peut s écrire 

“Z G)»' 

Si les séries géométriques 9 ^(y) étaient conver¬ 

ti 

gentes, c’est-à-dire si Z < r, U < r, la série serait le pro¬ 

duit des séries convergentes, c’est-à-dire 

1 1 1 

M ——r x 1 " 1 


1 - 


< U , U 

1-1- 

r r 
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Nous supposerons iZ < r et nous n’appliquerons nos résultats 
que si nous pouvoirs bien avoir U < r. 

^1 

On peut alors écrire 


dU 

dl 


c’est-à-dire 


/ U\*«IU_ 1 

\ r) dl j _ 


Nous pouvons donc intégrer et écrire 


g(l - MrL^l — Z r ) -+- const. 

En remarquant que pour Z = 0, on doit avoir U = 0, la 

constante est égale à £ 

® o 

O 

En résolvant 

(6) l r J = l-v/l+3ML(l-£) 


en choisissant la détermination du radical qui se réduit à 1 pour 
z ~ 0. 

P 

Au second membre, le logarithme est holoniorphe dans 

uu cercle de rayon r, le radical admet comme point critique le 
point défini par 

1 -t- 3ML (l - 7 A = 0, 

c’est-à-dire 

Z = r(l — e~ M ). 

Le radical est donc holomorphe dans un cercle d’un tel 

rayon. Ce rayon étant inférieur à r, on voit que U est holomorphe 
dans uu cercle de rayon r' 
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On aura alors d’ailleurs 

U < r. 

Si nous développons la fonction U définie par l’égalité (f>) en 

* 

série, ce développement ne pourra que se confondre avec 

T. 

celui que nous avons construit, puisque nous avons dé¬ 

montré que la solution est unique. 

(JO 

Ainsi, la série IJ est convergente, absolument et unifor¬ 
mément, dans un cercle de rayon r' ; donc la série u sera conver¬ 
gente dans un cercle de ravon au moins égal. 

R 

Nous avons donc bien montré l’existence de fonctions u, v 
holomorphes dans un cercle de rayon r', satisfaisant aux équations 
différentielles et se réduisant aux valeurs arbitraires u 0 , e 0 pour 
z = z Q . 

Les valeurs initiales m 0 , c 0 peuvent être prises arbitrairement 

? 

pourvu que les seconds membres des équations (1) soient 

holomorphes au point z 0 , z/ 0 , r 0 . 

On dit que les fonctions intégrales satisfaisant au système d’équa¬ 
tions dépendent de deux constantes arbitraires. 

Généralisation. — Le résultat que nous avons obtenu se généralise 
visiblement. 

Si on a un système de n équations. 

/i(z> ", ^ * • •) 

/ 2 (z, n, e, w ♦ • • ) 


il existe des fonctions u, e, m... satisfaisant identiquement au sys¬ 
tème, se réduisant à u Q , c 0 , o' 0 ... et holomorphes dans un cercle de 
rayon fini. 

a ? 

Après avoir obtenu les coefficients du développement., 

pour démontrer la convergence, on arrivera a l équation 


dU M 1 



du 

dz 

de 

dz 
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En intégrant, on aurait 
U 


; = 1 - "y/1 + M(» -H 1)L(1 - 

^1 

Cette expression est développable en série dans un cercle 
de rayon 

r - = r [i _ e M ( 7r+î)]_ 


Forme des intégrales. — Le système de solutions se présente sous 
la forme 

U = X(z, Zo, u 0 , F 0 ) F =r= p(z, z 0 , u 0i Ffl). 

Soient u, f les valeurs des fonctions ), y. correspondant à la 
valeur z. Il existe donc des solutions qui, prenant les valeurs de départ 
w 0 ,f 0 pour la valeur de départ z 0 , prennent les valeurs finales m,f 
\> d 

pour la valeur z. Inversement, en faisant décrire à z le 

chemin inverse, il existe donc aussi des solutions qui prennent les 

(.0 

valeurs finales u 0 , f 0 en partant des valeurs initiales n, F. On 

peut donc certainement résoudre les équations par rapport à 

0 

m 0 ,f 0 (comme on les a résolues par rapport à m,f) et écrire 

u 0 = /(z, z 0 , n, f) = const. f 0 — m(z, z 0 , u, f) = const. 

Plus généralement, supposons qu’on ait obtenu un système de 
solutions dépendant de deux constantes arbitraires 

X(z, M, F, Cj, C 2 ) = 0, |X(Z, U, F, C|, C 2 ) = 0. 

? 

Demandons-nous à quelles conditions elle représentera 
la solution « générale » donnée par le théorème d’existence. 

Il faut qu’on puisse déterminer de manière que 

les fonctions u,f prennent des valeurs m 0 ,f 0 pour une valeur 

°i 

Zq de z. Il faut donc qu’on puisse déterminer c x ,c 2 par des 

équations de la forme 

X(Zo, M 0 , F 0 , C,, C 2 ) — 0, |X(Z 0 , M 0 , F(), C„ C*) — 0. 

*2 

Ces équations pourront déterminer c 1 ,c 2 si, pour les valeurs 
z 0 , *’o> on P eu t les résoudre par rapport à c l5 c 2 , c’est-à-dire si 
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Nous appellerons « solution générale » d’un système de n équations 

différentielles, une solution dépendant de n constantes arbi¬ 

traires qui soit la solution donnée par l’application du théorème 
d’existence de Cauchy, ou qui puisse s’identifier avec cette solution. 
Nous appellerons « solution singulière » tout système de fonctions, 

qui, bien que satisfaisant aux équations différentielles, ne 

puisse, pour aucun système de valeurs des constantes entrant dans 
la solution générale, s’identifier avec la solution considérée (nous 
verrons qu’il peut en exister). 


III. — DEUXIÈME DÉMONSTRATION DU THÉORÈME D’EXISTENCE 


Démonstration de M. E. Picard. — Ce théorème d’existence des 
solutions étant fondamental, puisqu’il est à la base de toute la 
théorie des équations ou des systèmes d’équations différentielles et 
ainsi de la théorie des équations aux dérivées partielles, nous allons 
donner une deuxième méthode de démonstration totalement diffé¬ 
rente, dont le principe est également dû à Cauchy, mais qui, sous la 
forme où nous allons l’exposer, est due à M. K. Picard (Traité 
d'analyse , tome lï, p> 301 et suivantes). 

C’est une méthode d’approximations successives. 

Nous raisonnerons sur deux équations mises sous forme cano¬ 
nique 

JJ = /'(*■>**)• •£ = /»(*. **)■ 

La méthode de démonstration et les conclusions s’appliqueront à 
des fonctions absolument quelconques de variables complexes, 
meme non analytiques, mais nous supposerons d’abord les variables 
réelles et les fonctions / lf / 2 réelles. 

Il ne sera pas nécessaire que ces fonctions admettent des dérivées 
partielles. Par contre, nous supposerons seulement remplies les 
conditions suivantes (beaucoup plus générales) : 

Soit un système de valeurs x 0 , y 0 , z 0 . 

1° Il existe deux intervalles /i, k tels que, pour tous les systèmes 
de valeurs de x , y, z satisfaisant à 

\x — x 0 \< h, | y — yo I < k, | z - z„*| < k, 
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fi(x, y, z) et / 2 (.r, y, z) restent inférieures en valeur absolue à un 
nombre fixe M. 


2° Condition de Lipschitz. — H existe deux constantes positives 
A, D telles que pour deux systèmes quelconques de valeurs x u y 1 , z ly 
y 2 , z 2 comprises dans les mêmes intervalles, on ait 

I /i(-r, y± , z,) — / i(x, y h z,) | < A | yi — yi \ -h B | z a — z t | 

I /a(«, 2/2, z*) — / 2 (:r, 2/t, -.) I < A | î/ 2 — i/i | H- B | z 2 — z 4 | 


Cette deuxième condition dont l’importance a été nettement 
mise en valeur par Lipschitz porte le nom de « condition de Lips¬ 
chitz ». 

Il résulte de cette condition que les fonctions sont certai¬ 

nement continues dans le champ. 

Remarquons que, si les fonctions f\, / 2 admettent des dérivées 

partielles bornées, par rapport à y , z, ces conditions sont eer- 

T. 

tainement vérifiées. Si les variables sont réelles, on le voit 

/. 

immédiatement, en appliquant le théorème des accroisse¬ 

ments finis. 

Si on a des fonctions de variables complexes on peut écrire 


a \ u \ r ,y -ô/(.r, //, s,) . ?/,„ z) , 

f( x > y* **) - /(■*. y» s*) = d : t/ d u dz - 

*'.Vi ^ * -I 

^1 

Si les dérivées restent respectivement inférieurs en module 
à x, fi, en désignant par L, L' les longueurs des clnmiins d’intégration, 
o,l ' . . . , _ 

le module du second membre sera inférieur à xL + (31/ 

et a forlûtri à 

A I yi - 2/1 I -+- » | — Z| | 

pour d’autres valeurs des constantes A, IL 
Ces hypothèses étant faites : 


Principe de la Méthode: Valeurs approchées successives. — Nous 
pouvons mettre les équations sous la forme 

+ | U(*> y> 

J a 

en supposant dans f lf / 2 , y et z remplacés en fonction de x. 


rx 

V — b + I fi(x, y, z)dx, 
J a 
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* 

Ces Équations remplacent comme on le voit les équations 

proposées et les conditions initiales. Si nous connaissions les expres- 

o 

sions exactes de ij et z, ces équations seraient des identités, 

O 

et en faisant les quadratures indiquées, nous retrouverions, 

pour chaque valeur de a-, les valeurs correspondanles exactes 
(le y, Z. 

Si dans les fonctions à intégrer nous remplaçons y et s par clos 
'E o 

fonctions approchées, on conçoit que les résultats des 

non vailles intégrations seront des valeurs approchées de y et z. 
a 

Donnons-nous un système de fonctions y 0 , r 0 de x, continnés 
quelconques dans rintervulle a h, a + h , assujetties simplement 
aux conditions suivantes : 

1° Elles prennent pour x — a les valeurs b , c. 

2° Dans rintervalle ci-dessus de a*, leurs valeurs sont comprises 
dans un intervalle dr k (autour de b et c respectivement). 

d 

De ce système de fonctions y Q , z 0 , nous déduisons un 

deuxième système de fonctions ?/ t , par les formules 

J ~x rx 

/«(•r, //«., s, = c X- I / 3 (#, ?/„, z 0 )dx. 

a J a 

Remarquons que, y 0 , z 0 restant dans le champ indiqué, les fonc- 
a 2 d 

tiens / x ,/ 2 sont continues en .r, donc intégrables et y y . z 1 

sont donc déjà aussi des fonctions continues de x comme y 0 , z 0 . 

Nous allons montrer que, en restreignant encore une 

seule fois si c’est nécessaire, le champ h de variation de x les fonc¬ 
tions î/ 1 ,3 1 restent aussi comprises dans le même intervalle db k (au¬ 
tour de b , c) que y 0 , z 0 . 

H 

En effet dans l’intervalle a, x les variables x, y, z restant 

dans les champs indiqués, les fonctions f l9 / 2 restent, par hypothèse, 

d ' 

en valeur absolue, moindres que M. On a donc 


| 2/i ~ b | < M | x — a |. 
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Nous aurons donc | y x — b | <[ h si nous prenons 

, - k 

I x ~ a I < M‘ 

«î . k 

Nous choisirons donc pour h le plus petit des nombres h etj^ 

et nous prendrons cette valeur comme intervalle définitif des varia¬ 
tions de x. 

* <jO 

Nous avons donc bien certainement 


| /y! — b | < k et de même | z, — c J < h\ 

10 

Ainsi y x et z x satisfont aux mêmes conditions que ?/ 0 , z 0 . 

'G *1 

Nous pouvons donc opérer sur y u z x comme nous 
l’avons fait sur y 0 , z 0 et déterminer deux nouvelles fonctions y 2 , z 2 


yt = b I /,(.r, î/i, z^dr, z 2 = c I y ly zjd.r, 

J a J a 

P 

y 2 , z 2 seront encore, dans l’intervalle h, des fonctions conti¬ 

nues et seront comprises dans l’intervalle k (sans nouvelle restric¬ 
tion). 

Si, a 

En opérant ainsi de proche en proche, ayant déterminé 
des fonctions y n —\, î continues, variant dans l’intervalle A*, nous 
en déduirons de nouvelles y n , z n par les relations 


'Jn = 



t, y»~i, Zn-j)d^r, 


z n — b -+~^ / 2(^*7 yZn—i)dx. 


Les opérations du second membre sont bien licites, y n et z n seront 
bien continues et comprises dans l’intervalle k . 

Limites de y n , z n . — Il faut maintenant voir si ces fonc¬ 

tions y v 2 / 2 ,... y n ... tendent vers une limite lorsque n augmente indéfi- 

«d S 

niment et de même z 1? z 2l ... z n ... À cet effet, il faut étudier 

les différences y n+ï — y n . On a 


2 /n+i — yn = J [f\{x, yn, *n) ~ fi(x, 2 /n-l, Z n ^)]dx. 
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a » V 

Nous allons Évidemment appliquer maintenant la condi¬ 
tion de Lipschitz. 

I /i (•'*’, ?/«) ~~~ /ifat Vn—ii 2 n—i) | ’C A | y n y»-.i | -+~ B | z n * Z ,|_j J. 

a, v 

On est donc amené à procéder par récurrence : 

Y 

"s 

Supposons que les différences j y n — y n -\ | et. | z n — z n ^ x | 

O 

restent inférieures à une certaine fonction <p n (.r), on aura 

| /|(.T, y ns Z n ) — /.(-T, ?/„-i, Z„_l) | < (A +- 
d 

et par suite 

v n (x)dx. 

Or la première différence \ y x — y 0 | reste inférieure h une 

certaine quantité fixe, par exemple, = X. 

d 

Donc de proche en proche, les différences | */„ +1 — y ni | 

et. | z n+ 1 — z n | resteront inférieures à une nouvelle fonction <jp w+1 

?»H = (A -+■ B) ( 9n(x)dx. 

J a 

P, O 

C’est, comme on le voit, une loi de récurrence entre les 

fonctions successives <p 2 ,... H1 , valeurs limites des différences, 

o, d 

Elles se déduisent fies unes des autres par intégration 

successive après multiplication par le facteur constant (A + 13). 

<*, Ç . . , ' 

Puisque la première différence | y x — ï/ 0 | est inférieure à X, 

Si, d 

on aura successivement 

I y» — 2/i I < -+- B ) I x — a I 

I y. - y* I < >(A + B)* - Al 2 



I y..+i — y» | < M A + B)» La_A 
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Os inégalités successives montrent immédiatement 
les quantités y n ont une limite. On a en effet 


* 


que 


I y» i i — ;/'> I «S I î/i — ?/.. I + | yi — y< I h-1 I j/„+> — y„ | 

< >.| I +- (A 4 - B) |JP 7" 1 4 - ( A h B) 21 x ~f' +... 4 - (A 4 - R)” | - r M 7 l " |. 

En continuant ainsi indéfiniment., on constitue au second membre 

TC 

une série absolument et uniformément convergente car on a 


!/h - 


j ^ ^(A f B) | .r — a \ 


LO 

Les fonctions y H9 z n tendent donc bien vers des limites y, z. 

\y 0L 

11 faut maintenant démont rer que ces fond ions y, z véri¬ 
fient bien les équations différentielles données et les conditions ini¬ 
tiales. 

Les différences y n — y, z n — z tendent uniformément vers 

? 

» 

zrro. Il en est de môme de 


/(*> y , 3 ) — /(•<•» yn, z..), 


d 

d’après l’inégalité de Lipschitz. 


tend uniformément vers 

tu 


f 


/(x, y, z)dx. 


On a donc bien à la limite 


Par suite ( /(.r, y n , z n )dx 
J a 


X x , 

/(.r, y, z)dx, 

et de meme pour z. 

5 

Enfin, il faut montrer que ces fonctions y et z ne dé¬ 

pendent pas du choix des fonctions initiales y Q , z 0 et que la solution 
trouvée est unique. 

£ 

Supposons en effet que nous ayons pris d’autres fonctions 
de départ Y 0 , Z 0 satisfaisant aux mêmes conditions. On en déduirait 
une suite de nouvelles fonctions Y 1? Y 2 ,... Y n ... et Z l9 Z 2 ... Z n ... 


Comparons les deux suites y m Y w . 
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v 

Procédons encore par récurrence. Désignons par y. une 
limite supérieure de | Y 0 — tj 0 | et de | Z 0 — z 0 | . 

I^n appliquant 1 inégalité,de Lipschitz, on aura alors 

| j(x, Y 0 , Z 0 ) /(.r, y 0> z 0 ) | < A | Y 0 — y 0 | 4- B | Z 0 — z 0 | ^ (A -h 

^1 

Par suite, comme 

Yi — y { — J* [f(x, Y 0 , Z 0 ) — f{x , y Q) z 0 )>lr, 

on en déduit 

t Yj — t/i | < (A -+- B)ja | x — a |. 

On aura de même, si (A + B) y. | x —- a | < k, (ce que 
nous supposerons) 

|/(*,Yi,Z l ) - f(x, 2/1, Zi) | < A | Yi —2/1 | -h B j Zj — 2, | < (A B) 2 jjl [a: — a| 
et par suite 

I Y, —y,|< k (A + B) 2 iT 2 . 

Oi, O 

De proche en proche, 011 aura donc 
I Y, — y, I < h(A -h B)» 

P ’ a 

Ces inégalités prouvent bien que Y„ et y n '(qui ont séparé¬ 
ment des limites) ont même limite, et de même Z n , z n . 

Lnfin la solution est bien unique : 

bi nous supposions une autre solution Y, Z du système, en pre- 

r 

riant Y 0 = Y, Z 0 — Z, il est. bien évident que Y l5 Z x se 

réduiraient aussi à Y, Z, de même Y 2 , Z 2 ,... Y n , Z n . 

CO 

Les nouvelles quantités Y w , Z,* auraient donc pour limites 

Y, Z. 

*2 

Or, nous savons que ces limites ne peuvent être que y et z. 

Le théorème d’existence est donc complètement démontré. 

Application au domaine complexe. — Nous avons considéré des 

fonctions réelles f x , / 2 de variables réelles x, y , z. Supposons 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 19 
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maintenant les variables complexes, et les fonctions f 1% / 2 absolu¬ 
ment quelconques, meme non analytiques, de ces variables. 

Cherchons s’il existe des fonctions 3, de .r, meme non analytiques, 
satisfaisant aux équations et se réduisant h />, c pour x -- a. 
Cependant, comme nous écrirons 


4a 

dx 


/*(■*'. !/• 


*) 


(nous 11e raisonnerons que sur ?/), nous supposons par cela 

meme, que la fonction y admet une dérivée, limite de quand, x 

se déplace dans une certaine direction , dérivée qui pourra être 

différente si la direction change. 

: 

Donnons-nous donc un chemin L. Soit s l’arc de cette 

Ç 

courbe allant de a à x. Nous supposons que dans des cercles 

de rayon K, H/ suffisamment petits, les fonctions / x , / 2 satisfont 

aux inégalités de Lipschitz pour des valeurs convenables de M, A, IC 
a 

Ceci étant, prenons deux fonctions continues quel¬ 

conques, même non analytiques, y m 3 0 , se réduisant à b, c comprises 
dans des cercles de rayon II' (de (rentres />, r), lorsque x se déplace 
dans le cercle de rayon K, et posons 


0 


011 aura 



!/„, 2 «)dx 


I y\ — b\ < Ms. 


Nous supposons l’arc s suffisamment petit pour que M.v < H' ; Ui 

sera donc une fonction continue do x et sera comprise à l’intérieur 
d 

du cercle ii' : y 1 satisfera donc aux mêmes conditions que y Q . 

^2 

De même si nous posons 


?/ 2 = b ~\~ /,(.r, y u Z\)dx • • • 


//»+> 



z n )dx 


(et de même pour z l5 z 2 ,... , t ), ?/ 2 , î/ 3 ,... y n -\ \ seront des fonct ions 

cont inues et seront toutes comprises dans le cercle H'. 
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Limite des y . — On aura 

lh -2/1=1 [/»(*, 2/0 *1) “ /ifo 2 /o, z 0 )]dæ. 

J a 

a 

Appliquons l'inégalité de Lipseliitz 

I /i(* r , 2/i, z i) f{ x i 2/«, z o) I < A | î/j — 2/0 [ ~P B | zi — Zo | <C (A -f- B)À. 

Par suite, en désignant par À une limite supérieure des premières 

*2 

différences | y l — y 0 | , \ z l — z 0 \ eu appliquant l’expression 

de la limite supérieure d’une intégrale de variable complexe 

12 h ~ 2/i I < (A -P Im¬ 
posons 

X 2 = (A -f- B )sl. 

•{/, a 

Nous allons montrer (pie nous pouvons poser d’une ma¬ 

nière générale 

I y n H . 'Jn\< K+U avec >„ fl = À(A - 4 - 15 )'* • 

a 

Nous allons procéder par récurrence : 

'h 

Supposons que la loi soit vraie pour n, c’est-à-dire que nous 

ayons 

li/^^KMA + Br 1 ^,. 

(et de même pour z). 
o 

On aura ensuite 


r*x 

2/n+1 — 2/« = j 2/»> Zn) “ /. (#, 2/n-t, Z„_,)]<L\ 

«/ a 

y. 

En appliquant l’inégalité de Lipschitz, 

I f l (x, y», z n ) — f t (x, y n ~ t, z#,—i) | < A | y n — t/*„, | B | 3 » — z„_i | 

< MA h- I»" 

Or, étant donnée une intégrale de fonction de variable complexe, 
uèuie non analytique, I /(z)dz, 
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*2 

elle est par définition la limite de la somme 

X/(W(z/:+1 — **)■ 

Si cp (s) désigne le maximum du module de /(z*) le long de 
o 

chaque arc, on a 

| I | = I <?(s)ds. 

émd .O 

O 

En appliquant cette formule, on aura 

I y, +l - Un I < \J \A + B)« (-^-î d* = X(A B)- • 

CU 

La loi de récurrence est donc bien démontrée. Etant vraie 
pour 2 , la formule 

I ?/„+, - Vn | < >-(A 4- B)" ,f, 

est donc générale. 

Si alors nous posons 


2/m- t = Uo -+- (//1 — i/o) -+• 2/* — !/i) -+- • • • -t- (y n + 1 — //«)• 

On voit que les termes du second membre sont moindres en 
valeur absolue que 

a, X(A -h B)s, >.(A -t- B) 8 • • • X(A 4- B)« • 

P , . 

La série qu’ils forment est absolument et uniformément 
convergente. 

tu 

2/m i tendra donc uniformément vers une limite y . 

* 

Comme dans le cas des variables réelles, on démontrera 

aisément que cette limite satisfait à l’équation différentielle le 
long de la courbe choisie. Cette solution est unique, indépendante des 
fonctions de départ y 0 , z 0 . 

Cas des fonctions analytiques. — Supposons maintenant f ly / 2 , 
holomorphes satisfaisant alors à des inégalités de Lipschitz. 
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* O 

Prenons pour y Q , z 0 deux fonctions holomorphes. Les 

fonctions y lt z x cpie nous obtiendrons par les formules 

tj i = b -h f fi (x, y Q , z Q )dx 
J a 

seront aussi des fonctions holomorphes. Pour des arcs suffisam¬ 
ment petits, y l9 z 1 seront compris dans le même cercle R' (pour 

lequel les inégalités de Lipschitz sont satisfaites). 
d 

Il en sera de même successivement de y ny z n% 

Les limites y et z définies par des séries de fonctions holo- 

o 

morphes, uniformément convergentes, seront elles-mêmes 

des fonctions holomorphes. Ces solutions holomorj)hes du système 
seront uniques. 

Mais on peut ici généraliser le théorème de Cauchy. 

Ce théorème établit bien qu’il existe une solution unique de fonc¬ 
tions holomorphes satisfaisant au système différentiel. 

v 

On peut se demander s’il ne pourrait pas exister de 

fonctions non holomorphes satisfaisant au système. 

*1 

Il faudrait naturellement partir de fonctions Y 0 , Z 0 non 
holomorphes, et intégrer comme dans le cas des fonctions non an- 
lvtiques, le long d’une courbe déterminée. 

Nous avons démontré que dans ce cas, quelles que soient les 
fonctions non holomorphes de départ, les limites Y, Z satisfaisant 

tü 

aux équations différentielles sont uniques. Ces limites Y, Z 

se confondront nécessairement le long de cette courbe avec les fonc¬ 
tions holomorphes y et z que l’on aurait obtenues en partant de 

fonctions holomorphes y 09 z 0 . 

a 

Si maintenant, nous faisons varier, à partir de A la 

o 

courbe d’intégration, les diverses limites obtenues Y, Z, 

Y', // se confondront toutes avec la solution holomorphe y , z qui, 

elle, reste toujours la même, quelle que soit la courbe d'intégration. 
u> 

Nous obtenons donc le théorème général suivant : 
Théorème. — Si les fonctions f u f 2 sont holomorphes dans des 
cercles de rayon R (pour x), R '(pour y , z), il existe des fonctions 
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kolamorplies y et z satisfaisant aux équations différentielles se réduisant 
à b , c pour x = a. 

Ces fonctions sont les seules solutions , holornorplies ou non, satis¬ 
faisant au système. 

Rkmah^ue. — Pour établir l'existence des solutions par la mé¬ 
thode de M. E. Picard, nous avons dû faire les hypothèses sui¬ 
vantes : 

1 ° Il existe deux intervalles h et k pour lesquels f x (x, y, z ) et 
/ 2 (.r, y, z) restent inférieurs à M. 

2° Inégalité de Lipschitz. 

Nous avons ensuite restreint, s’il était nécessaire, l’intervalle h, 
en prenant le plus petit des intervalles h et jjq* 

TT, 

Cette deuxième restriction n’a été faite, que pour 

s’assurer que 

f\(x. */o, zo )dx 

et de môme z ly (et ensuite toutes les autres valeurs approchées), 

Tt 

restent dans l’intervalle k, et cela seulement pour pouvoir 

affirmer que f x {: r, z t ) est cont inue et pouvoir intégrer. 

4 

Mais il sera inutile de faire cette restriction, si nous 

sommes sûrs a priori que les fonctions f x et / 2 , sont continues dans 
le domaine de x ~ a, quelles que soient les valeurs de y et s. 

On pourra alors certainement et de toutes façons cal¬ 
culer les intégrales successives 



elles seront des fonctions continues de x. 

Il suffira donc dans ce cas, qu’il existe des nombres A, H tels que 

| f(x, y", z") - f(x, y, z') | < A ! y" - y' | - 4 - B | z" - z' |. 

Toute notre démonstration, faite ci-dessus, de l’existence des 
limites y et z subsiste alors intégralement. 



Cas des équations linéaires. -— En particulier, si les équations 
sont linéaires en y et z, les coefficients étant des fonctions de x 
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0 

les solutions seront convergentes pour tout intervalle de r dans 
lequel tous les coefficients seront continus. 

<o 

Les solutions ne peuvent avoir d’autres points critiques 
que ceux des coefficients. 

Nous avons donc établi le théorème d’existence des fonctions 
définies par des équations différentielles, par deux méthodes abso¬ 
lument différentes. 


iv.— fonctions défîmes par une équation différentielle 
PROLONGEMENT ANALYTIQUE. POINTS CRITIOUES 


Prolongement analytique. Points critiques. — En supposant tou¬ 
jours la variable complexe, considérons une seule équation diffé¬ 
rentielle du premier ordre mise sous forme canonique. 

du \ 

dz == 

" . ; 
Faisons décrire à la variable s un certain chemin C et. 

voyons si l’équation peut définir une fonction 

u — X(z) 

satisfaisant à l’équation différentielle tout le long de C. 

a 

Prenons un point de départ a 0 sur C et faisons-lui corres¬ 
pondre une valeur b 0 de u. 

Si le coefficient différentiel /(s, u) est holomorphe aux envi¬ 


rons de <7 0 , /> 0 , 


il existera d’après le théorème de Cauchy, une 


solution prenant la valeur b 0 pour z — « 0 . Cette solution est 

holomorphe dans un cercle C 0 de centre a 0 et d’un certain rayon p 0 . 
a 

Prenons sur C 0 un point a x à l’intérieur de ce cercle. 

Nous pourrons calculer (au moins théoriquement), et avec autant 
d’approximation que nous le voulons, la valeur finale b t de u pour 


liait 


Prenons ces valeurs comme nouvelles valeurs ini- 
Nous pourrons poursuivre la définition de la solu¬ 


tion u à l’intérieur d’un nouveau cercle C x de rayon a v 
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Nous pourrons par conséquent, et en admettant que ce cercle ait 
une partie extérieure au premier, poursuivre la définition de la 
fonction u le long d’un nouvel arc A x À 2 de C et... ainsi de suite. 

tu 

Nous établissons ainsi * l’existence d’une fonction satisfai¬ 
sant constamment à l’équation différentielle, le long d’un arc A 0 A 
qui peut s’étendre bien au delà du cercle initial, c’est-à-dire l’exis- 
tence d’une fonction définie par une équation différentielle , fonction 
qui dépend du reste de la valeur initialement choisie b 0 . 

Points critiques. On voit que l’on ne sera arrêté sur C 
que si, pour un point oc et pour la valeur correspondante (3 de u, 

le coefficient différentiel cesse d’être holomorpbe. 

Tl 

Sinon on pourrait continuer la définition de u le long d’un 
nouvel arc fini à l’intérieur d’uri cercle de rayon suffisamment 
petit, mais fini, de centre oc. 

Tl 

Ces points oc peuvent d’ailleurs exister, car il est possible 

que les rayons des cercles successifs que l’on considère décroissent 
jusqu’à zéro et que l’on ne puisse, ainsi, pas dépasser sur C un point oc. 
Un tel point est un « point critique » de la fonction u considérée. 

Lorsqu’on part d’un point initial n 0 , les diverses solutions de 
o 

l’équation correspondent aux diverses valeurs initiales b 0 

que l’on peut adopter pour u (à la condition que f[z , u) soit holo- 
morphe en a 0 , b 0 ). Les valeurs successives que prendra la solution 

? 

dépendront de cette valeur b 0 , et par suite aussi, la valeur 

finale de cette fonction au point oc. Puisque les points cri¬ 

tiques correspondent aux valeurs oc, |5 pour lesquelles f(z, u) cesse 

V, 'l> 

d’être holomorpbe, il est naturel de penser que ces points 

critiques seront en général variables avec la valeur initiale 
choisie pour u , c’est-à-dire avec la solution considérée. 

Il pourra cepedant arriver que certains points a de C 

soient des points critiques de u, quelle que soit la solution 
adoptée. 

On voit donc 
critiques ; 


qu’il peut exister deux espèces de points 
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1 ° Des points critiques « fixes » communs à toutes les solutions 
de l’équation différentielle. 

2° Des points critiques « mobiles » variables avec la solution 
choisie. 

Exemples : 

1 ° Considérons l’équation 

du x 

dz = «*>• 

h 

La solution qui se réduit à b 0 , pour z = a 0 , est 



Il est bien évident que les points critiques ne peuvent 
être que ceux de la primitive de f(z) : ils sont donc tous fixes. 

2 ° Soit l’équation 

du = 1 

dz z — u 


*2 

A priori nous pouvons dire que les points critiques sont 

ceux pour lesquels on aura z = u. Or, il est facile d’intégrer cette 

équation. 

a 

On l’écrit en effet 


dz 

Z 


— u. 


('/est une équation linéaire, si l’on considère z comme fonc- 
tion de u. On trouve aisément la solution générale 


z = u -h 1 4- Ce". 

a 

Déterminons la solution de Cauchy qui prend la valeur 
u = b pour z — a. On aura 


z u ~ 1 = (u - b — i)e u ~ b . 

Les points critiques sont ceux pour lesquels on aura s - ~ u. 
Ils sont donnés par 

1 = (b -h 1 — a)e z ~ b 

c’est-à-dire 

z = b — log (b -h 1 — a). 
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Pt W 

Ou constate que tous ees points sont variables avec b , 
c’est-à-dire avec la solution choisit;. 

Etude à l’infini. — Si l’on veut étudier comment se comporte 

une solution pour des valeurs de s dont Je module augmente indô- 
a. <J 2 

finiment, il faudra faire le changement de variable 

1 

z — y. On aura une nouvelle équation différentielle entre ’Ç et u, 
dont on étudiera la solution aux environs de l’origine. 

De même, si l’on veut étudier de quelle manière se com¬ 

porte une solution qui devient infinie pour une certaine valeur a de z, 
a i \ 

on fera le changement u = et on étudiera les variations 

v 

de v aux environs de z — at. 


Reconnaître si un point est point critique. — En général, s'il est 
possible de connaître à l’avance les systèmes de valeurs a, jS de 
z, u pour lesquels /(z, u) cesse d’être holomorphe, il est difficile de 

S 

voir s’il existe une solution de l’équation différentielle qui 

se réduise à jS pour z = a, et de plus quelle est alors la nature de 
ce point critique a pour la solution considérée. 

Nous allons démontrer le théorème suivant ; 

TmîOHÎiMK. — Si en un point ol , (b, /(z, u) devient infini , mais 
si la fonction inverse 

Ç(Z, U) ~ y/ i 

/(Z, U) 

s'annulant pour ces valeurs , est holomorphe aux environs de a j3, 

il existe effectivement une solution de l'équation prenant la 
valeur (b pour z = z. Ce point est un point cri h que algébrique pour 

la solution. 

a, £ 

Puisque <p(z, u) est holomorphe aux environs de a, /3, 
nous considérerons l’équation définissant z comme fonction de u 


dz 

du 


= <f(z, u) 


81 


u) s’annulant pour a, [S. 

11 existe une solution holomorphe de cette équation pre 
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nanl Ja valeur z — a pour u = fi. Cette solution est développable 
en série de Taylor sous la forme 

z — 3 = A t (u — P) -h A,(li — P) 2 -t- 

d 

On en déduira 

J = A, + 2A,(«-P)+... 

et pour u = |3, | ( Z t = Aj. 

P 

On doit donc avoir A t = 0. 

5 

Inversement, l’équation 

Z — a — A 2 (m — p ) 2 -+- • • • 

peut servir à définir la fonction u. 

P 

Or pour s = a, deux valeurs au moins de (?f —-13) s’an- 

r 

>9 

nu lent. Pour nous placer dans le cas général, supposons 

que les (k — 1) premiers coefficients A* (dérivées successives de ^ 
par rapport à u) soient nuis pour oc, fi. 

O 

On aura alors 

z — a — A h (u — $) k -\- • • • 
r 

Quand z tend vers oc, il y a k valeurs de u qui tendent vers 

fi. Nous savons que, inversement, pour les valeurs suffisam¬ 

ment petites de \z — oc | , nous aurons pour (u — fi) un développe¬ 
ment de la forme 

1 2 

u — 6 — B t (z — oc) k -f- B i(z —, <*) k -h • • • 

1 

procédant suivant les puissances entières de (z - ■ oc) k . On obtiendra 

X 

tous les développements de(u— fi), connaissant l’un d’eux, en 

i 

prenant toutes les déterminations de (z — oc) k . 

Lorsqu’on tourne autour du point oc, ces diverses déter¬ 

minations se permutent les unes dans les autres. 

Le point z = oc est un point singulier algébrique des solutions u. 
Nous avons supposé qu’il y avait un premier coefficient A k diffé- 
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♦ 

rent de zéro. Il pourrait arriver que toutes les dérivées 

successives de z par rapport à u fussent milles pour u = (S. On en 

J 

déduit que pour la fonction <p(z, u), toutes les dérivées par¬ 

tielles successives par rapport à u sont nulles pour z = a ; <p(z, u) 
est donc de la forme 

<p (z, u) ~ (z — <*)*<pi(*>u). 

û, 0 

On a dans ce cas l’équation 

* = u) 

<Pi» étant holomorphe. Elle admet la solution z = oc. D’après 

<*2 

le théorème de Cauchy, il n’existe pas d’autre solution se 

réduisant à oc pour m* = |3, quelle que soit la valeur choisie de |3. 
L’équation donnée 

du _ _ 1 

dz ~~ (z - <x) h <p, (z,u) 

10 

n’admet donc pas de solution prenant la valeur jS pour z = a. 

Cas où /(z, m) est une fonction rationnelle en u. 

Théorème de M. Painlevé. ;— Considérons l'équation 

dz=K Z ’ u) 

/(z, u) étant une fonction rationnelle de u, et uniforme par rapport à z, 
mais pouvant avoir pour chaque valeur de u , des pôles ou des points 
singuliers essentiels isolés. 

hn dehors de certains points critiques fixes , Véquation n'aura 
d'autres points singuliers que des pôles ou des points critiques algé¬ 
briques. 

Nous nous contenterons d’énoncer ce théorème. ' 

Conditions pour que toutes les solutions soient uniformes. — 

Soit l’équation 

du _ %_Ao *4- Ai u -+-•••. -4- k m u m _ P(z, u) 

dz ’ B 0 4- Bju 4- * • • 4- B„u m Q(z, u) 

les fonctions A*, B* pouvant être des fonctions quelconques de z, 
mais uniformes dans tout le plan. 
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Nous allons rechercher à quelles conditions toutes les solutions de 
l’équation différentielle seront elles-mêmes des fonctions uniformes. 

Donnons-nous une valeur oc de z qui ne soit point critique pour 
aucun des coefficients À,*, B*, qui n’annule pas le coefficient B 0 et 
enfin qui n’annule pas le résultat de l’élimination de u entre les équa¬ 
tions 

P( ZjW ) = 0, Q {z,u) = 0 

points pour lesquels /(z, u) serait indéterminée. 

A cette valeur a de z, faisons correspondre une racine (3 de l’équa¬ 
tion 

Q(«, u) = 0. 

P . 

Pour ce système de valeurs, /(z, u) est infini, mais 

l’inverse de la fonction <p(z, u) s’annule et est holomorphe aux envi¬ 
rons. hlnfin B 0 n’est pas nul pour z = oc. 

n 2 * üj 

D’après le théorème précédent, il existerait une intégrale 
se réduisant à [3 pour z — oc, et ce point serait point critique algé- 

? 

brique pour cette solution. Si donc nous voulons que toutes 

(1) 

les solutions soient uniformes dans tout le plan, il faut que 

le second membre se réduise à un polynôme en u. 

Soit alors l’équation 

1 0 

Si nous faisons la transformation u = -, nous obt.ien- 

e 

drons l’équation 



Or, si toutes les solutions u sont uniformes, il doit en 

être de même de toutes les solutions e. Il est donc nécessaire 

que le nouveau second membre soit un polynôme en v et, par 
conséquent, que P(z, u) soit un polynôme du second degré en u. 

Nous sommes donc conduits à considérer les équations de 

Riccati. 

| = P + Q« + Ru 2 . 

Equation linéaire. — Considérons d’abord une équation linéaire 
et étudions les points critiques des solutions. 
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Soit. 

du .. r . 
dz = 1 + f *“- 

a 2. 'b 

Nous savons que la solution générale de cette équation, 
si u {) et u-i sont deux solutions particulières, est donnée par 

u u Q -h k(Ui — u 0 ) 
d 

k désignant une constante arbitraire. On en déduit que 

les seuls points critiques de u ne peuvent être que ceux de u 0 et u x : 
ce sont donc tous des points critiques fixes ; ils peuvent d’ailleurs 
être quelconques. 

Equation de Riccati. — Prenons maintenant l’équation de Hic- 
cati 

= V -t- Q» + Ru 2 . 

t 

Le second membre cesse d’être holomorphe pour les points 

critiques de l’une des fonctions P, Q, R ou pour u infini, 
r 

Les premiers ne pourront être que des points critiques 

fixes communs à toutes les intégrales. 

Etudions les solutions qui peuvent devenir infinies pour certaines 

a T 1 
valeurs oc de z. Nous devons poser u = • 

Nous aurons l’équation 

— ~ = IV -t- Qu + R. 

t 

Ç 

Le second membre, étant alors holomorphe aux environs 

U) 

de z = a, v = 0, on en conclut que la solution v est 

holomorphe et par suite s’annule pour z = oc. 

<3 

Ces points et sont donc des pôles pour la solution u . 

Donc Véquation de Riccati ne peut admettre comme points critiques 
mobiles que des pôles. 

C’est aussi la conclusion à laquelle on arriverait par la transfor¬ 
mation 

1 

U = U 0 -h ~ 


u 0 étant une solution quelconque de Péquation. 


*2 


On sait 
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que u est alors solution d’une équation linéaire. Les points 

critiques variables de u sont ceux pour lesquels v s’annule ; v étant 
holomorphe, en dehors des points critiques (fixes) des solutions par- 
<*2 

ticulièrcs, aux zéros de c, correspondent bien des pôles de u. 


Solutions singulières des équations différentielles. — Pour éta¬ 
blir l’existence des solutions d’un système d’équations différentielles 
par le théorème de Cauehv, nous avons du faire quelques restric¬ 
tions. 

Considérons, par exemple, deux équations différentielles du pre¬ 
mier ordre définissant deux fonctions y et s de .r. 

*2. ; 

Nous avons d’abord supposé que le système était mis 
sous forme canonique 


<iy 

dx 


— I(X, y, s). 


dz 

dx 


■ ?( x < »/* 


*) 


S 

et nous avons du supposer aussi qu’aux environs d’un 

point .r 0 , ij 0 , u 0 , point d’une solution, les fonctions / et <p étaient 
toutes deux holomorphes. 

p 

D’une part, nous ne pouvons pas obtenir ainsi les solu¬ 

tions pour lesquelles le point .r 0 , ?/ 0 , z 0 , serait point critique de 
/ ou de cp. 

4», v 

D’autre part ou peut se demander si ces hypothèses 

n’écartent pas, a priori , certaines solutions du système d’équations, 
en d’autres termes, s’il n’existe pas des solutions telles, qu’aux 
environs d'aucun de leurs points , les fonctions / et cp, que l’on obtien¬ 
drait en mettant le système sous forme canonique, soient simul¬ 
tanément holomorphes. 

r 

S’il en était ainsi, il serait impossible d’appliquer à ces 

solutions, quel que soit le point de départ, le théorème d’existence 
de Cauchy, et de les obtenir par ce procédé. 

4 

Ce n’est pas là une vaine hypothèse. Prenons, par exemple, 
l’équation simple de Clairaut 


y — nj = ij *. 
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Oi, a 

Si nous la supposons mise sous forme canonique, nous 
devons écrire 

2y' — — x rh s/x 2 -h 4 y. 

Si l’on prend .r 0 , y 0 , non situé sur la parabole 
H— 4?/ = 0, 

O 

on peut bien développer le radical suivant les puissances 
entières et croissantes de (x — x 0 ),(y — y 0 ) y et en déduire la solution 

se réduisant à y 0 pour x 0 . Mais il n’en est plus de meme si le 

point est pris sur la parabole. On ne peut prendre, comme point 
de départ d’une solution de Cauchy, un point de la parabole, quel 
qu’il soit. 

D’autre part, cette parabole elle-même ne pourrait- 

P 

elle constituer à elle seule une solution de l’équation ? C’est 

ce qui a lieu, en effet, ainsi qu’on le constate aisément. Elle ne 
pourrait cependant pas être obtenue par l’application du théo¬ 
rème d’existence. 

La solution générale de l’équation est 

y r= CX -+- C 2 . 

P 

Nous constatons que la parabole est l’enveloppe des 

droites représentées par cette équation, c’est-à-dire l’enveloppe des 
solutions générales. Pour aucune valeur de la constante, elle ne 
pourrait s’identifier avec une des solutions générales. 

C’est une solution « singulière » de l’équation. 

Considérons encore l’équation 

dx = l - h 

ç 

Par tout point t 0 , y 0 non situé sur la droite y — x = 0, 
passe une intégrale fournie par le théorème de Cauchy « intégrale 

.S 

générale ». N’existerait-il pas de solution telle que, pour tout 

point, le coefficient différentiel et par suite ici \]y — x cesse d’être 
holomorphe ? 

? 

Ce sont les points pour lesquels on a y = x . 

P 

Or la droite y — x est bien solution de l’équation. 
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Ou trouve facilement la solution générale en posant 

y = x -h t 2 . 

o 

On obtient 

// = Æ + g-f- c ) 2 . 

On peut bien déterminer c de manière que cette solution prenne 
la valeur y Q pour r 0 , sauf si y 0 = ,r 0 : la droite y — x est solution 
singulière. 

p 

On constate qu’elle est l’enveloppe des courbes représentées 
par la solution générale. 


V. SOLUTIONS STNCiULI Kl5LS DLS ÉQUATIONS DTFFÉULNTILLLLS 

Recherche des solutions singulières, en partant de l’équation diîîé- 

a 

rentielle. — Nous allons donc chercher à déterminer, si 

elles existent, les solutions singulières d’une équation différentielle 

(1) /(•'■> /a y ) = °- 

On peut, faire cette étude soit en supposant, que l’on a obtenu 
l’intégrale générale, soit a priori, sans connaître l'intégrale générale, 
en se basant sur l'équation différentielle donnée. Prenons d'abord 
ce cas. 

a 2 

La solution est immédiate , si l'équation (I) peut être 

résolue par rapport à y' 

.'/ — !(■>■ !/)• 

? 

Il suffit de voir si le lieu des points pour lesquels f(x, y) 
cesse d’être holomorphe forme une solution de l’équation. 

Si l’équation n’est pas résolue, soit a, un point quelconque 
d’une solution singulière Si aux environs de a, [. 3, la valeur de y 

<* 2 > 0 

déduite de (1) était holomorphe, il existerait une solu¬ 

tion particulière déduite du théorème de Cauchy passant par ce 
point. La solution se confondrait avec cette solution particulière 
et ne serait donc pas singulière. 

P . , , 

Il faut donc que, pour tout point x, y d’une solution singu- 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 
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lière, la fonction y ' que l’on pourrait déduire de (1) cesse d’étre 
holomorphe. 

^2 

Or nous savons que ces valeurs do x, y (et la valeur de y' 

correspondante) doivent satisfaire aussi à l’équation 

(2) ÿf (•>-, //, ./) - 0. 

a 

En éliminant y ' entre les équations (1) (2), on aurait une 
relation entre .r et ?/, soit F(.t, î/) — 0, qui pourrait constituer une 
solution singulière de l’équation. J1 faut encore, en effet, vérifier 
que la fonction y{x) qu’on en déduit satisfait bien à l’équation (I). 
Far exemple pour l’équation 


? 


dy 

dx 


dl = 2r + v/ÿ ~ 


cesse d’ètre holomorphe pour les points de la parabole 


y = a?. 

t 

De plus, il faut vérifier que y = x 2 est bien solution de 

l’équation, ce qui a lieu. 

(O 

C’est donc une solution singulière de l’équation. La solu¬ 
tion générale est 

y = .r* -+- ( ^ -I- e) • 


P 

On constate que la solution singulière est l’enveloppe de 
ces courbes. 

Mais si l’on donnait l’équation 


dy 

dx 


x -f- \/y — x 2 


*2 

la seule solution singulière possible serait encore y == x 2 et 
■P 

cette fonction ne satisfait pas à l’équation. Celle-ci n’admet 

donc pas d’intégrale singulière. 

* 

On se rend compte que, en général, une équation diffé¬ 

rentielle n’admet pas de solution singulière. 

Quand elle existe , il est possible de la déterminer a priori et 
sans avoir intégré Véyuat’on 
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En effet, pour tout point de la solution singulière, la fonc¬ 

tion y(x) satisfait à la fois aux deux équations 

/(*> y . y') = 0» (*, y, y') — o. 


Mais si de plus nous dérivons la première en tenant compte de la 
o 

seconde, nous obtenons encore une troisième équation qui 

ri*introduit pas y " 


<V + àf 

àx by 


y' = 0. 


Il faut remarquer d’ailleurs que, s’il existe une fonction y qui 
(avec sa dérivée y ') satisfait aux trois équations, on n’obtiendra 

tz 

plus de conditions nouvelles en les dérivant encore. Les 

équations ultérieures définiront y", y'"... 

Considérons d’abord les trois équations comme définissant deux 
fonctions sans aucun lien, y et y' que nous remplaçons pour éviter 

toute ambiguïté par y v 
o 

Ces deux fonctions y , y l satisfont donc à la fois aux trois 
équations 

/(*’ y> *' ) = °- lij V’ *> = °> Ïv + ty'J' = °- 

a 

Si nous éliminons y x entre (1) et (2), nous obtenons une cer¬ 
taine courbe P(,r, y) = 0 définissant une fonction y. 

^2 

Si nous éliminons y x entre (I) et (3) nous obtenons de meme 
une courbe 

Q(*, y) = o. 

Si ces deux courbes se confondent ou si du moins , elles ont 

une branche commune , nous allons démontrer que cette branche 

constitue bien une solution singulière de Véquation. 

? 

Il suffit en effet de démontrer que, pour cette fonction, 
on a bien 

/(*, y , y) = 0 

et par conséquent de démontrer que la fonction y ± se confond avec y\ 
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Or, 


pour les deux fondions y, i y lt on a, en dérivant ( I ), 

<v H- ‘V ,/ - o. 

d.r i)y J ày x ' 

Celte équation se réduit, en vertu (le (2), à 


d l , <v 


y - <>■ 


<>.r oij ' 

Lu comparant celte équation à l’équation (.2), on voit que 


<V , */ 

// = //|. 
ù/y d/y ' 


Lu général, on n’aura pas 


eneore 1(* long de la branche 


considérée. ^ s= 0 (on en déduirai! d’ailleurs ^ --- 0). 

t>// v <vr ' 

O) 

Par conséquent on a bien y x /y'. 

Exemple. 1° Soit Inéquation 


(1) 

(y . 

'-I 

On a ici 

(2) 

«V 

«y 

(3) 

a/ a/ , 

7 -j— 7 f/ = 

** diy 7 


: 2 (// — 2.r) = 0 

4(;/ - - 2.r) 2.r - y 0. 

Cette dernière se réduit à y f — 2.r ~ 0. 
p r 

Les trois équations se réduisent à deux. 

minant y' entre (I) et (2; on obtient y — .r 2 -— 0. 
o> 

C’est certainement une solution singulière. 

2° Soit l’équation 


l’in éIi- 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

est 


(y — .r) 2 —- y -+- x* = 0. 


On 


àf 

<V 


y = 2 W ~ -r) - 0 


Il =- 2 <»' - + 2 * -»=o. 

La courbe P, obtenue par l'élimination de y'entre (I) et (2) 

y — x 2 = 0 . 
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La courbe Q, obtenue par l’élimination de y' entre (1) et (3) est 

— y = 0, io x 1 — % = o. 

(»> 

Les courbes P et Q n’ont pas de branche commune : il 
n’existe donc pas de solution singulière. \ 


Recherche en partant de la solution générale. — Cherchons main¬ 
tenant les solutions singulières en supposant que nous ayons déter¬ 
miné l’intégrale générale de l’équation. 

Soit l’équation différentielle 

(L /(•*», V , y’) = 0. 

72 

Sous certaines conditions assez générales, nous avons 

montré qu'il existait des solutions dépendant d’une constante arbi¬ 
traire, satisfaisant à cette équation. Soit 

( 2 ) <?(*, y y c) = 0 

l'équation qui définit ces solutions. Nous les appelons, d’après La¬ 
grange, la solution générale de l’équation. 

Lu un point quelconque de l’une des courbes C de la famille 
qu’elle représente, le coefficient angulaire de la tangente en ce 
point sera déterminé par l’équation 


(3) 


dep ivp , 

4- — il 
dx dy 


= 0. 


Dire que la fonction y définie par (2) satisfait à (J), quelle que soit 

la constante c, c’est, dire qu’en éliminant c entre (2) et (3) 

les valeurs de .r, y , y' satisfont à l'Équation (1). Cette dernière est 
ce (pie nous avons appelé 1’équation différentielle de la famille de 
courbes. 

Inversement, donnons-nous un système de valeurs .r 0 , y 0 , y 0 ', 

satisfaisant à (!). Puisque cette équation est le résultat de 1 élimi- 

d, a 

nation de c entre (2) et (3), cela veut dire que l’on peut 

déterminer une valeur e 0 satisfaisant à la fois à 


<p(*o, y o, eo) = 0 


iXp 

*>.r 0 


i>© 


y\ = 0 . 


Si 


alors,* on considère la courbe particulière C 0 


de la famille, corres- 
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pondant à cette valeur e 0 , la première de ces deux équations 

exprime que cette courbe passe par le point x 0j y Q ; la seconde 
que le coefficient angulaire de la tangente en ce point est préci¬ 
sément y' 0 . 

10 

Ainsi, étant donné un « élément » quelconque (point et 
tangente) x 0) y 0 , y ' 0 , satisfaisant à (1), il existe certainement une 
courbe de la famille admettant ce meme élément (point et tan¬ 
gente). 

Cette seule remarque fondamentale va nous permettre de déter¬ 
miner toutes les solutions de l’équation (1). 

Géométriquement la réponse est immédiate : D’après la remarque 
ci-dessus, par tout point de la courbe F (qui est par hypothèse 

solution) passe une des courbes C tangente en ce point «à F. 

r 

Autrement dit, la courbe F est tangente en chacun de ses 

( i , <*2 

points à l’une des courbes C. D’après ce que l’on sait sur 

(O 

la théorie des enveloppes, ou bien F se confond avec l’une des 

courbes C, ou bien F est l’enveloppe de la famille de courbes ('. 

Analytiquement, on peut établir aisément ce meme résultat : 
Donnons-nous une solution quelconque y(,r). 

A la condition de déterminer convenablement une fonction r(x) 
(c ne représentant plus une constante, mais une fonction) il est bien 
* 

évident que la solution y(.r) pourrait être définie par l’équa¬ 

tion <p(.r, ;/, c (x)) — 0 (il en serait ainsi même si y n’était pas solu¬ 
tion). 

a2 

En un point quelconque x 0 , y 0 de la solution, on a 

(2) ?(t 0 , î/o, Co) = 0 (c 0 ==c(:r 0 ). 


Le coefficient angulaire de la tangente en ce point sera défini 
par 
(4) 


ôcp 


+ + d T c'o = 0 

OÆ 0 ày 0 ■’ 0 ôc„ 


et l’élément x 0 , î/ 0 , y' 0 doit satisfaire à 


(1) f[x 0, 2/0, y'o) = 0. 

Si, par hasard, pour la valeur x 0l on avait 
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r 

l’équation (4) se réduirait à (3), et en éliminant c 0 entre (2) 
et (3), on retouverait tien l’équation (1 ). 

,1e dis qu’il est nécessaire que, pour la valeur x 0 , on ait 


°2 

En effet, (1) est, 
l’élimination de c entre 


à© , 

zi,: co ■ 
àc 0 


0. 


comme nous l’avons dit, le résultat de 


(3) 


ye, <■) = 0 , 


«9 

<)Xq 


*9 

*yo 


y o : 


o. 


Parmi ces valeurs de r, figure la valeur r 0 d’après (2). Pour cette 
d 

valeur, la condition (I ) peut donc être remplacée par ces deux 

*»P. 

dernières équations. En comparant (3) et (4), on voit bien 

que l’on a la condition (5). 

(U 

Ainsi, pour satisfaire à l’équation (1), il est nécessaire et 

suffisant (pie l’on ait 


d© t n 

—— c o == 0. 

<)c 0 

Et comme cette condition doit avoir lieu pour toute valeur 
-de .r 0 , on doit donc avoir 


ac 


c' = 0. 


0> 

Ou bien donc, on aura c' — 0, c — const. et la courbe 
solution se confond avec l’une des courbes C. Ou bien l’on aura 


d© 

de 


= 0. 


Les deux 
deux équations 


fonctions y et c(x) seraient donc définies par les 


?(*> 2/, c ) = 0, 



o 


En éliminant la fonction c(x) entre ces deux équations, on 

obtiendra le même résultat qu’en éliminant la constante c entre 

(O 

elles. On obtiendra donc bien l’enveloppe de la famille de 

courbes C. 

Les deux méthodes sont concordantes. 
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Remarque. — I. Il semble que nous soyons arrivés à un résultat 
contradictoire avec celui de la première recherche. 

7t 

Nous avons démontré que, en général, à moins que les 
courbes, que nous avons désignées par courbes P et Q, aient une 
branche commune, l’équation différentielle n’admet pas de 
solution singulière. 

? 

Or, nous venons de démontrer que si l’on a déterminé 

la famille de courbes C, <p(.r, ?/, c) -- 0, dépendant d’une constante 
arbitraire, il suffit pour obtenir une intégrale singulière d’en prendre 

l’enveloppe. : C’est que, rien ne permet d’affirmer que cette 

famille aura une enveloppe, ou que la constante entrera dans son 
équation sous une forme telle que cette famille puisse avoir une 
enveloppe (par exemple, si l’on a la famille <p(;r, y) + c =~ 0). 

II. Nous avons vu qu’eu partant de l’équation différentielle 

*2 

f(x, y , y') — I), la solution singulière, si elle existe, s’obtient 


en adjoignant 1’équation 


■>/ 

<V/' 


0, et éliminant y' entre ces deux 


équations. 

D’autre part, si nous avons obtenu l’intégrale générale, 

P 

cp(.r, //, v) — 0, pour obt enir cet te solution singulière, il faut 

adjoindre à cette équation, réquation ^ — 0. 

Ces deux résultats sont conséquence l’un de l’autre. En 
effet, en chaque point .r 0 , y Q du plan passent une ou plusieurs 
courbes C, les paramètres correspondants étant les racines de 
l’équation 

( 2 ') !lo, c ) = 0 . 

£ 

En ce point et pour chacune des courbes, il y a une tan- 

gente de coefficient y'. Ces coefficients y' sont racines de 

l’équation 

(!') /(*0, .'/0, ?/) = o. 

d 

Il y a donc autant de valeurs de y' qu’il y a UC vunjuia U. 
Dire que l’on a aussi 
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-J 

c’est dire qu’au point # 0 , y 0 . deux au moins des courbes C qui 

r 

y passent viennent se confondre, et par conséquent deux 

au moins des coefficients angulaires y On doit donc bien avoir aussi 



Signification des courbes P, Q. — Nous avons vu que, si une solu- 
. a 2 

tion singulière existe, (die doit être branche commune 

aux courbes P, Q résultant de l’élimination de y' entre les équa¬ 
tions 

/(*, //. y ) = o, £( - o (P) 

ou entre les équations 

/(■'-, y, y) = (Q) 

Darboux a donné la signification géométrique de ces courbes I’ 
et Q quand elles ne coïncident pas et par conséquent pour tout 
point n’appartenant pas è une solution singulière. 

7 2 

Courbe Q. -Considérons d’abord les courbes Q. Lu tous 

les points correspondants des diverses courbes intégrales, on suppose 
que 

/(.r, ./, >/) = 0, "Z + ft/ J = (>. 

La courbe Q s’obtiendrait par l'élimination de y'. Lu dérivant 
l’équation (1 ) et tenant compte de (2), on obtient simplement 



= 0. 


p, n 

Or, pour tout point ainsi considéré, on suppose que l on 

n’a pas également = 0. On en déduit donc qu’en tout point 
1 à*J 

de chaque courbe intégrale situé sur Q, on a y" — 0. 

tu, a 

Ce point est donc point d’inflexion pour la courbe inté¬ 
grale correspondante. 

(0 

La courbe Q est donc le heu des points d’inflexion des 

courbes intégrales. 
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?.. 

Courbe P. — Considérons maintenant les points des di¬ 

verses courbes intégrales pour lesquels on a simultanément 


/(*» y) = o. 



*2 . 

On obtiendra la courbe P en éliminant y' entre ces deux 

équations. 

Etant donnée la signification de la courbe Q, lieu des points d’in¬ 
flexion, on sait que, si l’on fait la transformation d’une courbe C 
par polaires réciproques par rapport à une conique F, à tout point 


<l2 

d’inflexion de C correspond un point de rebroussement de 

la courbe transformée ('/. 


(t> 

On est donc certain a priori , de pouvoir obtenir le lieu 

des points de rebroussement des courbes intégrales d’une équation 
différentielle quelconque donnée. 

Faisons donc « à tout hasard » une transformation par polaires 
réciproques par rapport à une conique, d’une équation différentielle 
et des courbes intégrales solutions. 

a 

Nous allons prendre évidemment comme conique de base 
la conique la plus simple, par exemple, la parabole 


.i; 2 — 2 y = 0. 

Nous savons que tout point X, Y de la courbe trans¬ 
formée C/, est le pôle, par rapport à la conique, de la tangente à la 
courbe C au point rr, y correspondant et inversement. 

r 'i * . . 

La tangente à la courbe C a pour équation (en désignant 

par £, r t les coordonnées courantes) 

(6) r, — y — y(t — x) = 0 T 

? 

Son pôle sera un point X, Y, tel que la polaire de ce point 

par rapport à la parabole soit précisément la tangente T. 

Or la polaire de X, Y a pour équation 


(7) *X - tj - Y = 0. 

a 

Ecrivons que les deux droites (6) et (7) se confondent. On 
obtiendra 

— y 1 “ xy’ — y 
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et par suite 
( 8 ) 

p, ^2 


X = 


y» 


Y = xij 


y • 


C’est, comme on le savait, la transformation de Legendre, 
de laquelle on déduit 

Y' = x. 

Si donc on a entre x, y , y' l’équation 

/(•*. y, y) = o, 

on aura entre X, Y, Y', l’équation 

/(Y', XY' — Y, X) = 0. 

P 

C’est une équation de la forme 

F(X, Y, Y') = 0 == /(Y', XY' — Y, X). 

f a 
°i 

Le lieu des points d’inflexion des nouvelles courbes inté¬ 
grales s’obtiendra en ajoutant l’équation 


(3') 


a F 


a F 


aX a Y 


Y' = 0. 


Dans le cas actuel, on a 


y 4- àV = — dl 

aX a// a//’ a Y a y 

étant bien entendu que dans ces diverses dérivées, il faudra rem¬ 
placer x, y , y' par les expressions (3). 
o 

L’équation (4) devient alors simplement 



Ces points correspondent donc à ceux de la courbe F. 

tu 

Ainsi les points de P sont les points transformés des points 
d’inflexion des courbes C' : Ce sont donc les points de rebroussement 
des courbes C. 

La courbe P est donc le lieu des points de rebroussement des 
courbes intégrales. 


Application. — Soit l’équation 

(1) y' — 3 x = \/y — x 2 ou /(a?, y, y) = (y — 3x) 2 4- ur — y -- 0. 
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On reconnaît immédiatement que cette équation n’admet 
pas de solution singulière. 

* 

On intègre aisément l’équation, en posant 

y — x~ -h f 2 # 2 . 


On trouve la solution 

(x — \iif — /y 8 ) 2 (2 v/.V — t 2 -h x) = const. 


(Q 


La couche P, lieu des points de rebroussement des courbes C, 
s’obtient en éliminant y' entre (1) et 


( 2 ) 




: 2 (;/ - 3.c) - 0 . 


Le lieu est donc la parabole 

X“ — y — 0. 
c i 

La courbe Q, lieu des points d’inflexion des courbes (1, s’ob¬ 
tient en éliminant y ' entre ( I ) et 


(3') <j = 0 — «(,/ — 3.c) -+- 2.)- — ;/ = 0 

<\r <n/ 

ou 

7// = 20 c. 

Le lieu des points d’inflexion a donc pour équation 
^ 4- x- ----- y = 0, 4% = fdte*. 


vj. - solutions sinoueièkks 

DANS LE CAS D’UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS 


Prenons d’abord un système de deux équations différentielles. 
Nous l’avons supposé mis sous la forme canonique 

dx = l(x, .), £ = /,(r.ÿ,*) 

a 2 , H 

et nous avons établi, d’après le théorème de Cauchy, 
l’existence de solutions se réduisant à i/ 0 , z 0 pour une valeur parti- 
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? 

eulière :r 0 , à la seule condition que les fonctions / et f x soient 

holomorphes aux environs de .t- 0 , y 0 , z 0 . Ces solutions sont alors holo¬ 
morphes dans un cercle de centre a 0 , de rayon suffisamment petit. 
On a donc des systèmes de solutions dépendant de deux cons- 

tantes arbitraires. Comme dans le cas d’une variable, on 

peut se demander si cette restriction n’écarte pas a priori des soin- 

1 t 

lions du système initial, c'est-à-dire s’il n’existe pas des 

solutions telles que, pour aucun de leurs points, les fondions / et f l 
que l’on obtiendrait en mettant le système sous forme cano¬ 
nique, soient simultanément holomorphes. 

Sous une autre forme, donnons-nous des familles de fondions y, z 
d’une variable .r, dépendant de deux constantes arbitraires r t , r 2 sous 
la forme 


(l) cp(.T, y, 3, r,, Ci) = 0, Ÿi(.r, y, z, r,, r,) = 0 

J 2 . 

nous savons <pie des solutions quelcomjues satisfont aussi 

aux équations dérivées 


(II) 


a 9 «vx> , 

-- - 4 - ■ x 

ùt ày J 



d 'f* + 

d.r «>// 03 


0. 


a 

Rn éliminant e x , c 2 . nous obtenons deux équations diffé¬ 
rentielles de la foi*me 


(111) /(a? % //, z, /y', z) == 0, / 1 (r, y, z, #/, z) = 0 

auxquelles satisfont toutes les couples de fonctions de la famille (F). 
Si l’on donne le système d’équations (III) nous sommes ainsi 

O 

assurés que toutes les couples de fond ions (l) donnent, quelles 

que soient les constantes c lf c 2 , des solutions du système (lll). 

4c v 

Mais on peut se demander si l’on obtiendra de cette 

manière toutes les solutions du système (III), et rechercher toutes 
les solutions possibles de ce système. 


Recherche des Solutions. —- Supposons que l’on ait obtenu le 
système de fonctions (I) dépendant de deux constantes arbitraires 
et que nous appellerons avec Lagrange la solution « générale » du 
système (111). 

Nous supposerons que cette solution peut s’identifier avec la 
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solution donnée par le théorème d’existence, c’est-à-dire 

qu’il existe des points de la solution ;r 0 , y 0 , z Q pour lesquels on pourra 
résoudre par rapport à c lf c 2 , le système d’équations 

I/o, 2o, Ci, Ci) — 0, Ÿl( Æ 0, i/o, * 0 , Ci, Ci) = 0. 

Il faut pour eela que 

D C| ’ c ~ =zf 0 . 

Soit alors un système de solutions quelconques y , s. 

a 

A la condition de considérer c lt c 2 , non plus comme des 
constantes, mais comme des fonctions convenablement choisies de .r, 

nous pouvons dire que ces fonctions y, z satisfont à 
<p(.r, y, z, c { , Ci) = 0, *i(.r, y, z, c*, c*) = 0. 

Pour les fonctions i/, z arbitrairement imposées, ce sont ces équa¬ 
tions, si l’on veut, qui détermineront les fonctions c x , c 2 . 

a 

Kn dérivant les équations, on obtiendra identiquement 
( + >? y'-y-z + f c,' 4- -- c 2 ' = 0 


( Ô<P H- 09 y' + + “ 9 C\ + 09 

) dX dlj J dZ dC ! de* 

) + +•••+ 


\ ÔX ‘ dC-i 

Soit alors r 0 une valeur quelconque de x, et, pour le système de 
solutions considérées, y Q , z 0 , y' Q , z' 0 , les valeurs correspondantes de 
*2, ? 

y, z , y', z'. Ces valeurs doivent satisfaire aux équations 

/(# 0 , 2/0, z 0 , 2/o', Zo) = 0, /,(x 0 , //O, Zo, 2/o', z 0 ') = 0. 

Dire qu’elles satisfont à ces équations, étant donnée la façon dont 
on les a obtenues, (les équations (III) étant le résultat de l’élimina- 

<7 

tion de c 1? c 2 entre les équations (I) et (II)), c’est dire qu’il 

existe des valeurs c 10 , c 20 , satisfaisant à la fois aux quatre équations 

(lo) . ?( a ' 0 , 2/o> Zo, 6 * 10 , C 20 ) ^ 0, ¥l(Xo , 2/o, Zo, CiQ, C 20 ) ==: 0. 

(I,o) (S), + (3). y,, ' + (S).* , ' s=ï0 > (S). + (S). !, * ,+ lï).**" 0. 

D’autre part, si pour la solution y , z choisie, les fonctions c x (x) 9 
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d 

c 2 (x) sont définies par des équations (II), les équations (IV) 

sont identiquement satisfaites. 

Pour la valeur initiale x 0 , y et z prenant les valeurs y xr z 0 . l’un des 

P 

systèmes de valeurs des fonctions c^.r), c 2 (x) satisfaisant à (1), 
est précisément c 10 , (d’après (I 0 )). Pour ce système particulier, 
les équations (IV) se réduisent, en tenant compte de (JJ 0 \ aux 
équations 


(V) 


I 

■ de, 





c'a,, = 0. 


r 

Le point x 0 ayant été choisi quelconque sur la solution, 
ou en conclut que ces équations (V) doivent être identiquement 
satisfaites. 

o> 

Ainsi pour que les fonctions y et s définies par (I) puissent 
être des solutions de système différentiel (III), il est nécessaire que 
les fonctions c x c 2 (et //, s) satisfassent aussi aux conditions 


(V) 


s>?_ 

dCi 


Ci 


à’3 , 

H- cf 

dC> 


0, 


d *‘ Cl ' 4- *?-■ . c/ - 0. 

dC, ÔC 2 


§ 1 , a tc 

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes. Car si 

les équations (V) sont satisfaites, les équations (IV), qui le sont 
identiquement, se réduisent aux équations (11) et en éliminant r l5 c 2 
(qu’elles soient des constantes ou des fonctions de x) entre les équa¬ 
tions (I) et (II), on retrouvera bien le système (111). 

R 


Ainsi , étant donnée la solution générale 


<p(x, y , z, ci, = 0 , <p](x, //, z, d, c*) = 0 , 

pour obtenir toutes les solutions des systèmes d'équations (III), 
? 

il faut et il suffit qu entre les fonctions y, z, c x , c 2 on ait. 
aussi les conditions (V). 

*i .P 

Or ces équations sont linéaires et homogènes en 

c\, c 2 . Ou bien, l’on aura 


= 0, 


Ci 


c’est-à-dire 


Ci = const., Ci = const. 
o 

On retrouve la solution générale d’où on est parti. 
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Si c\, c ' 2 ne sont pas tous deux nuis, 
muent que le déterminant. 


il faut nécessai- 


a<p 

<>cp 

aci 

dCjj 

dfi 

a<f>, 

dC[ ’ 

ac. 


soit nul. Alors les équations (V) 
exemple 


se réduisent a une, par 


(* r >) 


09 , «>9 . 

1 Ci' 4- - r c> 
«V, <VS 


On a alors les équations 

9 = 0 , <p, = 0 , A = 0 et (5). 

p 

Les trois premières ne contiennent ni c'j, ni c' 2 . 

a 

Jolies permettent d’exprimer s, q, r 2 en fonction de ,r,/y. 


; M-L //), e, = p(.r, /y), e, = v(.r, y/). 


D’où 




, AU dU , 

— r ■+■ v ?/ 

<).r dy 


d v 0 v . 

-f- - î/. 
fu; a.t J 


En substituant alors dans l’équation (o), 011 aura une relation 
de la forme 

°C r > y , y) = 


qui pourra déterminer une solution singulière yy(.r) ; jointe à la rela¬ 
tion s — )(x, y/), elle donnera le système « singulier » y, z. 

Enfin, il pourrait arriver que dans les équations (V), tous les coeffi- 

. dV dO d(pi d®i . 1 ... . ? . , 

cients ---» - 5 - ? , soient nuis. Mais 011 aurait alors un 

de ! dc 2 de t dCi ’ 

système de six équations }>our déterminer seulement quatre fonc¬ 
tions y , cj, c 2 . 

Ÿ 

Ce système 11’aurait en général pas de solution. 
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Réduction à une équation aux dérivées partielles : Cas de simplification. 
Réduction à une équation unique : Cas simples. — Equations homogènes. — Equa¬ 
tions du second ordre. 

Système d'équations linéaires : Solutions indépendantes. — Solution générale. 

— Système adjoint. — Liquations avec seconds membres. 

Equation linéaire d'ordre supérieur : Solutions indépendantes. — Solution géné¬ 
rale. — Equation avec second membre. — Indépendance linéaire de n fonc¬ 
tions. — Equation adjointe. 

Equation linéaire à coefficients constants : liquation caractéristique. 

Notation symbolique. — Recherche de solutions. — Indépendance des solu¬ 
tions. — Cas des racines imaginaires. — Equation avec second membre. 
— Equation d’Euler. 

Systèmes d'équations linéaires à coefficients constants : Méthode symbolique. 

Simplification du déterminant. — Méthode de d’Alembert. -- Applications. 
Points critiques des équations linéaires : Nature. — Rotation autour d’un point 
critique. — Simplification du tableau des transformations. — Equation 
en S. — Racines multiples. — Construction des intégrales. — Théorème 
de Fuchs. — Cas de l’intégrale rationnelle. — Equation de Gauss. — 
Systèmes incomplets. — Intégration générale, au moyen de fonctions arbi- 
, traires sans signe de quadrature, de systèmes linéaires quelconques à coeffi¬ 
cients quelconques. - Dans le cas d’un système complot, réduction à une 
seule équation nécessaire et suffisante. — Intégration générale, sans signe de 
quadrature, de certains systèmes absolument quelconques. — Applications : 
Courbe dont les tangentes appartiennent à un complexe \inéaire. Équa¬ 
tion dz 2 — dxdy. 

I. — RÉDUCTION A UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Considérons un système d’équations différentielles simultanées 
quelconques. 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. -1 
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Nous avons montré qu’on peut toujours (en augmentant 
le nombre de fonctions inconnues) le ramener à un système d’équa¬ 
tions du premier ordre. 

Soient donc n équations du premier ordre définissant n fonctions 
ai, x n de la variable x. 

*2 

Nous avons montré qu’on pouvait le mettre sous la forme 
« canonique ». 

Soit le système 


cU i . , \ 

fa = h(*> **.••• ■«■*•) 

x tJ #*,••• .r„) 

<t» ~ **• *»> 


On peut Técrire sous la forme plus symétrique 
/ \ d& dx | d&yi 

[ ’ x = X7 = '"“ x„- 

X, Xj, X 2 ,... X» étant des fonctions données de x, x u r„. 

ir 

Cette forme est même un peu plus générale. puisqu’elle 

permet de considérer x , x 2y ... x n , par exemple, comme fonctions de x lt 
(*n considérant x x comme la variable indépendante. 

La fonction admettrait bien une dérivée par rapport à x l% 
qui serait donnée par 

dx, dxj dx \ t X X, 

dx, ~ dx X dx, - X x X, ■“ X,' 


Réduction à l’intégration d’une équation aux dérivées partielles. 

- Considérons simultanément l’équation aux dérivées partielles 


■ 2 ) 


X* + X, ^ + Xn? 

dX dX, dX„ 




définissant une fonction cp(#, x 2 ,... x n ) de (n 4 1) variables consi¬ 

dérées comme indépendantes. 

C’est une équation linéaire aux dérivées partielles du pre¬ 
mier ordre. 
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Nous allons montrer que la résolution du système (I') en¬ 
traîne la connaissance de la solution la plus générale de l’équa- 

tion ( 2 ) et que, inversement, la résolution de cette dernière 

permet d’avoir la solution la plus générale du système (\'). 

*1 

En effet, si nous avons la solution générale du système (!'), 

72 

elle est représentée d’après le théorème de Cauchy, par un 
système de n équations entre x et les r t dépendant de n constantes 
arbitraires sous la forme 

\ 

^ jjj S Fifo X U ' ' * il n, Cl, C*, • • • C„) — 0 

? F„(.r, .T,, • • • V„, Ci , Ci, Cn) — 0. 

H 

1 ) autre part, on peut déterminer les constantes de ma¬ 

nière que, pour x = :r 0 , toutes les fonctions x\ prennent des valeurs 

d 

arbitrairement choisies %>. Donc ces équations doivent pou¬ 

voir être résolues par rapport à c 1? c 2 ,... r n et mises sous la forme 

i d —■ x Xt x- 2 ) • • • .r„ i 
te.» ---- ? 2 (x, x h x u • • • x„) 


' Cn = ?n*>> Xt, r», • • • 
y 

Nous allons montrer que chacune des fonctions Vi est solu¬ 
tion de Véquation aux dérivées partielles (2). 
a 

En effet, en différentiant l’équation y t consl., on a 


0 = dx t- <V ^* dx. -f 


si x, .ij. x n varient de manière à satisfaire au système ( T). 

P, « 

De plus, on peut remplacer dx , d. r lv .. dx n par X, X l? ... X*. 

Donc, pour tout système de valeurs de x , x t satisfaisant à (['), on a 


(4) X^+X,^ I.f X n = 0. 

' ' itx <u, " <).i „ 

P 

En particulier, cette équation sera vérifiée par le système 

de valeurs initiales x 0> x l0 , x n0 . Mais ces valeurs elles-mêmes 

0 

peuvent être arbitrairement choisies. 





324 


COURS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 


Donc, l’équation ( 4 ) est satisfaite pour des valeurs arbi¬ 
traires de x, x n . La fonction <p t est bien solution de l’équa¬ 

tion aux dérivées partielles. 


Solution générale. — On connaît donc n solutions particulières, 
de l’équation ( 2 ), les fonctions cp x , cp 2 ,.. cp tt . Nous allons en chercher 
la solution générale. 


«i ? 

Soit 9 cette solution. 


x <+ 


Nous devons avoir 
-+- X„ J- = 0. 

àX n 


nous savons que 


x 4- X, d 2i 

dX\ 


-t- x. dc? ; = o 

dX n 


X 4- X, «s +.hX,i- = 0. 


On remarque que toutes ces équations sont linéaires et 
homogènes par rapport à X, X lr .. X*. Comme ces fonctions ne sont 

r 

pas toutes identiquement milles, il faut nécessairement que 

le déterminant 


09 d<p 

<>9 

àX 1 àX t * 

àX u 

09, 


dX 


à?n 

. . d ? n 

dX 

* * *Xn 

|r\ x \y * * * 

1 9, 91, ••• 9« 

= 0. 


soit nul, ou 


Par conséquent, il y a une relation entre 9, 9^,... 9*. 

Mais il faut supposer qu’il n’y a pas de relation entre 9^ 92,.•• ?*> 

7C 

sans quoi le système (IP) ne serait pas la solution générale 
du système d’équations différentielles (I). 

CO 

La relation doit donc nécessairement contenir 9. 
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Résolue par rapport à <p, elle donne 

¥ — #(?i, ?*, • • • <?„) 

cp doit être donc une fonction de <p x , çp 2 ,... bailleurs cette fonc¬ 
tion peut être arbitrairement choisie. 

7t 

On aura en effet alors 


_ v d# ^ à'Ÿi 

dX k ~ ~ à<pi dXk 


et par suite 


SX* 


ôcp d& 

bx k fVpt 


SX. 


foc* 


P 

Or le second membre est nul si chacune des fonctions cp est 

solution de (2). 

ai ^ 

Réciproque. — Inversement, supposons que l’on 

ait trouvé n solutions particulières de l’équation (2), mais qui ne 

71 

soient liées par aucune relation, puisque nous venons de voir 

que toute fonction de solutions particulières est elle-même une 
solution. 

Pour l’une quelconque de ces solutions cp t , nous avons iden¬ 
tiquement 


X ** 4- X, *•' 

dX àX\ 


x n 


àOi 


0 . 


Mais si nous supposons que les x, au lieu d’être des variables 
indépendantes, varient de manière à satisfaire au système (I), 

a 

nous avons le droit de remplacer X, X lv .. X n par les diffé¬ 
rentielles dx , dx n . 

Nous avons donc 


c’est-à-dire 


%>dx+*-d* t 


dX 


àX\ 


“' Xn — 0 , 
ôa n 


<f>i(x, x t9 x %, • ••«*) = const. 


pour tout système de valeurs des x satisfaisant à (I). 

O 

C’est une intégrale première du système (I). 
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^1 

Si l’on connaît, n solutions çp l5 <p 2 ,... cp n , on aura donc simul¬ 
tanément 

9 ,(.r, • • • .r n ) — c, 

#n) “ C 2 


?»»(#, .T,, • • * #„) -- C; 


P 

C'est un système de n relations entre les variables x, aq,... t„. 

D’ailleurs, l’un au moins des déterminants fonctionnels des y par 

■n: 

rapport à n des variables est différent de zéro, sans cela il 

r 

existerait une relation entre <p x , cp 2î ... cp„. On peut donc ré¬ 

soudre les équations ci-dessus par rapport aux n variables corres¬ 
pondantes. On aura les expressions de ces n variables en fonction 
de la dernière, dépendant de n constantes arbitraires. 

('/est donc bien l’intégrale générale du système. 

H 

On peut donc dire que les deux problèmes : 

1° Intégrer le système (I) : 2° Intégrer l'équation aux dérivées 
partielles « sont deux problèmes équivalents ». 

On peut se demander quel avantage résulte de la transformation 
du problème. 

Nous allons montrer que, même sans avoir la solution générale 
de l’équation (2\ toute solution particulière permettra de simplifier 
le système (h. 

* l 7 2 

Kn effet, si y x (#, aq,... x n ) est une solution, nous 

avons vu que, pour toutes valeurs de#, x x ,... x n satisfaisant au système 
I ), on a 


?.(r, #1 • • • ?n) = C. 


Si plus généralement, on a déterminé k solutions indépendantes, 
c'est-à-dire telles que l’un au moins des déterminants d’ordre k 

O 

des dérivées des <p par rapport aux x est différent de zéro, on 

aura k relations 

cpi(#, x if • • • x n ) — ci, <p 2 = c 2 , <p* = c k . 

a 

On peut de ces relations déduire k des variables en fonction 
des autres, Si, par exemple, on a pu tirer 

a 

3^+2-... x n en fonction de aq aq,... 


en substi- 
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tuant dans le système, on aura un système de (n — Adéquations 
définissant toutes les variables en fonction de l’une d’elles. Ce 
système est d’ailleurs 

dx dx,\ d.i'n _ i t 

(X) rv (X7) ^ ‘ ^ (Q 

(*n désignant par (X,-i ce que devient X, (.r, .r lv .. x n \ quand on y rem- 

o 

place les dernières variables en fonction des premières. L’in¬ 

tégration de ce système introduira (n — k) constantes arbitraires 
nouvelles ; on aura donc bien les expressions de toutes les variables 
en fonction de l une d’elles et de n constantes arbitraires, c’est-à-dire 
la solution générale de (l). 

Cas de simplification. — Le système (L peut d’ailleurs présenter 
certains cas de simplification. 

L Supposons, par exemple, que les fonctions X, X v ... X* soient 
indépendantes d’un certain nombre de variables, de x t x 1 par exemple 

On considérera alors le système 

dx 2 _ d.r, _ dx n 

X* - X, " ■ ’ * ** x n 

qui ne renferme que x 2 ,... x n . En l’intégrant, on aura des relations de 
la forme 

<?1 (•*■*, x h • • • X n ) = Ci , <?, — Ci • • • <?„_ 2 — c „„5 

qui permettront de tirer, par exemple, ;r 2 , a; 3 ,... x n __ x en fonction de 

y. 

x n . Ln substituant dans les deux premiers rapports négligés 

on aura 

dx dx i dxn 

(X) = (X,) : (X.) 

(X) désignant ce qui devient X(x 2f ...x n ) quand on y remplace r 2 ,... T n _i 
en fonction de x n . 

*1 m 

De simples quadratures donneront donc x , x 1 en fonction 
de x n et introduiront deux nouvelles constantes. 

IL Supposons que le système ne change pas quand on fait les 
substitutions suivantes 

x = x ~h X, x \ — Xi -+- ai\ • • • x k = x k -+■ a*X 

Oj, a 2 ,... a k désignant des constantes, X une fonction arbitraire. 
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Prenons les nouvelles variables suivantes : 


y -- x , y i ~ x x — a { x, • • • y k = x k — a k x. 

8 i 

Si nous substituons dans le système, ee nouveau 

système ne doit pas être modifié si l’on change x en x + X, 


;/, en y , = x x — axX = 4- a,X — ax(x + À) = 

}fh en — a/,-# — Xi, -f- a*X — a/, (.r -H X) = y k 

? 

c’est-à-dire si Ton change simplement x en x + X. On est 

donc ramené au cas précédent. Le système transformé ne doit con¬ 
tenir x que par sa différentielle. On négligera donc le premier rap¬ 
port et on aura ensuite une quadrature à effectuer. 


Réduction du système à une équation unique. — Le deuxième 
mode de réduction des systèmes que nous avons indiqué (l’élimina- 
tion) conduit à une équation différentielle unique. Cette équation 
est de la forme 


/(*» 


;/> 


dy 


d~y 

dx 2 


d n y \ 

dxj 


=0 . 


Puisque cette équation peut être ramenée à un système de n équa¬ 
tions du premier ordre que l’on peut mettre sous forme canonique, 

nous savons déjà que son intégrale générale, d’après le théo¬ 

rème de Cauchy, introduira n constantes arbitraires, permettant 
d’attribuer des valeurs arbitraires, pour x = .r 0 , à y et à scs n — i 
premières dérivées. 


Cas simples. — Nous allons d’abord considérer les cas les plus 
simples. 

' Supposons d’abord l’équation de la forme 



= 0 . 


Si nous pouvions la résoudre par rapport à 


d n y 

dx n 


sous la forme 


g = fW 

n quadratures successives donneraient y. 

Plus généralement, en considérant la courbe /(w, v) = 0 , nous pou- 
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vons supposer que nous avons obtenu une représentation paramé¬ 
trique de cette courbe 

U — x = À(t), V — ^ — | l(t). 
oc 

Posons provisoirement 


Nous aurons 


\x{t) D’où d// n _ i — \i(t)^(t)du 


Une quadrature donnera yn—\ en fonction de t soit 


//»!-i = () (0 


De même, une nouvelle quadrature donnera 


!/n -‘2 -— fan- 2 — I ^ mt)dt. 


De proche en proche, n quadratures donneront y . 

2° Supposons que y ne figure dans l’équation que par ses dérivées 
à partir de l’ordre k n 


t ( x *1 ... dn f/\ 

' V ’ dx k d.v n l 


En posant u = l’équation devient 


il du d n ~ h u\ A 


C’est une équation d’ordre (n — W en u. Si on a pu l’intégrer, 
k quadratures consécutives donneront ensuite y . 

3° Supposons que x ne figure pas dans l’équation. 

Nous ramènerons ce cas au premier, en prenant y comme 

h 

variable indépendante et considérant x comme fonction de y ; 




330 


COUKS l> K CALCUL DIFFERENTMif. ET INTEGRAL 


x admettra des dérivées par rapport à y que nous désignerons par 
x', x",... x ”. Nous avons 

dy ^ 1 d 2 y _ x" l __ __ J 
dx ~ x ’ d.r- x- x x* 

d 'll ..... ! /_ £\'_ 

d.r 3 æ' \ rc' a / æ* 

et d’une façon générale, ^ s'exprimera au moyen des déri¬ 

vées de æ jusqu’à l’ordre n. 

L’équation transformée est donc d’ordre n. Elle est de la 

forme 

/(y, A • * * *") -- 0. 

Elle sera d’ailleurs certainement d’ordre n, puisque si elle 

était d’ordre (n — k), en faisant la transformation inverse, on aurait 
une équation en y qui ne serait que de l’ordre (n — k). 

y. 

Dans la nouvelle équation, ne renfermant pas x , on 

pourra prendre x' comme nouvelle fonction. On aura donc à intégrer 
une équation d’ordre (/? — I) en x'. Une quadrature donnera ensuite 
x en fonction de y. 

Application. — Soit l’équation 

yÿ" -h a ;/' 2 -+- by 2 y” — 0 
//, b désignant des constantes. 

r 'i 

Posons y' = p ; l’équation devient 



Lette nouvelle équation ne contient pas x explicitement. 

a 

Nous prenons donc p comme variable indépendante et a 
comme fonction 

dp _ 1 d 2 p a? 

dx x ’ dx L ~ x 

on obtient 


— px" ■+- ax! -4- bp 2 x‘ l = 0. 
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On voit qu’on peut poser x' = u 

— pu -h au -h bp*u* — 0. 

On reconnaît une équation de Mernouilli. 

Si a est différent de — 2. on trouve facilement (r désignant une 
constante arbitraire! 

I b 

= cp a — ô p \ 

u r a f- 2 r 

On a ensuite 

dx — udp. 

Une nouvelle quadrature donnera donc x en fonction de p. 

On aura enfin dy = pdx = : une quadrature donnera y en 

fonction de p. 

Si o = 2, , on trouvera de même 

l = — -+■ />'P 2 - 

Equation homogène. — Supposons le premier membre de l’équa¬ 
tion homogène par rapport à y et à ses dérivées successives. Elle ne 
change donc pas quand on remplace y , y\ y",-., par Xi/, \y\ Xt/"... 
Faisons le changement de fonction 

y — e z . 

r/ 

<)n en déduit 

y' = e 2 z\ y" = e 2 {z n -+- z'-) • • • 

D’une façon générale, dans la dérivée d’ordre /c, on pourra mettre 
U en facteur, et il restera un polynôme en z', z",.*« z*. 

O 

Si nous substituons dans l’équation, puisqu’elle est homo¬ 

gène, nous pourrons mettre en facteur une certaine puissance de e* 
et il restera une équation de la forme 

F(as, z, z” • • • z n ) — 0. 

a 

qui sera d’ailleurs certainement d’ordre n. En prenant z' 

comme nouvelle fonction, nous aurons une équation d’ordre ( n — 1 ) 
en z\ 

Equation homogène en x et y, — Enfin supposons l’équation 
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homogène en x et y . Elle ne change pas si Ton change x et y en 
Xæ, Xt/, X étant une constante. 

Il faudra naturellement faire les mêmes substitutions dans les 
dérivées successives qui deviendront 

dy f dy _ dy dy Xd 2 ?/ 1 d 2 ?/ 

dx ~ Idœ " dx ds'* “ W X d.r 2 etc " # 

Posons alors 

* 

Nous aurons 


La dérivée d’ordre k , de y se calculera évidemment au moyen des 
dérivées de z jusqu’à l’ordre /c. 

P 

L’équation transformée en z, d’ordre n certainement, ne 

change pas si ori change x en Xrr et z en ^ = z. 

z ne change donc pas : La nouvelle équation est homogène par 
rapport à la fonction x(z) et à ses dérivées. 

On est ramené au cas précédent. 


y — x z. 


dy , dz 

: — z \ x j etc., 
dx dx 


Equations du second ordre. — Les équations du second ordre se 
rencontrent dans de nombreuses applications. On obtiendra une 
équation du second ordre, en particulier quand on définira une 
courbe plane par une propriété relative à ses tangentes, normales, 
ses rayons de courbure. 

En mécanique, c’est à une équation du second ordre que l’on 
arrive quand on veut étudier le mouvement d’un mobile soumis à 
une force ne dépendant que de la position ou de la vitesse du mobile. 

Elle est de la forme 


/( 


•*, y, 


dy (PjA 
dx 1 dx v 


= 0 . 


On peut la ramener à de simples quadratures toutes les fois 
que / ne dépend que de deux des variables indiquées ^dont natu¬ 
rellement j f V 


1° /(^ 3à?*) “ Nous pourrions supposer qu’elle est résoluble 




SYSTEMES D EQUATIONS SIMULTANEES 


333 


(J% h 

par rapport à Plus généralement, si l’on a fait une représenta¬ 
tion paramétrique de la courbe 

/(X, Y) - 0. 

on est ramené au cas que nous avons déjà traité. 

2 ° t{%’ 3$) ~ En P rcnanl comlne fonction ^ = y 1 


on aura 


Si l’on a une représentation paramétrique 

= MO, d,h 

<1 


dd 


= mW 


On en déduira 


_ >'(0 


d.v = ^ dt, x = J ■;[§ dt = o(o 

On aura donc, par une quadrature, x en fonction de t. On aura 
ensuite 

dy — A(t)W(t)dt. 

Une nouvelle quadrature donnera y on fonction de t. 


Si la courbe est unicursale, 
de fractions rationnelles. # 

2 ° /U> Ü) — p ° sons en 


on est ramené à l’intégration 


dy 


2/i- 


D’c 


d-y __ dy\ ___ ijidyi 
dx l dx dy 


L’équation deviendra 




0. 


C’est une équation du premier odre en r/ x , par^rapport à t/. 
Si on peut poser 


on en déduira 


y = MO, y i jfj — mW 

j/idÿi — p(t)K(t)dt 
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en intégrant cette dernière, on aura 


D’où y l = b(t). 
On aura ensuite 


y £= I <At '>’m 


dy . >'(0 
.</, Ht) 


Une quadrature donnera x. 

Supposons que l’équation dépende de trois des variables. 

a 

1° Soit d’abord l’équation f(x, y', y") = 0. On posera 


2° /(t/, y', y", •■= 0. Posons encore y' = y l 


„ dy dy\ 

! > = dx = Vl à. 


on est ramené à l’équation du premier ordre. 


/(*». *£)= 0. 


Application. — Déterminer les courbes dont le rayon de cour¬ 
bure R est , en chaque point , proportionnel à une certaine puissance 
de la portion de normale comprise entre le point et o.v. 

R = /cMN” 

h 

Soit y = f(x) l’équation de la courbe. 

Nous aurons 


H -= (i-±V*) 

y" 


MN //y' 1 y - 


K sera positif, si la courbe tourne sa concavité vers les y positif*. 

MN sera positif si le point est au-dessus de ox. 
o 

Nous avons donc l’équation 


(i±j/ 2 )* _ 


%"(i 
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c'est-à-dire 

( 1 ) 


laf uV -+- y 2 ) 2 = 1 


// — 3 
2 


C’est une équation du second ordre qui ne renferme pas x 
explicitement. 

Posons 

dy\ 


y — y i, // = u\ 


dy 


l’équation devient 

( 2 ) 


?. Ki 


%“(1 + 1 


C’est une équation à variables séparées. 


( 2 ') 


n — 3 
2 \ 2 


+- 2/i 3 ) 2 


dy 


(3) 


Klle ne renferme que y 1 2 '. Kn intégrant, on obtient, si 7t ;zf 1 

1 


/i -_i 

k[i m/ r) 2 '=- 

Telle est la relation entre y et y x . 
Nous aurons ensuite 


const. 


I )’où 


dy ~ y\dx — ky n { I -4- i/i 2 ) 2 y\ày\. 


{4) 


dx — ky n ( 1 -+- i/, 2 ) dyi 


n — 3 
2 


Kn remplaçant î/ en fonction de déduite de (2), on aura # en 
Jonction de y x par une quadrature. 

On pourrait également exprimer x en fonction de y. 

\ o x 

Cas particuliers. — 1° n -- 0. J.a relation (3) devient 


k _ 

v I + y i 


■ = — y -h const. 


dx = a dî/t 

(1 1/C) a 


Nous poserons 


i/i = l g?- 
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D’où 

dx = k cos x — x 0 = k sin tp. 

D’ailleurs 

2/« — y ~ k cos cp. 

Ce sont les équations paramétriques d’un cercle quelconque de 
rayon /c, ce qui était évident. 

5 i 

2° n = — 1. L’équation (3) devient 


D’où 


1 -f- t/* 2 


-y* 



y i 



— k — y * __ dy 
y i — c dx 


*2 

x est donné par une intégrale elliptique à moins que c 
Dans ce cas, 


0. 


x — x 0 — — yj — y 1 — k 

ou 

[x — # 0 ) 2 -4- y 1 -+* k = 0. 

C’est l’équation d’un cercle ayant son centre sur ox. 
o 

3° n = 3. On trouve des coniques ayant un axe sur ox. 

3 

4° n = 2. L’intégration peut encore s’effectuer, niais la 

formule est assez compliquée. 

P 

5° n = 1. La formule d’intégration (3) ne s’applique plus. 

h 

L’équation (2) est ici 



ou 


k.t/idyi _ dy 

i-Kvi 2 u y 


y = a(i -h yr-y 



t 




D’où 
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P ... ? 

C’est une différentielle binôme. Pour qu’elle soit 

exactement intégrable, il faut el ii suffit que k soit entier. 

Par exemple, si /c = 1 

X — I y-- -- -- dy, x — x„ = a\Ây t vV — «\ • 

J V 7 // — a 2 

Si /c — — J, on trouve encore des cercles ayant leur centre sur 
o:r. 

Si k = 2, on trouve des paraboles ayant orr pour directrice. 

6° Enfin si 7? — — 2, on obtient des cycloïdes. 


II. — SYSTEMES D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


Propriété. — On dit qu’une équation différentielle est linéaire 
quand elle est linéaire par rapport aux fonctions inconnues et à leurs 
dérivées, les coefficients pouvant être des fonctions de la variable 
indépendante. 

Si on donne un système d’équations linéaires d’ordres quelconques 
on peut, comme pour tout système, le ramener à un système d’équa¬ 
tions du premier ordre. Le système final sera également linéaire. 

U) 

L’étude d’un système d’équations linéaires d'ordres quel¬ 
conques est donc ramenée à celles d’équations linéaires du premier 
ordre. A son tour, la résolution de ce système pourra être ramenée à 
celle d’une seule équation linéaire d’un certain ordre. 

Ces équations jouissent d’une propriété très générale. 

Effectuons un changement de variable indépendante quelconque 

( 1 ) y = ?(0 

et sur la fonction, un changement linéaire 

(2) y = uU(t) + 

* 

La nouvelle équation définissant la fonction u(t) sera une 
équation différentielle linéaire d?ordre n. 

®i, 

Il faut calculer les dérivées successives de y par rapport a x , 
au moyen des dérivées successives de u par rapport h t. 

Garrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. IL 22 
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* 1 

En dérivant (2), on aura 


dt =, 

da; f'(t) * 


du du a 
£= * 0+ -“° + 




d#’ 


P 


de 


du 

dT 


On voit que 


dy 

dx 


s’exprime linéairement en fonction de u et 


Il en résultera 


d'hy 


* w dc 


'i s’exprimera linéairement en fonction 


de u 9 ^5 djp. l)’une manière générale, s’exprimera linéairement 

en fonction de u et de ses dérivées jusqu’à l’ordre n. Si donc, on 
substitue dans l’équation les dérivées successives de y , on aura 
bien une équation différentielle d’ordre n au plus en u. Elle sera 


effectivement d’ordre //, car la transformation inverse don¬ 

nerait en y une équation d’ordre inférieur à n. 

L’équation en u sera linéaire. 


Etude des systèmes linéaires du 1 er ordre. — Nous suppo¬ 
serons d’abord le système « complet », c’est-à-dire comportant 
autant d’équations que d’inconnues, ces équations devant 
permettre la détermination des inconnues à des constantes près. 
Nous examinerons ensuite le cas des systèmes incomplets dans 
lesquels, le nombre d’équations étant moindre que le nombre 
d’inconnues, un certain nombre de fonctions inconnues pourraient 
être arbitrairement choisies. 

Pour étudier les systèmes d’équations différentielles linéaires, 

nous pouvons, comme nous l’avons dit ci-dessus, procéder 

de deux manières différentes : 

1 ° Le ramener à un système d’équations linéaires du premier 
ordre ; 

2 ° Le ramener à une seule équation différentielle linéaire. 

Etudions d’abord le système d’équations. Nous pouvons le sup¬ 
poser ramené à la forme canonique. 

Soient i/, z, m, v. w les fonctions inconnues. 



SYSTÈMES D’ÉQUATIONS SIMULTANÉES 


330 


Nous mettons le système sous la forme 

^ -f- A,// -f- B|i -+-•••*+- LjfvX t 
^ A-2 t i/ f B 2 Z -f- • • • -f- Lî<v = X 2 

dx ^ B n Z L n W — X„ 

les coefficients \ h B t , \ H et les « seconds membres » \ lf X 2} ... X* 
étant des fonctions de la seule variable x. 

Supposons d’abord que ces seconds membres soient tous nuis. 
Il est évident que si 

•••«' 1 , Vji * 2 > •••«'* 

sont deux systèmes de solutions particulières, on aura une 

solution plus générale on posant 

\j — CylJ\ -h C,y., , 3 = C,Z| CoZ -2 • • • IV Cj*Vi -4- C>*V 2 

quelles que soient les constantes c 2 . 

Nous sommes amenés, à rechercher si la connaissance de 
•I 

solutions particulières ne permet pas de simplifier la re¬ 

cherche de la solution générale. 

Systèmes indépendants. — Considérons k solutions. 

//1, zi, • • • 

*/2, Z*), • • • Wi 


y a, z/„ • • • fv/, 



On dit que ces k solutions forment un système « indépendant », si 
l'un au moins des déterminants d’ordre k déduits du tableau ci- 
dessus est différent de zéro. 

il est donc déjà nécessaire que k <C n. 

J 2 , r 

De cette définition, et de la propriété des déterminants, 
résulte qu’il est impossible de déterminer des quantités c l5 c a ,... c* 
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non toutes nulles, telles que l’on ait e itre les fonctions, une même 
relation linéaire et homogène 


(III) 


/ Ct't/i -f- C 2 y ». -+-••• ~t~ c k y k — 0 

\ C t Z, -4- C*Z 2 -h c k z k *= 0 


C\W\, C>Wi -t- • * • -h C k W k ~ 0. 


Cette impossibilité pourrait être prise comme définition des sys¬ 
tèmes indépendants. 

Cette deuxième définition est équivalente h la première. 

h 

Si en effet, par exemple, le déterminant 

!/l,Zlé* * 

!/■>, z 2 , • • • Ui 


?//;, Z/v, * ‘ * U k 

est différent de zéro, il n’est pas possible de déterminer des quan¬ 
tités Cjl, c 2 ,... et non toutes nulles, telles que l’on ait 

C 1//1 -4- Cijfi 4- • • • t- CiJJh - 0 


C,U, C>U« -+-••• 4- C k U/c = 0 

et par suite a fortiori , toutes les équations du système (111). 

7 i 'H 

Inversement, si tous les déterminants d’ordre k déduits 
du tableau (IJ) sont nuis, il existe une même relation linéaire et 
homogène entre les éléments de n colonnes 


t/i, //•>, • • • //a, Zi, z s , •••*/„••• o’i, ou, • • • e’/,. 

Théorème. — Si 1rs solutions ne sont pas indépendantes, s'il 'existe 
une même relation linéaire et homogène entre les k solutions , telle 
que (II Ii, les c sont nécessairement des constantes (à un facteur commun 
près). 

Nous pouvons en effet d’abord supposer que les k — 1 premières 
solutions sont indépendantes (sans quoi nous raisonnerions sur leur 
système) et par conséquent, qu’il n’existe aucune relation linéaire et 
homogène entre 


* ?/!,//*» * * ’ }}h- 1 , Zi, z t , • • • z,,_,, • • • iF,,<e 2 , • • • fFfc-f 

Les relations (III) doivent donc renfermer y k , z*,... tv*. 
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a 

On peut supposer c k = — i et prendre les relations (111) 
sous la forme 


(III) 


% 


üu = c x y t -+- c 2 //-2 -( .-t c k „i// /£ ..i 

^ Z/, — C|Z ( -f- CsZjj 4- • • • I C/ { |_i 

/. 

♦V/, =■ 4- C-tW.j t • • • ~h 

Ecrivons alors que y k , z*,... w k est solution du système 


donné (1). 

Dans la première équation, par exemple, si nous ordonnons 
par rapport à c*, c'j le coefficient de e, est 


$ H- A \Vi i-Uwt. 

P 

Il est nul puisque î/*, z,..., est une solution. 

(u, r 

Il ne [restera donc que les termes provenant de la dériva¬ 
tion des facteurs c. On aura donc 


de même 



■+■ c'j t/t -H • • 

• 4- C /t_i 

— 0. 

c\Zi. 

4* c\z<i 4~ • ■ 

* * 4- C k_ i Z/ t _ i 

= 0 

c iWi 

4- C 2 4~ * 

• • 4- C k -iWic~ i 

1 =0. 


•^2» p 

Mais comme par hypothèse les (/c — 1) solutions sont 

indépendantes, on a nécessairement 


C j - C 2 . C :t- 


c'/— t — o. 


Les c sont donc bien des constantes (à un facteur commun près, 
qui a été supprimé quand on a supposé c k ~ — 1). 

(O 

Les relations de dépendance telles que (III) ne peuvent 
donc avoir lieu qu’avec des coefficients constants. 


Simplification si l’on connaît k solutions. —Nous pouvons recher¬ 
cher maintenant quelle simplification peut introduire la connais¬ 
sance de k solutions indépendantes. 

Théouème. — Si j Von connaît k solutions indépendantes d'un 
système dé n équations (k ri), l'intégration de ce système peut être 
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ramenée à celle d un système analogue n ayant plus que (n — k) 
équations, et à k quadratures. 

Soient par exemple, cinq fonctions y , z, t , u, e et deux solutions 
indépendantes. 


y i, zi, ti, u iy s>\ 

//;, z-., * 2 , u 2 , 

£ 

Supposons, par exemple, le déterminant 
Nous ferons le changement de fonctions 

// = k\tf\ A- A’- 2//2 

^ 2 = k { Zi 4- kiZj 

(IV) J — /f,<i t-/cïf 2 4- T 

/ u --- /r,u, 4~ /f 2 Ui I- U 

f — kiV { -h k>v> * V. 


//* - Zi 
//*, z » 


A*i, A* 2 , T, U, V désignant les nouvelles fonctions. Quelles que soient, 

? 

en effet, y, zj, u , o , les deux premières équations définissent 

certainement k lt k 2 puisque le déterminant (y x z 2 — z x y 2 ) est 

différent de zéro. 

Les trois dernières définissent, alors sans ambiguïté T, II, V. 

Faisons la substitution dans le système (I) sans seconds 

membres. 

Nous ol)tenons 


(V) 


dT 

dx 

dü 

dx 

dV 

dx 


k\'y\ 4 ki'y-> -4 (NT -t- DjU t E t V --0 
kiz t \ k: Zt -+- C,T -h D 2 U -- e 2 v r=o; 

‘4 k{ t\ ~h k% t 2 -4- (.;iT D.ttJ -t- E 3 V 0 

-t-.. 0 

-h. . 0. 


Telles sont les nouvelles équations qui déterminent les nouvelles 

0 

fonctions k^ /c 2 , T, U, V. Or, on remarque que ces équations 

a, v 

ne renferment que k\, k\. Des deux premières, on peut 

certainement tirer k\, k\ en fonction linéaire de T, U, V. 
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a 

Kn substituant ces valeurs clans les trois dernières équa¬ 
tions, on voit qu’on mettra le système (V) sous la forme 

= X «T 1 mV + v,V 

= >.,T ■+. (ii,U + v,V 

(V) < 2 >;T 1 ; ^ u -/ » v 

du __ ________ 

dx 

J-v . . 

dx 



Or, les trois dernières constituent un système linéaire à 

trois fonctions, mis sous forme canonique. Elles déterminent 
T, U, Y. Celles-ci étant déterminées, les deux premières donneront 
alors k Xi k 2 par deux simples quadratures. 

Of, ^ 

Si l’on a déterminé une seule solution T, U, V, (non tous 
trois nuis) de ce système, puis les valeurs correspondantes de k ly /r 2 , 
on en déduira par les formules (IV) un troisième système de solu¬ 
tions, */ 3 , z 3 , £ 3 , u 3 , c 8 . 

Voyons si ce nouveau système forme avec, les deux premiers un 

? « 

système de solutions indépendantes. 11 faut et il suffit 

qu’un des déterminants à trois lignes et trois colonnes déduit du 
tableau de ces solutions soit différent de zéro. Or, si T, par exemple, 

p 

est différent de zéro, le déterminant 

Ui *i «i 

[h Z 2 U = T(y,s 2 — zijys) 

k\jji -h A,z, -e A 2 z 2 /e,t| -i k->t-i T 

est différent de zéro. 

(O 

Le nouveau système de solutions est donc bien indépendant. 

x 

On peut agir sur ce système comme on l’a fait sur le système 
précédent. On pourra donc arriver de proche en proche à obtenir un 
système de n solutions indépendantes. 

Solution générale. — • Théorème. — Si Von connaît n solutions 
indépendantes du système (I) 

(I) // 1 , Zi, • • * w,, ;/ï, z?, • • • u-,, • 


y 

*/*» z 2 , <2 
I //», Zy, £3 


• • z»,, • • • 
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la solution générale est 


// = Cf//! -f- C.jl/2 "4- •••“+“ • • • <V — C|»Vi -h C 2 «>2 h • • • 4- C n <V'„ 

les c désignant des constantes arbitraires. 

* 'N ^ 

£, 0 

Soient, les n solutions indépendantes (I). Elles sont donc 
telles que le déterminant formé par ees solutions est différent de 
zéro. 

Faisons le changement de fonctions. 

// = Ci?/j H-C„// n 

U’ — CjfF, -+-••• C„*F„ ' 

les c désignant n nouvelles fonctions. On peut, en effet, tirer de ces 
formules c lf c 2 ,... c n en fonction de i/, z,... w puisque le déterminant 
H 

des c n’est pas nul. En substituant dans les équations (I) 

telles que 

d £ + A,y 4- B|Z h- 4- L,w = 0. 

le coefficient de c x par exemple sera : 

Ai?/, -4- B,zi 4- • • • L t w t . 

Ci, v 

Il sera nul. Cette première équation se réduira donc h 
Ci yi 4- Ci ijî -4- • • • c n 'y n ~ 0. 

De même 

Ci'z { --h Ci y,I 4- * • • -f Cn'Zn — 0 
C|'<V, -F CiW à H--h Cn'w n == 0. 

C’est un système d’équations linéaires et homogènes en 
c/, c 2 ',... c n / . Le déterminant des inconnues étant différent de zéro, 

tu 

ce système n’admet qu’une solution 

Ci —- Ci — * * * ;::=: Cn —• 0. 

Par suite c 1? c 2 ,... c n sont des constantes qui peuvent être d’ailleurs 
arbitrairement choisies. 
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Relation générale entre les systèmes indépendants. — Considérons 
le système de trois équations (pour simplifier l’écriture) 

i Sc ^ ^ z —= 0 

(I) 1 dx ^ ^ ,z loi — 0 

ir + A *.'/ + U = z f ' C '-‘ " 

Si j/i z x l x , ij 2 , z 2 , / 2 , î/ 3 , z 3 , / 3 forment un système de solutions 
indépendantes, le déterminant 

y„ *>, C 

//î* ^ 2 , U 

Z/3, 2 3 , 

*2 

est alors différent de zéro et la solution générale est 


]/ — Cij/i 4- Ciiji -h c 3 t/3, z — C 1 Z 1 4- c>z 2 4 - C 3 Z 3 , 
t = Cjti 4- 4- 

Donnons-nous trois systèmes différents de telles constantes 

Ci, C'2, C3, C C 2, C 3, C 1, C 2, C 3 

nous en déduirons trois solutions 

y> c y\ * f , *'> z/, z", t". 

£, v 

Il est naturel de se demander si ce système de solutions 
est indépendant. Il faut et il suffit que le déterminant 

</. *, t 

y’, A f 

?A A «" 

a, Oj 

ne soit pas identiquement nul. Remplaçons ?/, z, /,... /"par 

leurs expressions (II). Il est visible que le déterminant sera le 
produit de deux déterminants. 


yu *i> u 


Cl, C->y C 3 

y%> *>, h 

X 

Cl, C 2, C ; i 

Z/3, *3, h 1 


Jl J 1 

Ci, C 2 , C 3 


*2 l 

Or le premier est différent de zéro. Pour que le système 

U) 

forme un système indépendant, il faut donc et il suffit que 
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les trois systèmes de constantes forment un déterminant différent 
de zéro. 


Système adjoint. — K tant donné le système (1), on appelle « système 
adjoint » le système suivant 


(II) 


\ 

i 


d Y 

dx 

dZ 

dx 

dT 

dx 


AY f A t Z i A/T — 0 
f BY -F B,Z -F B 2 T = 0 


-F CY F C,Z -F CJ- 0. 


formé en changeant les signes des éléments différentiels et en rem¬ 
plaçant les coefficients des lignes par les coefficients des colonnes. 

Le système adjoint du système (II) est évidemment h* 

système proposé. 

Il existe une relation remarquable entre une solution quelconque 
du système (I) et une solution quelconque du système adjoint (II). 
Soient en effet 7/, z, t, Y, Z, T deux telles solutions. 

Multiplions les équations (I) par Y, Z, T, les équations (II) par y, z, t, 

p. OJ 

et retranchons les deuxièmes résultats des premiers. Nous 

obtiendrons simplement 



dY 

da 


ou 


V d 

d:i 


. (»Y) - 0 


et par conséquent en intégrant 

//Y f zZ .-F JT ----- const. 

H 

On en déduit que, de toute solution y . z, t du système (I), on 
peut déduire une relation tout intégrée, introduisant une constante' 
arbitraire, entre les fonctions inconnues du système adjoint. 

On pourrait tirer, par exemple, T en fonction de Y et Z. En 
le substituant dans les premières équations, on aurait un système de 
deux équations à deux inconnues seulement. 

Si l’on connaît trois solutions y, z, t, y ly z^ t ly y 2 , z 2 , l 2 , du 
système donné, formant un système indépendant, on en déduira 
entre Y, Z, T, les trois relations 

7/i Y -f ziZ f- == Ci, t/^Y —f z?Z -f $> 2 T c 2 . 


y Y F zZ -F tT = c, 



SYSTÈMES D’ÉQUATIONS SIMULTANÉES 


3'l7 

p 

Ces trois relations permettront de tirer Y, Z, T puisque le 
déterminant des inconnues 


U, z, t 
'/ 1, z ,, fi 
*/2, Zi, L 

n’est pas nul. 

Les expressions^de Y, Z, T dépendront de trois constantes arbi¬ 
traires. 

Elles fourniront la solution générale du système adjoint. 

(O 

Donc, si l’on connaît n solutions indépendantes d’un sys¬ 

tème, on peut en déduire, sans aucune quadrature, la solution géné¬ 
rale du système adjoint qui dépendra de n constantes arbitraires. 


Equations avec seconds membres. —* Considérons maintenant le 

système d’équations avec « seconds membres ». 


(I) 


\ 

I 


^ t- Ai/ i Hz i C t X 
f x ! - A,y -+- B,z I C t * — X, 

+ A iV i- B.,z -t- CJ ^ X. 

at 


et considérons simultanément le système (I/) d’équations sans se¬ 
conds membres. 

Soi (Mit 


V i, Zi, t iy y*, z i9 t,, y h h 

*, v 

trois solutions de ce dernier. Faisons, comme lorsque nous 

72 

avons voulu déterminer la solution générale d’équations 

sans seconds membres, le changement de fonctions 


y ctt/i -t- c 2 y> 4- caj/a 
z CiZ\ 4~ C 2 Z 5 4~ c.\Z-\ 
t :==: Ci h f Ca^‘2 f C;$L 

O 

où Cx, c 2 , c 8 désignent trois nouvelles fonctions. On peut, en 

effet, les substituer hy,z,t puisque le déterminant de leurs coefficients 

a 

est différent de zéro. Si nous substituons ces expressions 
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0 

dans le système donné, nous obtiendrons, comme précé¬ 

demment, aux premiers membres, simplement. 

C[ tf\ F- Cl y y C./// 3 . 

La première équation se transformera donc en 
Ct 'yi -h ci y -, -F* Ci'y* — X. 

De même 

Cl Zi -h Ci Zi Ci Zi = Xt 

Ci -+~ c/t-> 4~ C 3 £3 X>. 

“J 

Or, ou obtient ainsi un système d’équations linéaires 

en CiyC^c^ qui pourra être résolu par rapport à ces inconnues 

TT 

(déterminant ;zf Oj sous la forme 

Ci' = 0, (a?), c 2 ' = 0 2 (^), ci = 0 a (rc). 

to 

De simples quadratures donneront donc c v c 2 , c s et par 
suite la solution générale du système donné. 

Cas de réduction immédiate. — Si l’on connaît une solution parti- 

a 

culière y Q , Zq, t 0 du système donné avec seconds membres, en 

posant 

y — y 0 -h Y, z -- 2 0 +• Z, t —1„ T 

O 

il est évident que Y, Z, T devront satisfaire au système 
d’équations sans seconds membres. Donc : 

'U 

La solution *générale du système avec seconds membres , 
s'obtient en ajoutant à une solution particulière quelconque , la 
solution générale du système sans seconds membres. 


III. — ÉQUATION LINÉAIRE D’ORDRE SUPÉRIEUR 


Prenons maintenant le deuxième mode de transformation des 

systèmes d’équations : la réduction de ce système à une 

seule équation d’ordre supérieur. Si le système considéré est linéaire 

0 

par rapport aux fonctions inconnues et leurs dérivées, l’équa- 
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tion résultante sera également linéaire par rapport à la fonction 
inconnue et ses dérivées. 


Equation sans second membre. — Solutions indépendantes. — 

Prenons d’abord [l’équation sans terme indépendant de la fonction 

(second membre). Elle est de la forme 


d n y 

dx n 


A, 


d n x y 
dx n 


■+*•••■+- A n y\~ 0. 


De même que pour les systèmes, nous définirons d’abord k 

solutions indépendantes... Nous dirons que les k solutions 


2/i»2/*. '"Vk 

sont « indépendantes », si le déterminant d’ordre k 


y i* 

y*i • 

* * Uk 

y u 

y* • 

•• y 'h 

lh k ~ 

\y* k ~\ • 

• • yf' 


formé au moyen des y et des dérivées jusqu’à l’ordre (k — 1 ) est 
différent de zéro. Ce déterminant s’appelle « déterminant de 
Wronski ». 

Simplification si l’on connaît des solutions indépendantes. — 

Théorème. — Si Von connaît k solutions indépendantes , on 

peut ramener Vintégration de Véquation à celle d'une équation linéaire 
d'ordre (n — /c), suivie de k quadratures. 

Posons 

y = X,ï/, 4- X 2 î/2 "1-h X* : y L 

en remplaçant la seule fonction inconnue y par k fonctions, ). x , / 2 r•• X*. 

(Il est bien évident que si les X sont des constantes, y sera 

solution de l’équation). Nous pouvons assujettir ces fonctions X à 
(k — 1) autres relations compatibles arbitrairement choisies,. Nous 
écrirons pour abréger 

y = sX *ï/i- 

On en déduirait 

y ' = -4- sx/y f . 
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Nous pouvons assujettir les X à vérifier la condition 

= 0. 

o v a 

De même, on aura 

= SX#," 

si l’on assujettit les X à la condition 

s>,y - o. 

rj i 

Nous pourrons continuer ainsi et nous aurons 
y k 1 — SX ( /y/‘ _1 

à la condition que 

2X.V-’ = o. 

R 

En résumé, nous assujettissons les X aux ( k — 1) relations 

-V// t = 0 

\ £X/y/ - o 

(in . 


vX/ y A-2 = 0 
o 

et nous aurons simplement 

(III) ?/' = SX#/, / = SX#.', • • • y*- 1 — SX#,*-* 

11 nous serait impossible d’ajouter une nouvelle condi¬ 
tion 

vX,V~‘ = 0. 

Car cette équation, jointe aux équations (II), fournirait 
un système de k équations linéaires et homogènes en X/, X 2 ',... X'* 

(O 

dont le déterminant des coefficients serait différent de zéro. 

Ce système n’admettrait donc comme solution que 

X/ — : X^ —• • • = X/J =■ 0 

Tous les X se réduiraient à des constantes, ce que nous ne pouvons 
supposer. 

^ 1 

Nous aurons ensuite 

y k = 'L\y i k t- ïX/y,*-‘ 

y*+< = SXi^-r* -h 2£X/y < * -h SX.-Vi*"* 
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et enfin, en dérivant t/*~\ (n \— k + 1) fois par la formule de 
Leibnitz, 

V" = Z\yi n f- CH-h 

*’ '"l 

Si nous substituons y , î/', î/", ... t/* dans l’équation 

?, *2 

donnée, elle serait satisfaite si les ). étaient des constantes. 

(O 

Il ne doit donc pas exister de termes indépendants des déri¬ 
vées des X. D’ailleurs le coefficient de /, est 

y > n -+- A ,!/,”- 1 t-h k n yi. 

Il est nul. L’équation ne renferme donc que les dérivées des /. De 

plus, elle est linéaire par rapport à ces dérivées jusqu’à 

l’ordre (n — k 1). Nous l’écrivons 

(4) L(V f =0. 

D’autre part, les équations (II), déterminent les valeurs 

des rapports des dérivées )/ 

( \'yi ■+-*•* t- A/ t Xf): = 0 

/ÎT x 1 V//\ t- V?/ 2 f ■+“**• — 0 


[ Vy ,*" 2 + o 

X O 

On peut résoudre ces équations homogènes et on 

obtiendra 

(V) > M ' uM|, X a f = pM 2 , • ‘ • À fc ' = JJlM;, 

y. désignant un facteur de proportionnalité, Mj, M* désignant 

les déterminants déduits du tableau 


yu 

2 / 2 , • 

•• y* 


!fi, ‘ 

• • yk 

yi k ~\ 




en supprimant la colonne i pour M*. 
a 

Si nous dérivons ces expressions (V), nous aurons 


X" = fi'Mj -i- pM,' • • •, etc. 
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H 

Les dérivées jusqu’à l’ordre (n — k + 1) s'exprimeront 
linéairement au moyen de dérivées de y jusqu’à l’ordre (n — k). 

Oi, (o 

En substituant ces expressions dans l’équation (4) nous 
aurons donc finalement une équation linéaire en y d’ordre (n — k) ; 
y étant déterminé, les équations (V) donneront bien les ). par k qua¬ 
dratures et introduiront k constantes arbitraires. 

La résolution de l’équation d’ordre (n —- k) introduira bien 
(n — k) constantes nouvelles, soit au total n constantes. 

Considérons une solution (non nulle) de l’équation en y ., et les 
valeurs correspondantes des A : on aura une nouvelle solution 

\j = À,//, -4- Xj>?y 2 -t- • • • -F \ k \j h . 

«1. v 

Il faut se demander évidemment, si cette nouvelle solu¬ 
tion constitue avec les k précédentes un système de solutions indé¬ 
pendantes. 

v i, 

Pour cela, il faut et il suffit que le déterminant 


2/i2/2 • ■ • yi,y 
yi'y* * • • y\y 


I y iV' • • * yk k y k 


soit différent de zéro. Or, d’après la façon dont nous avons déter¬ 
miné les À 


et 


y = 2X (? /„ y’ — SX#/,. 1 = -MA*” 1 

y h = -L//ï a -t- SX'/yi*- 1 . 


Substituons ces expressions dans la dernière colonne du 
déterminant 1), et retranchons des éléments de la dernière colonne, 
les éléments des premières respectivement multipliées par A 1? X 2 ... A*. 

O 


Tous les éléments de cette dernière colonne seront nuis, 
sauf le dernier, qui se réduira à 


-M k' 


On a donc en développant 1) par rapport aux éléments de 
cette colonne, 



2/i, 

Vh • 

* * 2/4 

D = 

y'u 

y 7 *» * 

• • y h 


yS' 1 

u A- l . 
, 2/ 2 , 

• • 2/4*- 


X 2= A X 
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Les deux facteurs sont différents de zéro. Donc D est 

différent de zéro et les (k + 1 ) solutions sont bien indépendantes. 

On peut d’ailleurs avoir l’expression du second facteur 

ï 'k; y z*" 1 = JJL1 M il fi k ~ 1 . 

7 2 

Les facteurs M, sont, nous l’avons dit, les déterminants 
R 

du tableau. Donc NM,?//' -1 n’est autre chose que le déter¬ 

minant A développé suivant les éléments de la dernière ligne. On a 
donc 

SX/i/,*-* £= jjlA, 1) — pA 2 . 

y. 

On peut donc se servir de cette nouvelle solution y pour 

obtenir une nouvelle simplification du système. 

f»>, 

On pourra ainsi de proche en proche obtenir n solutions 
indépendantes, telles que le déterminant 


y &, y 2 , 

■ • • y» 

î/i\ y * 

• • y» 

yi"-\yz n ~\ 

* 2/n" 


soit différent de zéro. 

* 

Solution générale. — Nous allons montrer que Ton peut 

alors obtenir la solution générale de l’équation. Nous allons, en effet, 
recommencer le même raisonnement que ci-dessus, en posant 


Nous pourrons assujettir les 
(n — 1) relations linéaires et homogènes. 


fonctions À à vérifier les 


(I) SX/y* = 0, -Vy/ = r 0, 2X t 'î/ a M ; = 0. 

On aura 




y n ~ Zkiyi” -h £X t 'f/ t " l . 


a 

Si nous substituons ces expressions dans l’équation diffé¬ 
rentielle, les coefficients de )> 2 v seront nuis car t/ 2 »*** yn 
sont solutions. Il ne restera que la condition 


SVt/i n '‘ = 0. 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 23 
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Or cette équation jointe aux équations (I) formera un 

système de n équations linéaires et homogènes en )./ X 2 '... 

y 

Le déterminant des inconnues, qui n’est autre que 

le déterminant O, est différent de zéro. Le système n’admet donc 
que la solution 

V --= As' • • • — K' - 0. 

U) 

Tous les A se réduisent donc à des constantes c, n , 

et par suite la solution générale est 

y ~ c t y j H- ayi f . I c lt y„. 


Equations avec second membre. — Considérons maintenant une 

équation avec second membre X. 

r 

s 

Si nous connaissons une solution particulière y 0 de celte 
équation, * en faisant le changement de fonction 

!tv^~ i/o 4- V, 

? 

^ devra être solution de l’équation sans second membre. 

O) 

La solution générale (Tune équation avec second membre 
s'obtient donc en ajoutant à une solution particulière quelconque, la 
solution générale de Véquation sans second membre . 

Si l’on n’a pas de solution particulière, nous allons montrer 
que : 

Si don connaît la solution générale de Véquation sans second 

membre, n quadratures donneront la solution générale de Véquation 

donnée. 

£ 

Considérons en effet n solutions particulières indépen¬ 
dantes y l9 t/ 2 ,... }fn de l’équation sans second membre. 

a 

Faisons, comme ci-dessus, le changement de fonction 

V = >'2?/2-h X„7/ n . 

5 i . 

Assujettissons encore les fonctions A aux mômes équa¬ 


tions 

(i) 


SV». = 0, 


SX/y/ = 0, 


SX/y,»-* = 0 
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de sorte que l’on ait encore 


diV) 


et 


y = -\yi, . y u ~' — 


y" = -'■,!//' i- 

a 

Si nous substituons ces expressions dans l’équation différen¬ 
tielle avec second membre, le premier membre se réduira bien en¬ 
core à 2V// t n-1 . On aura donc ici l’équation 


( 2 ) 


zk'yï 


1 = X. 


Cette équation (2) jointe aux équations (I) constituent un sys¬ 
tème de n équations linéaires, mais non plus homogènes (la dernière 
ne l’étant pas) en // l7 )/ 2 >*** ^ 

Le déterminant de ces inconnues est 



y i» 

lh. 

• • f Jn 

D = 

y'i, 

y'* ■ 

• * y n 




. . ,/ n- 
'Jn 


Il est différent de zéro puisque les solutions sont indépen- 

tO 

dantes. Ces équations peuvent donc être résolues et on 

obtiendra 

X'i == cp,(.r), >/, ----- • • • X„ = o n (x) 

n quadratures donneront alors les expressions de ces fonctions. 


Indépendance linéaire de n fonctions. — Etant données les n solu¬ 
tions î/i, !Jn , nous avons dit que ces solutions sont indépendantes, 

*2 

si le déterminant 1) formé par ces fonctions et leurs (n —- I ) 
dérivées jusqu’à l’ordre (n — 1) était différent de zéro. 

Etant données n fonctions, on dit qu elles sont « linéairement 

+ 

indépendantes » s’il ne peut exister de valeurs des cons¬ 

tantes c lf r 2 ,.** c„, non toutes milles, telles que l’on ait pour toute 
valeur de x 

(1) cpj\ -+ c 7 y 2 -H- c n y n — 0 

Théokème. — La condition nécessaire et suffisante pour que les 
fonctions soient linéairement indépendantes , est que le déterminant I) 
ne soit pas identiquement nul. 
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*1 

K ri effet, s’il existe une relation de la forme (1), comme 

a 

cette relation doit être satisfaite quel que soit x, en la déri- 

o 

vant par rapport à x autant de fois qu’on le voudra, on 

obtiendra de nouvelles identités. On aura en particulier 




-t - • 

• • -H- c n y n ' 

= 0 

c\y" 

I c-iyi 

-f- • ■ 

' • ~+- c n y n ' 

= 0 


1 -+- C-iî/;"" 1 


‘ * ^ C n î/ n n ~' 

0. 


La relation (1) et les relations (II) étant linéaires et homogènes 

(U 

par rapport aux constantes c, non toutes nulles, le déter¬ 

minant D est certainement identiquement nul. 

», 

Réciproquement, nous allons montrer que si Je dé ter¬ 
minant 1) est identiquement nul, il existe une relation de dépen¬ 
dance linéaire entre les fonctions y . Supposons qu’un mineur de T), 
par exemple le déterminant 


* 

y» 

y*> • 

•* yn 

D, = 

yU 

yJ> * 

* • yn 


y<r 


• • yn n ' 


soit différent de zéro. 

Remplaçons dans I), y 1 par y et considérons l’équation 


y , Vu • • • yn 
y, yi> • ■ • yn 


yr 


, . n 

y n 


JT 

Elle ne disparaîtra pas puisque le coefficient de est. 

p 

différent de zéro. • L’est une équation différentielle linéaire 
en y d’ordre (n — 1). Elle admet certainement les solutions y 2 , 

TT 

// 3 ,... t/ n , et d’autre part, elle admet la solution y x puisque, par 

hypothèse, 1) est nul. 

Or, les solutions y 2 , ya,---y n sont indépendantes, puisque le déter- 
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minant l) x est différent de zéro. La solution générale de l’équatiou 
«t par suite y x est donc de la forme 

jji — &2*/‘2 t- /**:»//:* -+-••• 4 knljn 

les k étant des constantes. 

(O 

Il existe donc bien une relation linéaire entre y x , i/ 2 ,... y n 
et elle peut même être résolue par rapport à y x (parce que le déter¬ 
minant l)j est différent de zéro). 

U 

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les 
fonctions ne soient pas indépendantes est que le déterminant soit 

to 

nul. Donc la condition nécessaire et suffisante pour qu’elles 

soient linéairement indépendantes est que leur déterminant D soit 
différent de zéro. 


Equation adjointe. — Une équation différentielle d’ordre n peut 

être ramenée à un système d’équations linéaires. Or, nous 

avons défini le système linéaire adjoint d’un système linéaire. 

7 i ? . 

Nous pouvons à son tour ramener l’intégration de 

ce système adjoint à l’intégration d’une équatmn d’ordre n. 

V 

dette équation s’appellera « l’équation adjointe » de l’équa- 
tion donnée. Nous allons former cette équation. 

Soit l’équation 


il) 


d"u d n ~'y , A 

dx” H dx”~' 4 + " n,J - °- 


Nous la ramènerons à un système linéaire en introduisant 
de nouvelles inconnues y Xi // 2 ,... y n — X et posant 


/ du 

= tr 

\ „ — d »J 

J i/! dx 


y k se confondant avec 
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Si nous substituons dans l’équation différentielle, elle 

s’écrit 

(2) ^7 l 4- ~h - f- • • • -h a«*/ -- 0. 

P 

Les équations (1) et (2) constituent bien un système cano¬ 
nique que nous écrivons sous la forme 


4- «i H~ «s//n—2 4~ ‘ 


f- 0*4/ '= 0 

^.0 

■=0 


Nous pouvons alors écrire le système adjoint du système 

(III)- 

Désignons les nouvelles inconnues par Y w __ 2 v Y. 

*2 «1 

Ce système s’obtiendra, comme on sait, en prenant les 

coefficients d’une même colonne. 


-H a, 

y.-, 

— Y„_, 

— 0 

-f- 0-2 

Y n —, 

- Y „_ 3 

= 0 

4~ On - 

.«Y,., 

-Y, 

= 0 

f- o-n_ 


- Y 

-0 

4“ On 

Y„_, 


= 0 


Il faut maintenant ramener l’intégration de ce système 

à celle d’une équation linéaire d’ordre n. 

v. £ 

Il est naturel de former l’équation à laquelle satisfait 

(•) 

Y_x et parvconséquent d’éliminer Y 1? Y. 
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Cette élimination est facile. On voit aisément qu’il suffit de déri¬ 
ver la première équation (n — 1) fois, la deuxième (n — 2) fois, 
l’avant dernière une fois, et d’ajouter toutes les équations après 
multiplication respectivement par — 1, -f- 1, — J... 

? 

Toutes les fonctions Y, Y lv# . Y„__ 2 disparaissent et il reste 
simplement 

D"Y n l — 1 >~‘(û»Y._,) ld)»-VY«-.) - • - ± 

C’est cette équation en Y^_ x que l’on appelle « équation 
adjointe » de l’équation donnée. 

Utilité. - Si nous connaissons une solution Y n _ x de cette 

OC, 7 

équation adjointe, les équations du système (IV) fourniront 

successivement et sans intégration Y n _ 2 , Yn_ 3 ,... Y 1? Y. 

*i.5 

Soit d’autre part y n _ i, 2 ,... // x , y une solution quel¬ 

conque du système (111). 

I *2 

D’après ce que nous savons sur les solutions-de deux sys¬ 
tèmes adjoints, on aura certainement une relation de la forme 

//n_|Y»_| f- f/n — 2 Y»_; f- •■•-+- //Y = COtlSt. 

Si nous remarquons que //* se confond avec la dérivée d’ordre 
k de cette équation revient à l’équation 

( ;) ) 'n- l fan-l h ^ m-2 fan-* » // = COnst. 

(0 

t/ satisfait donc à une équation différentielle d’ordre (n -1) 
après introduction d’une constante arbitraire. 

Si l’on connaît k solutions de l’équation adjointe, Y 1 ,,^, Y 2 n _ lv .. 
d 

Y / n _ t , on en déduira de meme k relations analogues à la 

a 

relation (5) avec des constantes arbitraires ; elles permettront, 
par l’élimination des (k — I) dérivées d’ordre supérieur de y , 
c’est-à-dire des dérivées jusqu’à l’ordre (n — k f- 1), d’obtenir une 

équation ne renfermant plus que les dérivées de y jusqu’à l’ordre 
10 

(n — k) ; y sera donc solution d’une équation différen¬ 

tielle d’ordre (n — k) dépendant de k constantes arbitraires. 
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2 e mode de formation. — Il existe une deuxième façon plus ra¬ 
pide de former l’équation adjointe. Multiplions toute l’équation 
par un fae-teur z et intégrons le première membre dans un inter¬ 
valle quelconque. 

On aura 

/* (d n q d'*" 1 // \. 

(2) J z a, H-h anij Jdx = ronst. 

7 

Or, nous avons identiquement, en intégrant par par¬ 

ties 



*i 

])e meme 


Ç d n *// , d n J // d H “ a w / 

I a ' z dx n ~' dl a - z dy n '■* ~ 


z y -I-.... .+-( — 1 )• 


fv* ‘(«t») 

J J dx"-' 


da\ 


H y ? 

En procédant de même pour tous les termes de (2) 

nous aurons des parties tout intégrées ne renfermant que les dé¬ 
rivées de y , linéairement jusqu’à l’ordre (n — i), et si nous rassem¬ 
blons toutes les intégrales en une seule, nous obtiendrons 



d n l (diZ) 


d n 2 (<hz) 
dx n ~ 2 



Si donc nous choisissons pour z une solution de l’équation 
obtenue en annulant la parenthèse, c’est-à-dire 


d n z 

dx n 


d n Z l ( a ± z ) . d n \ a*) ... . — 0 

dx n ~' dx n ~ 2 n 


cette intégrale disparaît. Il ne reste que la partie tout inté¬ 
grée qui constituera une équation différentielle linéaire d’ordre 
[n — \) en y. 

L’équation (3) est l’équation adjointe de l’équation donnée (1). 
Il est bien évident que si par le procédé inverse on formait l’ad¬ 
jointe de z, on retrouverait l’équation donnée. 

P » (,J 

On retrouve la même équation que par le premier procédé. 

Comme ci-dessus, la connaissance de k solutions permettrait de 
ramener l’intégration de l’équation à celle d’une équation d’ordre 
(n — k) dépendant de k constantes arbitraires. 
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V. — INTKGIÎATION D’ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS 

CONSTANTS 


Equation caractéristique. — Dans l’équation différentielle d’ordre 
n, supposons que les fonctions a x , a 2 ,... a n se réduisent à des cons¬ 
tantes. La résolution de l’équation linéaire à coefficients constants 
a été effectuée par K nier. 

Nous considérons d’abord une équation à coefficients constants 
sans second membre 


(1) 



ta, 


d n 1 y 
dx n ~ { 


Unff = 0 


On peut en trouver immédiatement et naturellement des solu¬ 
tions, en cherchant des solutions de la forme y — e fJ , r désignant 
une constante. 

Kn substituant , il reste après division par e/ x 

(2) ^(r) “ a 0 r n H- ajr””*’ i-ha n = 0 

o> 

Il est donc nécessaire et suffisant que r soit racine de cette 
équation appelée « équation caractéristique ». 

C 

Supposons d’abord que cette équation ait toutes ses ra- 

OJ 

•cines distinctes r l9 r 2 ,... r n . On obtiendra n solutions parti- 

•culières 

ih e rv '\ fh “ ^- r , ‘ * * //" — e r « x . 

Les solutions sont indépendantes car le déterminant de 

NVronski est ici 


e r . 



1 1 

... 1 

r,e r < r r*e r ** . 



r, r. 

... r„ 

r, 2 e r ' v 


e ( r i 4- r* 4-... 4- r «)- r y 

r, 2 r* 


r,”” 1 e r{X r ?'~ l e r - r . 

. r n — 1 f 


r,"' 1 

..r,,"- 1 


p 

Or le deuxième facteur est un déterminant de Vander- 

auonde : il est différent de zéro. 
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La solution générale de l’équation différentielle sera donc 
!, = C, 4- C 2 /-‘* 4- • • • 4- C„e r ** 

Li, (< 2 v• * L n désignant, u constantes arbitraires. 

Cas des racines multiples. — Si l’équation cp(r) = 0 n’a que k 
racines distinctes, on ne peut obtenir ainsi que k solutions. 

Cherchons d’autres solutions. Soit r une des racines multiples 
d’ordre y de <p(r) — 0. On a identiquement, si y = e, rx 

a () d n !J 1~ a\d n ~ i y H • • • a„y — e rr o(r) 

Dérivons les deux membres par rapport à r. 

°i, 

Remarquons que 

d d k y __ d* dy d k , . 

dr d.r k dx k dr d.r k 

On aura donc en substituant 

V (h ,-k jp (xer*) = e"| *'(r) -+• .i;o(r)l 

p 

Si r est, racine double, le second membre est nul. Le pre- 

n 

mier membre l’est donc aussi. Il signifie que xe rx est solu¬ 

tion de l’équation. 

*i. r u 

De même si r est racine triple, en dérivant une deuxième 
fois par rapport à r, nous verrons que x z e rx est solution de l’équa- 

tion. Si donc r est racine d’ordre a, on obtiendra y solutions 

de l’équation. 

e y xe , xre , • • • .v e . 

Il en sera de même pour toutes les racines multiples. 

<1 

On aura donc encore au total n solutions de l’équation 
différentielle. 

11 reste à montrer que ces n solutions sont indépendantes. 

2 e méthode : Notation symbolique. — Avant de montrer que ces 
solutions sont bien indépendantes et de traiter le cas des racines 
imaginaires, nous allons traiter la question sous une forme, de prin¬ 
cipe certes un peu moins naturelle, mais qui se prêtera à toutes les 
extensions. 
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dette méthode est d’ailleurs fort élégante et est extrêmement 
instructive par les analogies remarquables qu’elle met en évidence. 

En employant la notation de Cauchy, l’équation différentielle 
s’écrit 

</ 0 l>"// h /l|D n ''"*// -I- • • • -f- CLnlJ — 0. 

Ÿ 

On peut mettre symboliquement y en facteur et l’écrire 
[a 0 D“ + a 1 D"” 1 +- • • • f <i„\y = 0 
ou encore Fy 0, h désignant un polynôme en 1). 

A tout polynôme, correspond une équation différentielle- 

à coefficients constants et inversement, tout polynôme est la repré¬ 
sentation symbolique d’une combinaison linéaire de dérivations 
faites sur une fonction, c’est-à-dire d’une équation différentielle à 
coefficients constants. 

À partir de ce moment, nous allons Je plus possible poursuivre 
l'analogie avec les polynômes, sans pouvoir, semble-t-il, espérer, a 
priori, que cela pourra conduire à l’intégration de l’équation. 

A la multiplication des polynômes correspond l’idée suivante 

v, ; 

Considérons une autre opération représentée par un 
polynôme G et faisons sur une fonction quelconque y la suite d’opé¬ 
rations représentées par G, après avoir fait la suite représentée par F* 

G “ b n \V» f- -f-f b m . 

Nous obtiendrons 

G. F -- b 0 \ fl o n w+n -+•*• • t- a„l)"‘l t- b t \a 0 \) m '' n - 1 \ 

~t~ •••-+- 6 ); ,[fltoG n ~t~ ct|l) n 1 l 

o 

Le résultat est <lone représenté par un polynôme 11 en I), et 
Ton constate que ce polynôme est évidemment le produit des deux 

<1 (O 

polynômes G et I’. On en déduit immédiatement qu’on 

aurait obtenu le même résultat si l’on avait effectué d’abord l’opé¬ 
ration G, puis l’opération F. 

Ge résultat s’étend immédiatement à un nombre quelconque 

f» 

d’opérations symboliques successives. Le résultat est repré¬ 

senté par le polynôme produit. 

Ce résultat n’est évidemment valable que si les coefficients des 
polynômes F et G sont constants. 
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Si une fonction y satisfait à une équation différentielle \'y = 0, 
elle satisfera évidemment aussi à l’équation (i Vy = 0. 

La propriété fondamentale que nous venons d’établir conduit 

L » 

évidemment et tout naturellement à décomposer un polv- 

t 

nôine F en produit de facteurs et par conséquent à introduire 

les racines du polvnome F. 

Soit donc l’équation F y = 0. 

*u * 

l^e polynôme F admet des racines réelles ou imaginaires. 
En les désignant par .s x , .v a ,... s k d’ordre de multiplicité respecti¬ 
vement Uj, y. k , on peut le décomposer sous la forme 

F — a 0 (D — (0 — *) ** • • • (D - ) ;A * 

Recherche de solutions particulières. — En vertu de la propriété 

v * ^ 

de multiplication ci-dessus, nous aurons certainement 

des solutions de l’équation différentielle donnée si nous cherchons 
des solutions de l’équation 

(2) (D- Sl )!\i/-() 

Or, il est aisé de trouver la solution générale de cette équation. 
Etant donné que nous savons qu’elle admet la solution particulière 
nous ferons le changement de fonction 

S ,X 

y — ne 1 

u désignant la nouvelle fonction. 
o lf a 

Nous aurons d’abord 

(L) — S\) y - - l)(uc' <î, ' r ) — SiUe* iT — e S{J \)u. 

Ainsi, si nous faisons l’opération (J) — s t ) sur une fonction 
de la forme uc- s ' c , le résultat s’obtient simplement en remplaçant u 

par Dm. 
d 

On en déduit immédiatement 

(0 —* -Si) 2 // (l> — Si)(e s,x l)u) — e SlT iy i u 

et d’une façon générale 


(D - s,)’ 1 ';/ = 
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• Uk> 


Si nous vouions que 7 / ue 8 ^ satisfasse à l’équation (2), 
il faut et il suffit que u satisfasse à l’équation 
D ÎA ‘u — 0. 

U) 

il faut et il suffit que u soit un polynôme de degré 
(^1 — 1 ) en x . La solution générale de l’équation ( 2 ) est donc 

1 * 

Quel que soit le polynôme P, ce sera une solution de l’équation 

0 

différentielle donnée. Klle contient constantes arbitraires, 

'h, \ 

Nous obtiendrons de meme de nouvelles solutions, cor¬ 
respondant aux autres racines ,s 2 ... en prenant 


.'/ = Pj^-jO). y = e s ‘ x P,^_ l (a:) 

et par suite, on obtiendra une solution plus générale en 

prenant 

(3) y - ^"P., _ x W -I- «^Pa _ x (.r) + •••!- « s * x Pa _ x (•'<-'). 

1 A 2 * 

( 0 

Elle contient (juq + u 2 +... + u*-) constantes arbitraires, 

c’est-à-dire n constantes arbitraires. 

Indépendance des solutions. — Mais nous ne pouvons 

# ? 
affirmer encore que ce soit là la solution générale. Klle est 

une combinaison linéaire des solutions 


«*»*, xe 8 ' x • • • 
xe s& . . . 


Il faut donc que ces solutions soient linéairement indépen- 
r 

dantes, ce qui revient à démontrer qu’il ne peut exister de 

polynômes P|Xj —i> P^a—i de degré respectif représenté par l’in¬ 
dice, tels que l’on ait identiquement 
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à moins que chacun de ces polynômes ne soit lui-même identique- 

,1 

ment nul. ('/est ce que nous allons démontrer. 

Parmi les diverses relations de cette sorte qui pourraient exister, 
il en existerait au moins une qui renfermerait le nombre minimum 
d'exponentielles, fl suffit de démontrer que celle-là est identique¬ 
ment nulle. 

Soit la relation 

. 4) P,<>*•* f- \\e^ c 4- • . • 4- P,e s i J ' == 0 (i k) 

Divisons cette identité supposée par e s ^ x on aura 

( 4') Pi 4- IV* ~ S ' )J ' 4-+ - 1V VI ~ • > P’ r •--- 0 

Si y est le degré du polynôme \\ dérivons cette identité (y -f- I ) 
fois. Nous obtiendrons une nouvelle identité de la forme 

4-h (}*(*-*■>* = 0 

ou 

■;5) Q 2 e s -‘ c 4- Q n tf S3< ’ 4- • • • 4- Qie s,x - 0 

Ce serait une nouvelle identité analogue à (4), mais avec 
une (exponentielle de moins encore. A moins que (5) ne disparaisse 

identiquement, on arriverait donc à une contradiction puis¬ 

qu’on a supposé que l’identité (4) était celle qui renfermait le 
minimum d’exponentielles. 

*i, : 

Il ne reste plus qu’à démontrer que (o) ne peut pas dis¬ 

paraître complètement. Or, remarquons que si l’on considère la 
fonction 

2 R É W = (b () x K 4 • • >~ r 

sa dérivée est 

z' ,= e 9J \*Ki* 4 - 1 = R i€ ™ 

Rx est un polynôme certainement de meme degré que K, le 
coefficient du terme de degré le plus élevé étant ab 0 . 

Cette propriété s’étend à des dérivations successives et si l’on 
dérive (y + 1 ) fois, on obtiendra 

*’ + 1 = R. +1 «' ,x 

Ra -f i étant certainement de même degré que R. 
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0 , f»i 

Il en résulte que dans l’identité (T)], les polynômes 
i) 2 , Q 3 ,.., Q t sont certainement de meme degré respectivement que 
P 2 , P 3 ,... 1*1 et par conséquent, ne peuvent être identiquement 

< o 

nuis. Nous répétons qu’on obtiendrait donc, une identité (ô) 

renfermant une exponentielle de moins que l’identité (4), qui était 
supposée renfermer le nombre minimum d’exponentielles. 

Il est donc impossible d’admettre l’existence d’identités telles 

r 

que (4j ; les diverses solutions considérées sont bien indé¬ 

pendantes et la formule (P»; donne bien la solution générale de 
l’équation différentielle. 

Règle. - On considère F équation « caractéristique » en D 

h ~~ tto I ) M f - a\ I ) w * -f- • • • -4- ci n 0. 

Si .s l5 .v 2 ,... s k son! 1rs racine* de cette équation algébrique, d'ordre 
de multiplicité respectivement /jq, y. 2 ,... y.*, la solution générale de l’équa¬ 
tion différentielle sans second membre V y = 0 est 

y — l , a_ 1 e s "‘ +- Pjx H- e s ^ r 

les polynômes P étant de degré marqué par F indice. 

Cas des racines imaginaires. — Nous n'avons fait aucune distinc¬ 
tion entre les racines réelles et les racines imaginaires de l’équation 
F = 0 et la solution (.‘1) peut apparaître entachée d'imaginaires. 

a 

Il est aisé de les faire disparaître. 

Supposons que l’équation caractéristique ait une racine 
imaginaire s l a + fii de degré de multiplicité a 3 . Si l’équation 

r 

différentielle est à coefficients réels, l’équation admettra la 

racine imaginaire conjuguée s 2 — y — fii au même degré de miilti- 

plicité. L’équation différentielle admettra donc la solution 

y p 6 l« + -+- Q C (*-^V 

P et Q étant deux polynômes arbitraires de degré (u* — i). 

£ 

* 

Lette solution y pourra s’écrire 

y = Pe ax (cos fi.r - 4 - i sin flr) -+- (cos — i sin fia;) 
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c’est-à-dire 

y ~~ <> ar [(P 4 - Q) cos ji.r h- i(V — ()) sin f px] 


c’est-à-dire enfin 
en posant 


y — e % " ( U cos 3 .r -h S sin $x) 
U= P f Q, S = i(P- -Q). 


Mais les polynômes P et Q peuvent être à (coefficients quelconques 
réels ou imaginaires. Il en est donc de même des polynômes K et S 
qui restent arbitraires de degré (fa — I). 

(O 

On a ainsi une solution de la forme 


y = e xx ( R cos ■+- S sin $x). 

R et S étant deux polynômes quelconques de degré ( fa _|J. Il 

suffit de prendre ces polynômes à coefficients réels. Cette solution 

p 

introduira 2fa constantes arbitraires remplaçant les 2 ^ 
constantes qui figuraient dans les polynômes P, Q. 

En procédant ainsi pour toutes les couples de racines ima¬ 
ginaires, on aura bien la solution générale sous forme réelle et conte¬ 
nant ri constantes arbitraires. 


Equation avec second membre. — Lorsqu’on a obtenu la solution 

7 2 

générale de l’équation sans second membre, la méthode 

générale (dite) de variation des constantes permet de ramener la 
résolution de l’équation avec second membre à n quadratures. Mais 
cette méthode est pénible et il y a des cas particuliers très étendus 
où l’on peut se dispenser de l’appliquer, en cherchant des solutions 
particulières. C’est le cas où le second membre est un polynôme 
dépendant de x , d? exponentielles de la forme e ax , de lignes trigono - 

métriques sin fix, cos 
a 

Tout d’abord, on peut par les formules d’Euler, remplacer 
toutes les lignes trigonométriques en fonction d’exponentielles. Un 
produit d’exponentielles se ramenant à une exponentielle, si l’on 
rassemble tous les termes comprenant une même exponentielle 

•O 

tous ces termes donneront une expression de la forme P(x)e' kùr . 
d,p 

Le second membre se décompose donc en une somme de 
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:bü) 


termes de cette forme ; il suffit de chercher une solution 

particulière de chacune des équations admettant successivemexit 
pour second membre chacun des termes. La somme de ces solutions 
particulières donnera évidemment une solution particulière de 
l’équation totale donnée. 

Soit donc l’équation avec second membre P(x)e Kx , P(#) désignant 
un polynôme de degré rn. 

Il est facile tout d’abord d’obtenir une nouvelle équation sans 

second membre. 11 suffit de faire sur l’équation complète 

l’opération (D — hl . (’ette opération faite sur le second membre 
P m e AX donnera bien un résultat nul, étant donné le degré de P. 

Toute solution y satisfait donc certainement à l’équation 
sans second membre 

(6) ( I ) — ’ 1 Vy — 0. 

? 

Mais l’équation caractéristique de cette nouvelle équation 

a pour racines les racines de F et la racine / d’ordre de multiplicité 
(rn -\- 1 • 

$ 

Deux cas peuvent se présenter : 

1° ). n’est pas racine de l'équation caractéristique. 

La solution générale de cette nouvelle équation est 

y i) m e h ' l‘ ;J _ l f- • • • 

Mais tous les termes a partir du second satisfont à l équa- 

fO 

tion sans second membre. Il existe donc une solution parti¬ 

culière de l’équation avec second membre de la forme 

Nous déterminerons ()„< par la méthode des coefficients indéter¬ 
minés, en substituant dans l’équation. 

* TC 

Il faut bien remarquer qu’une substitution est nécessaire, 
car nous avons remplacé l’équation donnée par l’équation (6) qui 
est plus générale et par conséquent toute solution de (6) telle que 
Q„iC x * n’est pas nécessairement solution de l’équation donnée. 

2° / est racine de l’équation caractéristique. Soit X = s x . 

Lette dernière s’écrit alors 

(l) — » 1 1 (1) -- ^ •••■-- 0. 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral .11. 
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La solution générale de l’équation (6) est donc 

y ~ H- Qja _ 1 e s * f ■+'*** 

Or, tous les termes à partir du second sont solutions de 

l’équation sans second membre. 11 existe donc une solution parti¬ 
culière de la forme Q ;J ., -p m e/' c . 

loi on peut encore simplifier. 

Nous pouvons en effet, séparer dans () tous les termes de degré 
inférieur à a t et écrire 

%, h , = \-i + »*(*)• 

On peut alors négliger la partie — \e* x qui 

satisfait à l’équation sans second membre. Nous devons donc 
chercher une solution particulière de la forme m (■r.y Kx . 

Homme dans le cas j>récédent, une identification sera nécessaire 
pour déterminer tout ou partie des coefficients du polynôme R m . 

Les deux cas peuvent se résumer en un seul. Nous pouvons dire 
dans tous les cas : 

Règle pratique. — Le second membre étant de la forme 
il ms deeons rechercher une solution particulière de la forme 

y = xH) m e hx 

O,* étant un polynôme de même degré que P m , p. étant le degré de / 
comme racine de Véquation caractéristique ([JL = 0 si /. n’est pas 
racine). 

Remarque. — On peut éviter l’introduction d’imaginaires dans 
le remplacement de lignes trigonométriques par des exponentielles, 
en rassemblant tous les termes relatifs à une meme exponentielle et 
à des lignes trigonométriques du même arc. 

Soit le second membre 

(Pm cos $x H- P' m sin Px)è Kx 

(en supposant, ce que l’on peut, les polynômes du même degré). 

On verra facilement que l’on sera amené h rechercher une 
solution particulière de la forme 

a^(Qm cos $x *+■ Qm gin $x)^ x 
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M\ 

ja étant le degré de X -j~ ip considérée comme racine de l’équation 
caractéristique (et aussi le degré de X — ip). 

Application. — Soit l’équation 
d‘ l ]j „ 

d ^i H" rn l y —• cos nx. 

1 

J/équation caractéristique est 

D 2 4- m* 0. 

La solution générale de l’équation sans second membre est 
7 / = a cos mx -t- 6 sin mx. 

Si n ;zf m, une solution particulière de l’équation complète est 
A cos nx 4- H sin nx 

Oi 

En substituant, on trouve 

H = 0, A(m 2 — n*) ^ 1. 

lü 

La solution générale de l’équation est donc 
, • 1 

y z=z a cos mx 4 b sin nx 4- z -cos nx. 

v m 1 — tv 


Si n = m, 
forme 


il faut chercher une solution particulière de la 

x(A cos mx 4- B sin mx). 

En substituant, on trouve 


A ^ 0, B 


1 

2m’ 


Equation d’Euler. — On appelle « équation d’Euler » une équation 
de la forme 

(1) (ax 4- bY g 4- A,(oc + 6)- ' -*-••• + A„ÿ = 0. 

Cette équation étudiée par Euler se ramène immédiatement à 
une équation linéaire à coefficients constants, (a, b , Aj, A a ,... A n 
sont des constantes). 
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d’où 


suffit de faire le changement de varia ldi* 

(ix b - a 1 

ad.r -- e'dt. 


On aura alors (en désignant par y\ y ?/", les dérivées de y 
par rapport à t), 

dy , 
dx~ yae 

ou symboliquement 


d _ d 
dx ae dt 


On a alors successivement 


jj a * e ~~'(y" — il), jjf = a'e •''(»/” — 3;/' > - 2 ,/) 

S ^ • • •) 

Les parenthèses seront visiblement linéaires par rapport 

aux dérivées (le y par rapport à t. 

Substituons dans l’équation (I) 

(f) SA*( ax t b)"-’, d * j' = 0 

elle deviendra 

SA ! i e (n ’- l<)t a n ~ k e in ~ li)l (u ,l ~~ k f — 0 

ou simplement 

il A ~ /l -+-•••) Att 0. 

L’est une équation linéaire d’ordre n à coefficients cons¬ 
tants. 

Désignons par s 1 , n 2 ,... .v* les racines de l’équation caracté¬ 
ristique d’ordre Vj, v 2 ,... v* ; la solution générale en sera 

(2) 2/ = 1\,+ Pv^y** -+-••• 

En revenant à la variable x, on aura la solution générale 
y — (ax -f- 6) Sl P v _ 1 (Jog (ax -t-1)) -+- (ax -t- 6) S ‘ 2 P V __ x (log (a.r -h 6)) • • • 
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les polynômes étant des polynômes en log (ax + b) de degré indiqué 
par l’indice. 

On peut retrouver directement ce résultat. 

c, •!/ 

Cherchons en effet une solution de la forme 

y ^ (ax -h b)*. 

'i " 

Substituons dans l’équation. on obtiendra 

^ (ax -4 ■ b) s [s(s — !)•••($ — n 4 I )a n i A ys(s — 1) • • • (s — n \-2)a n ~ { 

[6] > ;-t- A„] = 0. 

(t) 

11 faut donc et il suffit que ,v soit racine de l’équation « ca¬ 
ractéristique » de degré n 

s(s — 1 )•••($ n i 1 )a n -h A\s(s — 1) • • • (.s- — n t- 2 )a n 1 

-+ * * • 1 A n = 0. 

Si toutes les racines de cette équation sont distinctes, 

vj, s 2 ,... .v n , on aura donr n solutions particulières. 

r- (a,r -h h)**, //, — (V/.r i b) s - •••*/„ ^ (ax -t- b) s " 

et par conséquent la solution 

// C\(ax 4- b) >[ f- c?(a.r + b)* 1 h • • • 
c 

Ce sera la solution générale, si les diverses solutions parti¬ 
culières ?y l5 . î/„ sont indépendantes, c’est-à-dire si l’on ne peut 
déterminer de eonslantes. non toutes milles telles, que l’on ait iden¬ 
tiquement 

e i j) i 4- Coî/j -+-*•• -f- c n y n =— 0. 

C’est ce qui a lieu. En effet s'il existait de telles identités 

7 2 

considérons celle qui renfermerait le moins de termes, soit 
par exemple 

Ci!/, -+ c j!/i i - • • • 4- c t yi — 0. 

a 

En divisant par y t on aurait 

Ci +- Cj(ax f- b)* J s ‘ 4- • • • I c/[ax 4- S - 0* 

En la dérivant, on aurait une nouvelle identité 

Cja($j — S;) (a.r h b) Sj 


I 


0 
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Apres multiplication par (ax + b\** +* 1 , ce sérail une identité de 
la forme 

X,(a.z +- b) s> -4- \ k (ax 4- b) Slc +-•••■= 0 

identité analogue à celle d’où on est parti avec un terme de moins, 
contrairement à l’hypothèse. 

(O 

Les solutions y lf î/ 2 ,... \h sont donc bien indépendantes et 
l’on a bien la solution générale de l’équation. 

Si deux racines s lt .s 2 sont égales, modifions légèrement les coeffi¬ 
cients de l’équation de manière qu’elle ait deux racines voisines 
•S'i, .sq -f- h. L’équation différentielle admettra pour solution 

(ax 4- 6V' + h - (ai: 4- b) s ' 

h 

aussi petit que soit h. 

K il passant à la limite, on voit que l’équation non trans¬ 

formée doit admettre pour solution 

(ax h b)* “ (ax 4- b) s log (ax 4- b) 

On généralisera facilement si k racines sont égales. 

On trouvera des solutions de la forme 

(ax 4- 6)*, (ax 4- by log (ax 4- 6), • • • (ax 4- b)* log*"‘(aa; f- b) 

et par suite une solution 

(ax 4 (log (ax 4- 6)). 

On retrouve le résultat déjà obtenu. 


V. — SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS 


Nous allons continuer de façon complète l’utilisation de la repré¬ 
sentation symbolique. Il sera tout à fait remarquable de voir dans 
ce domaine d’intégration d’équations différentielles, l’application 
des propriétés d’un domaine aussi totalement différent : la théorie 
des déterminants. 

Nous supposerons trois équations linéaires à coefficients cons- 
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Lants déterminant trois fonctions z,t de la variable indépendante x. 
Nous les supposerons sans termes indépendants de //, z, t . 


l re méthode. 


Dans la première équation, 


pouvons rassembler tous les termes correspondant à y. Nous 

obtiendrons un ensemble de termes que nous représenterons sym- 

°i 

boliquement par ay, a désignant un polynôme en 1) : de 

même les termes en z et en / seront représentés par bz, cl, b et cétant 
des polynômes en D. 

La première équation s’écrit donc 

( l) ay t bz 4- <7 — - 0. 

fj \ 

Les deux autres équations seront de même 

( 2 ) a y -t- b'z 4- et = 0 

(3) a'y -4- b"z -4" c'i 0. 

Comme dans les équations linéaires, nous devons consi¬ 

dérer le déterminant 

a b c 
A a b' c 
a" b" c 

Nous supposerons A ;zf 0. 

* 1,5 

Désignons par A, A', A", B, B', B", C, C', C" les mineurs 
du déterminant correspondant aux éléments a, a' .. 

Ce sont des polynômes en B. Soit ') le plus grand commun divi¬ 
seur (s’il en existe) de tous ces mineurs. 

On a par exemple 

a A f - a A* -4- a" A" - A. 

b H, , . 

Cela amène à considérer les opérations a A, a'A', a A". 

v . . . .A 

Faisons sur la première équation 1 opération A ou mieux g > 

A' ... „ , . A" 

sur la seconde, l’opération . , et sur la troisième 1 operation -> > 

et ajoutons les trois résultats. 

0 e . a A -4- a A' ~4~ a A" , , 

On aura a faire sur y 1 operation — -- c est-a- 


dire l’opération 
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, . bk t b'A' -f b" \” ^ 

Un aura a taire sur z i operation . . ()r 

b A f~ b'A' h- b" Y 0 

z disparaît donc de l’équation résultante et, de même, t . 

h> (,) 

Il restera doue simplement, l’équation 

0. 


Ainsi y satisfait à une équation différentielle à coefficients 


constants. On obtiendrait évidemment, la meme équation 

, . . . Il \V \Y 

jmur z , en taisant sur les équations les operations ? < > et de 

même pour t 

y z 0, A f 0. 

fj 7 fj 


On saura les intégrer. 

p 

Mais il faut remarquer que les opérations de dérivation 

que nous avons faites sur le svstéuie pour obtenir les nouvelles 

* 

équations donnent, des équations plus générales que» celles 

f) 

de départ. Une identification sera donc nécessaire pour 

déterminer certains coefficients de ?/, z, / et satisfaire aux éqiia- 
lions (1), (2), (3). 

Cette méthode comme on le voit est très rapide. Mais elle a l’in- 

eonvénient de ne pas mettre en évidence le nombre de 

coefficients arbitraires qui subsistent dans la solution la plus géné¬ 
rale, et, ce qui est plus grave, elle est inapplicable si le déterminant A 
est identiquement nul. 

a 

Combinaisons des équations. — Nous allons étudier de 

plus près les équations et continuer l’application des propriétés des 
déterminants, en nous rendant compte des conséquences résultant 
des transformations de A. 

Voyons d’abord par quoi se traduit une combinaison de 

a i 

lignes de A. Faisons sur la deuxième équation du système 
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l’opération représentée par le polynôme / et ajoutons le résultat à 
la première. Nous remplacerons la première équation par 

(4) (a ! • ui)y +- (b 4- )sb')z -i (c f tc)t si» 0. 

Toute solution y, z, / des équations (1), (2), (3i satisfait né- 

cessairement é (4). Inversement toute solution des équa¬ 

tions (2), (3), (4) est évidemment solution du système (1), (2), (3). 

Les deux systèmes admettent donc memes solutions. 

Or le déterminant A' relatif au système (2), (3), (4'î est 

b ♦ À// c / c' 
b', c 

//, c" 

Il est. égal à A et se déduit de A par addition de lignes, après 
multiplication par des facteurs polynômes quelconques. 

°i» t 

Voyons enfin le résultat d’addition de colonnes. 
Faisons sur les fonctions y , z, t le changement suivant 


A' 


a t- / a , 

CL y 

ir 

a , 


y ( ~ // — az, z, z, t, — /. 

I )’où 

// ' */l “+" X*i, Z 2|, t = 1 1 

À représentant une opération quelconque. Si l’on connaît y, z, 
on en déduit sans ambiguïté // 1? z 1 , et inversement. 

Les deux systèmes se déduisent l’un de l’autre par de simples 
dérivations et dépendent évidemment du même nombre de 

coefficients indéterminés. 
a 

La première équation se transforme en 


ou 


a(lf I f- Az.) -h bz , t - et I — 0 
ay i -f- (b h aX)z, t ct| — 0. 


On aura de même 


ci y i -|- (è -f- ^ À)zj -f* c^i : 0 
a"y t h- (6" -h a"X)z, c"t ( 0. 

p 

Le déterminant A' correspondant relatif à ce nouveau sys¬ 
tème se déduit de A par combinaison de colonnes. 
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tu, R 

On voit, donc que Von peut faire sur A toutes les combinai * 
sons de lignes et de colonnes. Toute combinaison de lignes laisse les 
jonctions inaltérées. Toute combinaison de colonnes se traduit par une 
transformation correspondante sur les fonctions inconnues : Les deux 
systèmes se déduisent Fan de Vautre par de simples opérations de 
dérivations bien déterminées et les solutions dépendent du meme 

nombre de coefficients arbitraires. 

y 

Nous allons donc nous baser sur cette propriété pour « sim¬ 
plifier » le plus possible le déterminant A et par suite le système 
d’équations différentielles. 

Nous considérerons les degrés des divers polynômes qui figurent 
dans A et nous prendrons le polynôme de degré minimum (sauf le 
degré zéro). (Si l’un des polynômes était de degré zéro, on pourrait 

tirer la fonction correspondante en fonction des autres). Nous dirons 

'l 

qu’un déterminant A x est plus simple que A si le degré 

minimum des éléments de A x est moindre que celui des éléments de 
A. De deux déterminants A, Aj admettant même degré minimum, 
nous dirons que A! est plus simple que A si le polynôme de degré 
minimum se trouve à la première ligne, puis à la première colonne 
du déterminant. 

Simplification du déterminant. — Voyons alors comment l’on 
peut simplifier A. 

a 

Supposons que le terme de degré minimum soit b'. Divi¬ 

sons b par b'. Nous obtiendrons une égalité de la forme 

b Àfl ~t~ b\ 

b v sera un polynôme de degré inférieur à b' si b n’est pas divisible 
par b'. Si b est divisible par b ', nous pouvons écrire 

b — À 6’ -u b’. 

y 

Kn retranchant des éléments de la première ligne, ceux de 
la seconde multipliés par nous remplacerons b soit par 6 X , soit 

in 

par b'. De toutes façons, nous aurons simplifié le détermi¬ 

nant. 

Nous pouvons opérer sur les colonnes comme nous l’avons fait sur 
les lignes et nous amènerons le terme de degré minimum à être le 
premier élément du déterminant. 
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Supposons donc que a soit le terme de degré minimum. 

Nous allons montrer que si tous les éléments de la première ligne 
et ôeux de la première colonne ne sont pas tous divisibles par a,. 
nous pourrons encore simplifier le déterminant. 

En effet, si b par exemple n’était pas divisible par a, 
nous pourrions le remplacer par le reste de la division par a. Si 
doue nous avons réduit le plus possible b* déterminant, 6, r, et 
île même a\ a" sont divisibles par a. 

y. 

Une simple combinaison de lignes ou de colonnes ramènera 
alors le déterminant à la forme 


a o o 


A = 


o bi' c,' 
o b" c? 


11 est encore de plus nécessaire que tous les autres termes du dé¬ 
terminant soient aussi divisibles par a. Si b x ' par exemple 

ne l’était pas, on pourrait remplacer le déterminant par 


a u u 
bi b { 
b\ b x " c x " 

On serait ramené au cas précédent et on pourrait encore 
simplifier A. 

tu 

Le déterminant, supposé ramené à sa forme la plus simple, 
peut doue être réduit à la forme 


jr o o 
o 

o y Y 


En opérant sur le mineur 






comme nous avons 


opéré sur A, (ce qui ne modifiera plus les termes de la première ligne 
et de la première colonne), nous le remplacerons de même par 




o 


o y'ft 



3S0 
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forme 


Le déterminant A peut donc finalement être ramené à la 


Si donc nous désignons par V/, J, ? les fonctions finales 
liées aux premières par des transformations réversibles, telles que 
nous les avons indiquées, (conséquences des transformations faites 


sur A), 


nous voyons que /;, 'Ç, t satisfont au système final 
*r, 0, apr ---i 0, — 0. 


Ces dernières équations sont donc des conséquences nécessaires et 
suffisantes du système donné. 1^Iles indiquent que yj, r sont des 
solutions d’équations à coefficients constants. On en déduira par 
de simples opérations de dérivations, les solutions des systèmes 
précédents et, de proche en proche, finalement ?/, z, I. 


Détermination des polynômes a, y. — Il est possible d’écrire a 
priori les équations finales, c’est-à-dire de connaître les polynômes 

% 7 - 

Ln effet, les opérations faites pour transformer le déterminant, 

n’ont ni modifié le déterminant, ni modifié le plus grand 
commun diviseur de tous les mineurs du premier ordre, ni celui de 
tous les mineurs d’un ordre quelconque, ni enfin celui de tous les 
termes du déterminant. 

b* 

Si donc l’on désigne par A, d, le déterminant, le plus grand 
commun diviseur des mineurs, celui de tous les termes, polynômes 
qu’on peut déterminera pnor -, on a en les comparant aux éléments 
correspondants du déterminant final 

A -r- 3 : A 2 Y, '' ---= d = 

Ces relations déterminent bien les polynômes a, |5, '/ et par 
conséquent permettent d’écrire les expressions finales des dernières 

fonctions /}, C, r. Mais il faut bien remarquer que pour con¬ 

naître les relations entre les fonctions initiales et les solutions y?, Ç, r 
du système final, il est nécessaire de suivre pas h pas les transfor¬ 
mations qui ont été faites. 
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Nombre de constantes. •— On puni déterminer le nombre de coils- 

' 1 

tantes arbitraires qui figureront dans la solution. Kn effet, 

les trois équations finales introduiront un nombre de constantes 
égal respectivement aux degrés des équations : 

afr 0, ------ 0, ^ 0 

c’est-à-dire un nombre de constantes égal au degré du poly¬ 

nôme a 3 j? 2 '/ c’est-à-dire précisément égal au degré de A. 

Cas OÙ A — 0. - Knfin, on peut résoudre le cas où A est identique¬ 

ment nul. 

Si y = 0, la fonction finale r est arbitraire, bu solution y y z, t dé¬ 
pend, sous une certaine forme, d’une fonction arbitraire ; les équa¬ 
tions se réduisaient en réalité, à deux. 

Si r *j 0, les deux dernières équations disparaissent : deux des 
fonctions inconnues sont arbitraires. 

Knfin le système disparaît si v. = 0. 

Nous avons donc entièrement résolu le problème de l’intégration 
d’un système d’équations linéaires. 


Méthode de d’Alembert. — Nous allons dire un mot d’une solution 
entièrement différente donnée par d’Alembert. 

Tout, d’abord, on peut supposer que toutes les équations aient 
été réduites à un système d’équations linéaires du premier ordre. 
7 2 

(le système peut être supposé mis sous forme canonique. 

Prenons pour simplifier l’écriture, le cas d’un système linéaire du 
premier ordre à trois inconnues seulement. 

Soit le système 

ay -h bz f- et = 0 


-+- a"y t- b"z -I- c"t = 0. 

7 y v ^ ^ 

Par analogie avec les équations linéaires, voyons si l’on 
peut avoir une solution de la forme 

y — Xe rjj , z — iJ-e*' 1 ', t ~ ve / ' x 

X, fJL f v, étant des constantes. 


l •) 


dx 

dt 

dx 


dy 

dx 

dz 
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Il faut que l’on ait 

t (r -4 a)À ~h 6p. -h cv - - 0 
(11) | a’À + (r I- 6')p c'v —0 

( « X -t- 6"p -t- (r ~h c")v — 0. 

</, ; 

On en déduit que r doit être racine de l’équation 

r -4 a b c 

/(r) = a' r // c’ — 0. 
a" b" r 4- c" 

Pour une valeur de r racine de cette équation, les équations (II) 
deviennent compatibles et donnent des valeurs de X, jU, v propor¬ 
tionnelles à un des systèmes de mineurs. 

Soient par exemple A, B, C, A', B', (7, A", B", (]" les mineurs 
de /(r) : X, a, v seront proportionnels par exemple à A, B, C 

On aura 

/(r) = (r -t- a A t- bB -h cC. 

On pourra poser 

y — \er x , z -~=z B er T , t =. C e rX . 

En substituant ces valeurs dans les deux dernières équations du 
système (I), les résultats seront identiquement nuis quel que soit r. 
En substituant dans la première, on aura 

Fi(Ae'A Be r * (V*) = e™j{r). 

(«> 

La première équation sera donc, satisfaite si r est racine de 
l'équation (3i. 

Si les trois racines sont distinctes, on obtiendra la solu¬ 
tion générale en prenant une combinaison linéaire des trois systèmes 
de solutions 

y = Àî/i -h pj/a -t- * === ÀZi 4~ pZ 2 "4- vz^, t = Xtj -J— -h- v^. 

Supposons maintenant r racine double. 

Substituons dans l’une des équations, la première par exemple, 
les dérivées de y , z, t par rapport à r, c’est-à-dire 

t/, = (;cA 4- Zt = ( xB -H B')e™, t — (xC -4 C)eT x 

on aura comme résultat 

e ra} [ra:A -4 rA' A -h a(x A 4 A') f- 6 (.tB -4 B') -4 c(æC -4 C')]. 
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Le coefficient de e rx est 

.r(rA H- a A h bU +~ cC) +- rA' i- A *- a\' 4- h B' 4 - cC 
c’est-à-dire 

xf{r) 4- /'(r). 

Ainsi, si l’on pose 

/y = Ae™, z = Bé? rr , t — O* 1 , 
si, lorsqu’on substitue dans l’équation (I). on obtient 
F (/y, z, t) = e vr l(r ), 


on aura aussi 


F 1 dr ’ S’ £) = +• 


c’est-à-dire 


P. *1 


dz an 
' dr’ dr’ ar/ 


a F 

dr ’ 


Cette formule se généralise immédiatement et l’on peut 
écrire d’une façon générale 


., d'y b k z d k t \ a* F 

' dr* * ar*’ dr*/ dr A * 


Si r est racine double de l’équation caractéristique, 


f(r) - 0, 


on voit que 


àlf 


«'/ 


dZ 

dr* 


dr 


sera aussi solution de l’une quelconque des équations, c’est-à-dire 
sera solution du système donné. 

5 i 

Plus généralement, si r est racine d’ordre de multiplicité k 
de l’équation /(r) = 0, on aura successivement 


ôF 


0, 


d’F 


0, 


^ ,F ~o 

dr* -1 U 


dr d r* 

et par conséquent on aura k solutions du système 


by bz b t 
y * 9 ’ dr’ dr’ dr’ 


d*-‘y b K ~ x z b k ~H 
dr*^’ dr*- 1 ’ dr** 1 ’ 
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A cette racine multiple d’ordre k, correspondent donc k solutions 

et on obtiendra toujours n solutions du système. 

c 

On montrerait aisément que ces systèmes de solutions 

sont bien indépendants. Une combinaison linéaire de ces solutions 
donnera donc la solution générale du système. 

Application. — Soit le système 

i 1 4 y ■<- 18 *-- 9 < = 0 

i d.r * 

( 1 ) ( { Z h- u — 5 z f 2/ — 0 


3 y — 14 z 6t — 0. 


Le déterminant /(r) est 


| r — 4 18 


14 r -f- 6 


On peut prendre 


(r- - U'. 


C 1 - 3r. 


Nous aurons donc d’abord la solution 

ifx ~~ (r 2 r 2)c' r , z, — — reT x y t\ ~ (l — 3r)e'-’ 7 

T. 

(formules dans lesquelles il faut remplacer r par J). Knsuite 

(la racine étant triple', on aura les deux solutions dérivées par 

°i 

rapport à r (pour r — I), c. à. d. 

y, ----- e "\2r I- 1 ! j(r 2 f r — 2)], z 2 e ,x ( — 1 — rx ), 

ti e ' x \— 3 x(] — 3r)] ; 

y A e rx [2 (2r -f- 1 ).v -f- x(2r +- 1) -h x*(r* -f- r — 2)], 

Z;j — eT c ( — .r ™ o;(l -f- r.r)], è, - 3a; -h a/ 2 (l — 3r) — 3a;] 


Pour r — 1, ces solutions se réduisent à 

t/i—0, Zi = — e% ti — — 

î /2 = 3eN = — (1 -t- x)e x i h = — (3 H- 2x)& a 

y-i (2 -H 6 ;r)^, z 3 = — (2a; ♦ .r 2 )^, ™ — (6a; -4- 2aS)e ;W 
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aôr> 


to 

et par suite la solution générale est 

y = hji 4- py 2 H- vy 3 
z = Àz, 4- pz 2 4- vz s 
£ = X£ t 4- |x£ 2 4- ''£ 3 , 

VI. — POINTS CRITIQUES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 
<*2 

Nous avons déjà étudié les points critiques des systèmes 

d’équations. Considérons le système 

È = /(*, y, z), J. = /.(*, y. *)• 

*2 

Nous avons d’abord montré l’existence de solutions holo- 
morphes à l’intérieur de certains cercles. Nous avons prolongé ces 
solutions, de proche en proche, au-delà de ce cercle, lorsque le 
point x décrit un arc de courbe. Enfin, nous avons montré qu’on 
peut être arrêté sur cet arc en un certain point, si pour ce point x 
et pour les valeurs correspondantes y et z l’une des fonctions / ou /' 
cesse d’être holomorphe. 

Nous avons montré qu’il existe en général des points cri¬ 
tiques fixes et des points critiques variables avec la solution envi¬ 
sagée. Si l’on peut connaître à l’avance les points t/ x , z x pour 
lesquels / ou f x cessent d’être holomorphes, il est assez difficile de 
savoir si, en partant de valeurs initiales convenables y 0 , z 0 . la solu¬ 
tion peut prendre les valeurs y x , z v pour x = x x . 

L’étude des points critiques est, au contraire, particulièrement 
simple dans le cas des équations linéaires. 

Nous allons montrer que les intégrales ne peuvent admettre de 
point critique si ce n est aux points critiques pour au moins Vun des 
coefficients. 

Considérons encore le cas de deux équations linéaires sous forme 
canonique 

è= a »+ b ' £■=<■« +d - 

A, B, C, D étant des fonctions de x. 

Si les quatre fonctions sont holomorphes aux environs de ;r 0 , 
Càrrus, — Cours de calcul différentiel et intégral. IL 25 
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+ . . 

nous allons montrer qu’il existe des solutions se réduisant 

à y 0 , z 0 pour x 0 . Ces solutions sont holomorphes dans un cercle de 

centre .r 0 , de rayon suffisamment petit. 

Pour simplifier l’écriture nous supposerons x 0 = 0. 

La démonstration sera exactement la meme que dans le cas 

général. 

Aux environs de x Q = 0, A, B, C, D, ont des développements 
de la forme 

A = a {) 4- a\x 4- ctix 2 -h • • • 


et de même pour B, C, D. 

Ces développements sont valables a l’intérieur d’un cercle allant 
jusqu’au point critique le plus voisin. Si K désigne le rayon du 
cercle, en désignant par r une quantité légèrement inférieure à H, 
on peut déterminer une constante M, telle que l’on ait 



et de même pour les coefficients de B, C, 1). 

Nous chercherons alors à construire des développements 

U — //o = a i X 4- h • • • 
z -r- z () — 4- ? 2 .rM- 

Nous déterminerons successivement les coefficients «, fi, 
par substitutions dans les équations et par récurrence. 

Lnfin reste à montrer la convergence des séries ainsi construites. 
Liant donné le mode de formation des coefficients successifs, 

J 2 

ces séries sont convergentes dans un cercle de rayon au 
moins égal à celui des fonctions Y, Z satisfaisant à des équations 


<IY 

dX 

d'L 

dX 


= d» Y 4- tftZ 

= eY+ m. 


si les séries îft, C, .'L sont des séries majorantes de À, B, L, D. 

°i> * 


séries 


y 


Nous prendrons pour séries majorantes précisément les 
~£x*, de sorte que nous considérons le système 


dY 

dX 


£>(y 


Z). 


dZ 

(IX 


1 ; Z). 
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Nous en déduirons Y — Y 0 — Z — Z 0 . Puis en ajoutant les deux 
équations 


d( Y -f- Z) 

dX ‘ 


2 vM 


Y + /W 


si X < r. 

a 

En intégrant, 


d(Y -f- Z) 
Y -h Z 


= 22“-X*dX = 



r 


/ V \ — 2Mr 

Y + Z = /f(l — -h const. 

P 

On constate bien que cette expression et par suite séparément 
Y et Z sont développables en série entière tant que X < r, et par 
conséquent les solutions ye t r sont développables dans un cercle de 
rayon au moins égal. 

dragons alors un arc L ne passant par aucun point critique des 
coefficients. Marquons dans le plan les points critiques de À, B, C, 1). 
Soit â la plus courte distance de ces points à l’arc. 

a 

Décomposons alors l'are en arcs partiels moindres que r} et 
traçons les cercles successifs ayant pour centres les points de divi- 

o 

sion et de rayon égal à o\ Les développements seront va- 

0) 

labiés dans ces cercles successifs. On sera donc bien certain 

d’atteindre un point quelconque de Tare L, les rayons des cercles 
étant ici tous égaux et finis. 


Nature des points critiques. — Pour étudier la nature des points 
critiques des solutions, nous ramènerons le système à une seule 
équation différentielle d’ordre n. Cette équation sera donc linéaire 
à coefficients en général variables, mais uniformes 


( 1 ) 


d n y 

dx 11 


■ «i 


d " 'y 

dx n 1 


• • • ~h ci„y — 


Cette étude nous conduira à une forme nécessaire des solutions y et 
par suite à une méthode de recherche de ces solutions. 

Soit a un point critique pour l’une des solutions, point qui doit 
être critique pour l’un au moins des coefficients a*. 

Nous supposerons les fonctions a lt a 2 >... a n holomorphes dans un 
certain champ, sauf en certains points de ce champ. 

Soit a l’un de ccs points critiques et soit une solution prenant la 
valeur y 0 pour un point de départ .r 0 voisin de a. Faisons décrire 
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à x un petit contour fermé entourant a et suivons par continuité les 
variations do y . 

+ 

Lorsque le point x reviendra en x 0i la solution y peut ne 

pas reprendre la valeur de départ y 0 (si elle n’est pas uniforme). 

Mais remarquons que les fonctions « t , étant supposées uniformes, 
P 

reprennent en x 0 les mômes valeurs et par conséquent, 
l’équation différentielle est redevenue la môme qu’au point de 
départ. 

Rotation autour d’un point critique. — Donnons-nous alors un 
système de n solutions indépendantes y l9 t/ 2 >*** y n . Après rotation, 
ces solutions auront pris des valeurs y\, y\,... y' n et comme l’équa- 

* 

tion différentielle est redevenue la môme, chacune de ces 

nouvelles solutions doit pouvoir s’exprimer en fonction linéaire de 
Uii Viv l/n . On aura ainsi des formules de transformation telles que 

Ciii/i -h c±\y-i "+*•••-+* c n iy„ 

Citlji ~h C l2 // 2 C n 2tjn 


uinUi *4- c in ij2 cu n yli¬ 

ions les c désignant des constantes déterminées. 

Il est bien évident que, si l’on connaît ainsi les transformations 

o 

subies par les solutions indépendantes y l} y 2 ,--> y n , on peut 

connaître la transformation subie par une autre solution quel¬ 
conque z . 

Elle est de la forme 

2 — + WJ* H--L «'Vn- 

Après rotation, elle sera changée en 

Z = Ofiÿi -H CL-iy\ -+*•••-+- <x n ÿn . 

\ 

On peut ainsi considérer un deuxième groupe de solutions 
indépendantes 

( 2, = ct ii y i 4- «2i2/ü H- • • ♦ -h cL ni y n 

(ii) . 

( Z n == a,„y, -4- a,„y, +••••■+- <t nn y n , 


(O 


(* 
1 2/2 


l */« = 
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Après rotation elles se transformeront en 
/ = <*ul/i 4 “ <* 211/2 4 - • • • * 4 - a niy'n 

m . 

\ d n = 4 - «2ny\ -+-••• 4 ~ * nn )j n . 

Dans ces expressions, il faudra remplacer les y* en fonction linéaire 

a, v 

des y par les formules de transformation (!) mais ensuite,, 
nous pourrons remplacer les y en fonction linéaire des z, en résolvant 

7t 

les formules (II), ce qui est possible, puisque, les solutions 

étant indépendantes, le déterminant des « est différent de zéro. 

p, (O 

Nous avons donc finalement les z ' en fonction linéaire 
des z par des formules de transformation absolument analogues 

à (I). 

+ 

Quel avantage pouvons-nous espérer delà substitution des z 

H j 

aux y ? C’est que nous pouvons essayer de profiter de 

l’indétermination des v. pour simplifier le plus possible les 

transformations subies par le système des solutions indépendantes. 

Simplification du tableau des transformations : Equation en S. — 

a, v 

Cherchons, par exemple, s’il ne peut exister une solution z 


2 = «\yi «22/2 H-H a nî/n 

qui, après rotation, soit simplement multipliée par un facteur 
constant s. Sa transformée sera 


c’est-à-dire 


7 ! = a { y\ 4- a^y\ 4-4- *«t/ n 


Z* = «ifCnI/i 4- C 2 i 7/ 2 4- • • • 4- Cniyn) 
■+* a n(ci n yi "H c<i n y% 4- • • 




On devra donc avoir 


4 = sz = «(«jt/i 4- 4 - • • • 4- <* n î/ n ). 

Comme les solutions y x , y n sont indépendantes, une telle 
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identité n’est possible que si tous les coefficients des y sont séparé- 
ment nuis. On a donc 


( a i(cn - s) 4- a 2 Ciî 
\ a t c 2 1 4- — s) 


\ 3,c nl 4- 3 2 c n2 4- • • • <* n {c„ n — s) — 0. 

P 

Ce sont n équations linéaires et homogènes en & l9 a 2 ,... a n . 

(O 

Il faut donc que le déterminant des coefficients soit nul. 
c’est-à-dire que s vérifie l’équation a fondamentale » 


C52 S • * • Ci n 


C’est une équation de degré n en .s*. Clic admet n racines 
réelles ou imaginaires. Pour chacune de ces racines, les équations (V) 
deviennent compatibles et déterminent en général les rapports des 
a c’est-à-dire la solution 3 correspondante, à un facteur constant 
près. 

r 

'r, 

Supposons alors toutes les racines de (6) distinctes s u a 2 ,... s n . 
On aura n solutions z l9 z 2 ,... z n qui, après rotation autour du point 
critique, prennent les valeurs 

Z 1 = S\Z [ 9 Z 2 = S^Z-if ’ • • Z n === S n Z n . 

Il faut voir si ces n solutions sont indépendantes. Il 

TZ 

en est bien ainsi : Supposons, en effet, qu’il existe entre ces 

solutions, une relation de la forme 

C [ Zi 4~ À 3 Z 2 4- • • • 4 - ^ n z n — 0 

a 

(les À étant des constantes), qui soit satisfaite quel que soit x. 

En faisant décrire à x un petit contour fermé autour du point cri¬ 
tique, on aura la nouvelle relation 

XjSjZ, 4- X 2 s 2 Z2 4- • • • 4- ^ u s n z n = 0. 


Après un nouveau tour, on aura 

Xj$Czj 4** 4 • • • 4" X n s n 2 Z n ==: 0 
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et après (n — 1) tours, 

H-h Kfin'-'Zn = 0. 

Ce sont des équations que l’on peut considérer comme linéaires 
et homogènes en X 2 z 2 ,... l n Zn- Il faudrait donc que le déter¬ 
minant 


1 

1 1 • 

•• 1 

O 2 . 


* $n 

*1 

5i n_1 ' 


* * Sn"*" 1 


Pt *2 

soit nul. C’est un déterminant de Vandermonde différent 

r 

de zéro puisque toutes les racines sont distinctes. 

(!) 

Les solutions z 1 , Zg,... Zn forment donc bien un système indé¬ 
pendant et l’on peut le prendre comme système de base. 

Nous verrons d’ailleurs, que cette seule propriété pour la fonction z, 
de se retrouver multipliée par un facteur constant, après rotation 
autour du point critique, permet de déterminer la nature de ce 
point critique, d’en déduire la forme nécessaire de cette solution et 
par conséquent de la déterminer par de simples opérations d’iden¬ 
tification. 

Kkmahque. — Il est bien évident que la définition et l’existence 
des solutions z, qui sont simplement multipliées par un facteur 
constant après rotation, est indépendante du système des solutions 

it <*> 

sur lesquelles on s’est appuyé pour les déterminer. Si donc 

l’on était parti d’un autre système de solutions indépendantes, on 
aurait obtenu pour déterminer les facteurs s une équation ana- 

(JL) 

logue à (6). Cette équation aurait dû avoir les mêmes racines. 
Donc les racines de cette équation sont invariantes et par consé¬ 
quent aussi les coefficients de l’équation. C’est un résultat qu’il est 
aisé de vérifier pour les termes constants de l’équation. Le déter¬ 
minant des c (A(c)) est invariant. 

Voyons maintenant le cas des racines multiples. 

Racines multiples : Formation d’un système de base. — S’il y a k 
racines distinctes, s 1} s 2 ,... 011 peut bien encore déterminer les 

solutions correspondantes, mais c’est insuffisant. 
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Nous allons montrer que : 

On peut toujours déterminer un système de n solutions indépen¬ 
dantes jouissant des propriétés suivantes : 

1 ° Elles se groupent en plusieurs classes. Les solutions d y une 
même classe , z v Sg,... z k - sont telles que, par une rotation autour du 
point critique , elle se transforment respectivement en 

(7) sz i, s(z 2 4- Zi) • • • s(z k -h z H _,) 

s désignant une constante qui peut être la même pour plusieurs 
groupes. 

2 ° Ce facteur s racine de Véquation caractéristique mais le 
nombre total des intégrales qui sont affectées de ce facteur (dans un ou 
plusieurs groupes) est égal à Vordre de multiplicité de cette racine s. 

Il faut bien remarquer qu’il n’est pour ainsi dire plus question 
P . * 

d’équation différentielle. On a simplement des fonc¬ 

tions y x , y 2 ,... y n auxquelles on impose des transformations expri¬ 
mées par le tableau (I) : Existe-t-il d’autres fonctions dépendant 
linéairement des y dont les transformations soient représentées par 
les formules (7) ? 

Nous voulons démontrer l’existence de combinaisons linéaires z 

a 

subissant les transformations (7) dans le cas de n fonctions. 

Nous allons montrer que, si cette propriété existe dans le cas de 
(n — 1 ) fonctions, elle existe aussi dans le cas de n fonctions. 

Nous avons un système de n fonctions y x , t/ 2 >--- î/n—î, 3 qui 
éprouvent les transformations représentées par 


y\ = a, y, 4- «sî /2 H- an-iijn^ 4- a„z 

y\ = hy, 4 - b 2 yt 4- • • • -4- b n z 

y'n-i = Uyx 4-.4 - l n z 

d =. 4 - sz. 

o, o t 

Si on supposait z = 0, on aurait des fonctions y lf y 2 ,... 

ÿn—i qui subiraient les transformations 

[ y'i = « 12/1 4 - 4- an-.it/n_-, 

(II) 

V yn-i — liyt -1-h 

p 

Ce sont des formules de transformation sur (n — 1 ) fonc¬ 


tions. 
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*2> S 

Par hypothèse, nous supposons qu’on puisse déterminer 

des fonctions linéaires des y jouissant des propriétés (7), et qui se 
groupent en une ou plusieurs classes 

Z U Z 2f * * ’ Zjj» tiy lit ’ ’ ’ ty. 

Si l’on rétablit z, c’est-à-dire si les y et z subissent les transforma¬ 
tions totales (I), on voit que z, z l5 Zg,... Zt* se changent en 

(III) $Z, 5,Z i -h a,Z, «i(z, -h Z 2 ) -4- or 2 z • • • S,(z ;jL -h 4~ «jj.2 

q, tg y ... U seront changées de meme en 

$2*1 “+" fb z > s l(h + 0 + p2 z • • • 

Prenons le groupe des z. 

a, * 2 

Nous allons faire des combinaisons linéaires des z de 
manière à simplifier encore les formules (III). 

* . 

On peut faire disparaître cq, a 2 ,... «j*. Considérons 

en effet les fonctions 

Z, =*!-*- X,* • Z,, = 2^-4- 

O 

Par la transformation, Z x devient 

-h «iZ 4“ X, t <?z = .ç,Z, -h a'iZ 

en posant 

ot'i = -H X,(s — 5 j) 

Z,- sera transformé en 

s x (zi 4* Zj_i) -h «iZ H- $X t z = Si(Zi 4- Z*_I) H- a/z. 

en posant 

a/ = ot t - -h sX; — 5i(X, 4~ Xj_j) = a t - — SiX;_i 4- \(s Si), 

i, P 

Si l’on veut que a' lv .. «V-- soient nuis, il faut poser 
a', = 4- Xj(« - $ t ) = 0 • • • a( = ^ i(s — 4'l) 9 

p, # 

Si 6' ;zf s l9 la première de ces relations déterminera X l5 
les suivantes détermineront successivement, sans impossibilité, 

X 2 , X 3) ... X,-,... Xfj.. 

°i 

Si s = s l5 on aura a\ = mais on pourra disposer de X x 

de manière à annuler a 2 ... 
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Supposons pour fixer les idées qu’on ait s = s x = s 2 ;zf s 3 . 
Le tableau des transformations sera le suivant : 

i z se change en sz 

Z, » sLi 4- OL { Z 


z, 

(( 

s(7j2 4- Z,) 

Z, 

» 

5 ( Z {A -P —l) 

T, 

» 

sT t 4- 

T, 

» 

*(T, + T,) 

T v 

» 

®0’v ■+■ l’v l) 

U, 

)) 

«3 U, 

u. 

t) 

5a(Uj 4- U.) 



/, a 

On peut encore simplifier, toujours en faisant des com¬ 

binaisons linéaires simples sur ces solutions et profitant de rindé- 
termination des coefficients. 

Supposons il v et, « 1 |3 1 0. Nous allons montrer qu’on peut 

faire disparaître &. 

Prenons comme nouvelles fonctions 

T\ = «,T, - p,Zt • • • T/ = - piZi. 

Nous substituerons les T' aux T. 

°i 

Par la transformation, T'j. deviendra 
a i(sTi f Piz) — jâ,(*Z, H- <*,z) = «(ajTi — â,Z,) = sT,' 

T \ deviendra 

4- IV,) - 4- Z f -—,) = «(T/ 4- T/_) 4 . 

? 

Le nouveau tableau de transformations sera donc analogue 
au précédent mais avec fa (et s’il y a lieu y ly etc.) nul. 

a» 

On est donc ramené au cas où un seul des coefficients a x au 
plus, est différent de zéro. Si u x est lui-même nul, la transformation 

a 

est effectuée. S’il n’est pas nul, faisons enfin le changement 
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P 

On voit que Z x se change en s(Z 1 + Z 0 ), etc. 
On a le tableau final des transformations. 

ange en sZ 0 
» s(Z, H- Z 0 ) 


}) s('Z lx -h Z fJ __ i) 

)> sT', 

» 6 ( (T' 2 t- Tj) 

(U 

C’est la transformation indiquée. 

Construction des intégrales. — Toute l’étude précédente a eu pour 
but d’établir une propriété caractéristique de certaines solutions, 
propriété qui va permettre, comme nous allons le voir, de trouver 
la forme nécessaire de ces solutions, et par suite, de les déterminer. 

H. 7 2 

Nous avons démontré, l’existence d’un groupe d’inté¬ 
grales s 0 , Sj,... z tj. qui, par la rotation autour du point critique, se 
transforment en 

*(*■ *o) • * • « Ç (~; A -H S;x — i) 

s désignant une racine de l’équation caractéristique. 

Or, il est aisé de trouver des fonctions qui jouissent de la même 
propriété. 

Pour la première, c’est immédiat. 

*2 

Nous connaissons des fonctions qui, après rotation autour 
d’un point critique, se retrouvent multipliées par un facteur cons- 
*2 

tant. La fonction u 0 = (x — x 0 ) r , après rotation autour 

a 

dcx 0 , est multipliée par e 1 ~ Lr . Si donc nous déterminons r par 

la condition 

e 2 ~ ir = s, r — 0 -. log s 

la fonction (x — x Q )r sera bien, après rotation, multipliée par s. 
D’autre part, parmi les fonctions qui subissent des transforma- 
*2 

lions simples, nous savons que la fonction log (x — x 0 )< 

après rotation, augmente de 2ixi. Donc la fonction 
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augmente d’une unité après rotation. 

I, h 

Toute fonction du second degré en 6 lf 
62 === - 4 * b$i - 4 - c 

se transforme en 

6 f 2 = t) 2 b [Oj + 1) + c = 0 2 -h 2aO t 4 - b -H a. 

a 

En particulier la fonction 


se transforme en 

Cela amène 


0 _ MO* - 1) 

h - 2 


0^2 - 0>2 -+- 0 i . 

à considérer d’une façon générale la fonction 


fi _ ^ 1(^1 — 1) • • * (0i — k -h 1) 

* _ ttî 


Après rotation, elle devient 


(e, -4- 1)02(8, — 1) • • • (0, — k -h 2) 

6 t = - --- 

P 

Si nous écrivons le premier facteur 0 X + 1 = (Q x — k + 1) + /c, 
on voit immédiatement que 

Ü’k = G*: H - 

ü) 

Ainsi, nous avons construit des fonctions u 0) 0 ly 0 Zy ... 0* 
qui subissent des transformations analogues aux z. 

Ok est un polynôme de degré k en log (x — x 0 ). 

Posons alors 


(VI) 


1 Z 0 = (x - Xo) r U 0 

\ Zi = (x — a: 0 ) r (ôiU 0 -4- u,) 

I Zk — {x — XoYfîkUo ■+■ 0/£—îUi ■+■•••-+“ OjWfc -1 -4- u k ) 


u Q , u ly ... ujc désignant de nouvelles fonctions. 

P 

On voit immédiatement, d’après la première, que u 0 ne 

4 ... 

change pas par la rotation. On vérifierait directement aussi 




SYSTÈMES D’ÉQUATIONS SIMULTANEES 


397 


V* 

que Ux ne change pas. Nous allons montrer que toutes les 

fonctions iq, u 2i ... u k restent invariantes par la rotation . 
a, v 

Nous allons évidemment procéder par récurrence, sup¬ 
poser que la rotation ne modifie pas u 0 , iq,... ut—i et. montrer alors 

ç 

qu’elle ne modifie pas u*. Supposons que devienne 

llk -j- A Mjfc. 

Zk sc changerait en 

= s(x — .Tfl)' [Wo(Ojfc "f- Q/jr—I) ■+* -h ^._ 2 ) -+- • • • + U k _ i(0j + 1) +U/j + Am*] 

= s(x—‘ XoY[UoQl: + U l Ç) k ~ i + ' . .-f- u k ] -\-s(x— roMM/i-i -*-••• + WA—l] f z(x-x 0 ) r Au k 
= s{z fi + 2/,_ | ) -+- s(x — x o yAu A . 

U) 

Il faut donc bien que Au* — 0. La loi est donc générale. 

Toutes les jonctions u sont donc des fonctions monodromes aux 

environs de x 0 . Elles sont donc développables en série de Laurent , 

à double sens , procédant suivant les puissances entières positives 
et négatives de (x — x 0 ). 

w, Rj 

On a donc bien obtenu la forme nécessaire des solutions 

a 

2 0 , q,... z k . O11 introduira alors des développements u* à 

coefficients indéterminés. En substituant dans l’équation différen¬ 
tielle, et annulant identiquement le résultat, on est certain que les 
équations obtenues seront compatibles et pourront déterminer tout 
ou partie des coefficients, certains d’entre eux pouvant rester 
arbitraires. 

Il est bien évident que la détermination effective des coefficients 
des séries n 0 , iq,... sera en général très difficile. 

4 » 

Cette recherche sera évidemment très simplifiée si l’on 

pouvait être sûr que les développements des u» ne comprennent 
p.as des puissances négatives de (.£ — x 0 ) c’est-à-dire si toutes les 
fonctions U 0 , U 1} ... U* sont holomorphes aux environs de :r 0 . 

On dit alors que les intégrales sont « régulières ». 

Fuchs a démontré le théorème suivant : 

Théorème de Fuchs. — Etant donnée Véquation 

ë + A, ^ + ■ , • + A ” 2/==0, 
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pour que , aux environs de ;r 0 , les intégrales de Véquation soient régu¬ 
lières, il fa}it et il suffit que .r 0 soit un point ordinaire ou tout au plus 
un pôle d'ordre i pour A*. 

Nous ne démontrerons pas ce théorème. Après avoir reconnu 

a 

que cette condition est réalisée, nous allons montrer com¬ 

ment l’on peut obtenir la solution. 

Pour simplifier l’écriture, nous supposerons # 0 = 0. 

Par hypothèse le point x = 0 est un pôle d’ordre i au plus pour A t . 

O 

Si nous multiplions toute l’équation par x n on aura l’équation 

F(/y) = x"D"y -h BjD” -1 // -4- H>D n ~ 2 // F • • • F B,,// — 0. 

On aura 

B t = A,#'* = a.r n ~* -f- a,.r" F • • • 

B 2 = A 2 .T n = p;t n ~ 2 -f- r é{X n ~ i F • • * 

B t — A (X n — 8,x n ~'i -h + l 4- • * • 

B n = A n :r„ — X -f- -4- • • • 

Déterminons d’abord la première fonction de l’un des groupes 
dont nous avons montré l’existence, = xfu 0 . 

? 

Nous voyons que nous aurons à substituer dans l’équation 
des termes de la forme x r . Formons F(# r ). 

F 

En ordonnant par rapport aux puissances croissantes de 

O 

x nous aurons 


F(af) 

= x'<? 0 (r) F ^‘cpdr) -h ar+ 2 <p a (r) -F • • • 


Nous posons 

?•(r)= r(r 1) • 

• • (r — n F 1) F ar(r — 1) • • • (r — n F 2) + • - 


©i(r) =<*ir(r — 1) • 

• • (r — n F 2) F Pir(r —* 1 ) * * * (r — n F 3) F • * 


?* (r) — or 2 r(r — 1) • 

• • (r — n F 3) -F jV(r — 1) • • • (r — n F 4) F • - 

• • + À. 

9 i(r) = <* t r(r —-!)•< 

■ * (r n F i F 1) -F. 



*i, « 

Nous pouvons alors écrire le résultat de la substitution de 


z 0 = CqX v -4- C x xr^ x -F • • • 
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On aura 

F(z 0 ) = c 0 F(ar) 4- c^V+i) 4 - • • • 

= c 0 lo; r çpo(r) -h ® r+, ©,(r)-4-] 

4- C|[rc r+ ' 1 cp 0 (r 4- 1) -h af+ 2 y,(r - f- 1) -f- * * * 1 
4- C2[^'+ 2 cpo(r 4-2) 4- • • • ] 

4-. 

P 

Il est ordonné suivant les ..puissances croissantes de x, à 
partir de x r . 

(o fi 

Pour que ce résultat puisse être identiquement nul, il 

faut d’abord que r soit racine de l’équation déterminante 

?o(r) =.0 

L’est une équation de degré n en r. 

On aura ensuite 

c 0 ?i(r) 4- ctfoir 4- 1) = 0 

c o? 2 ( r ) °i?t ( r - b O -t" c i?o(r 4- 2) == 0 


P 

On voit que ces équations détermineront successivement 
c 1 , c 2 ... » condition qu’aucune des quantités 

?o (r f 1) ®o(r 4- 2), • • • ? 0 (r 4- w) • • • 

(O 

ne soit nulle, c’est-à-dire à condition que l’équation détermi¬ 

nante n’admette pas de racine différant de r d’un nombre entier 
positif. Le coefficient c 0 est arbitraire. 

p, to 

On a donc une solution z 0 à un facteur constant près. 

On aura autant de solutions analogues que l’équation <p 0 (r) = 0 
admet de racines r qui ne soit suivie (Vaucune autre différant d'un 
nombre entier . 

h, 5 

Reste le cas des racines égales ou différant de r d’un 
nombre entier positif. Supposons qu’il existe trois racines différant 
d’un nombre entier. Rangeons-les par ordre de grandeur croissante 
r < r' < r". Nous chercherons alors un développement de la 
forme 

z = cx r 4- CiÆ r +i 4 - ... 4 - ( dx v 4- d x x r + l 4-) l°g x 

4- (ex rV 4- e x af n ^ x 4-) log 2 x 
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En faisant la substitution et annulant identiquement le résultat, 
on verrait que l’on peut déterminer successivement tous les coeffi¬ 
cients r, d , e et qu’il reste trois coefficients indéterminés. 

Comme d l e lt e 2 ... s’expriment d’une façon linéaire et 
homogène en fonction de d , e, si ces deux coefficients sont nuis, le 
développement ne renfermera aucun terme logarithmique. 

(O 

Ainsi, à chaque groupe de racines de l’équation (f> 0 (r ) = 0, 
correspondent des solutions dépendant d’autant de constantes arbi¬ 
traires. En ajoutant toutes les solutions partielles, on aura une solu¬ 
tion générale dépendant de n constantes arbitraires. 

11 est alors facile de montrer que les solutions d’un même groupe 
jouissent bien des propriétés qui ont conduit à leur détermination. 
Soit la solution 

z 3 = x r (X 0 -f- X t log x 4- X 3 log 2 x 4- X 3 log* x). 

% 

Par rotation autour de x 0, elle devient 
z 3 = s.r r [X 0 4- X|(log x 4- 27TÎ) 4 - X 2 (log x \- 2rJ) 2 4 - X 3 (log x 4- 2tc£) 3 ] 
c’est-à-dire 

z 3 ' = s(z 3 4- Zi) 

p 

Z 2 désignant une expression de la forme 

z-i = 4“ X/ log x 4- X% log 2 x]. 

Par rotation, celle-ci se transformera en 
z^ = sx r (z 2 4- Zi) 

z 1 désignant une expression de la forme 

zi = x r (X 0 " 4- X t " log x). 

Celle-ci par rotation devient 

s[z v 4 - z Q ) 

z 0 désignant une expression z 0 = afX" 0 . 

Enfin par rotation, cette dernière se change simplement en sz 0 . 

(JL) 

Ces solutions z 0 , z lf z Q , z 3 sont bien les solutions du 
groupe I. 

Cas de l’intégrale rationnelle. — Etant donnée l’équation différen¬ 
tielle d’ordre n, on peut reconnaître a priori si l’intégrale générale 
est une fraction rationnelle et déterminer dans ce cas cette solution. 
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'V 

Tout d’abord il est évidemment nécessaire que les coeffi¬ 
cients soient rationnels. Soient en effet n solutions parti- 

o 

culières rationnelles indépendantes. La solution générale 

sera 

y = c,//, -h H--h Cny-n* 


Elle sera solution de l’équation différentielle 

y. R'A W'J • * * 
y u D//i, D'h/,. 


I //«, D#„, D‘h/„ • • • D n y n I 

P 

C’est une équation linéaire dont tous les coefficients sont 
rationnels. En réduisant tous les coefficients au même dénomina¬ 
teur et chassant le dénominateur commun, on mettra l’équation 
sous la forme 

A 0 D n /y H— AjD” x y -+-••« -|- Any ^ 0 

tous les coefficients étant des polynômes en x. 

*i . 

Sous cette forme, les points critiques des solutions ne 
peuvent être que les points racines de A^a?) = 0 et le point oo. 

Aux environs de chacun des premiers points, l’intégrale générale 

Tï 

sera certainement régulière. En effet aux environs du point a, 

la fraction rationnelle a un développement de la forme 

\ 

(i r^aÿ- é* ~ f ' a, (* — H — ) 

avec même r entier. 

Reste le point oo. Ce point pourrait être critique pour l’une des 

P . 

solutions, si le numérateur était de degré supérieur au déno¬ 

minateur. Il est facile de faire en sorte que le point oo soit transformé 
en un point ordinaire. Choisissons en effet un point quelconque x 0 
qui soit certainement ordinaire pour les solutions (il suffit qu’il ne 
soit pas racine de A 0 (r) = 0). 

<* . 1 
Faisons la transformation x = # 0 + - • 

P 

Pour l’équation différentielle transformée liant y à /, le 

Carrüs. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 26 
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point oo sera certainement un point simple des solutions puisqu’il 
correspond à x = x Q . 

On sera alors certain que le développement de la solution 
y(t) dans le domaine de l’infini, ne comprend que des puissances 
1 

entières et positives de ^ • 

L’intégrale ne pourra plus avoir de point critique qu’à distance 
finie. Ce ne peuvent être que les racines de A 0 (x) — 0. 

Les intégrales sont donc régulières aux environs de chaque point 
*2 

critique. Donc d’après le théorème de Fuchs, il faut et il 

suffit que chaque racine a de A 0 (x) = 0 soit tout au plus un pôle 
d’ordre i pour le coefficient A». 

* 

Appliquant alors la méthode de Fuchs, on formera 

l’équation caractéristique, oo 0 (r) “ en substituant (x — a) r et 
annulant l’ensemble des termes de moindre degré. 

P 

Toutes les racines de cette équation doivent être entières 
positives ou négatives. Mais cette condition n’est pas encore suffi 

santé. Comme les racines différent alors certainement de nombres 
3 

entiers, il faudra les ranger par ordre de grandeur croissante 

et on cherchera un développement de la forme indiquée 

afXo -H j^'X, log x 4 x r "X-i log 2 x • • • -h x r,l X h log* x 

Xq, X 1 ,... Xh désignant des séries entières en x. 

Il faudra que dans ces développements, les termes logarithmiques 

°2t ? 

disparaissent. Il suffit, comme nous le savons, que les 

premiers coefficients relatifs à ces termes logarithmiques soient 
nuis. 

+ 

Si ces conditions sont remplies, l’intégrale générale sera 

bien rationnelle, puisqu’elle n’admet que des pôles à distance finie 
ou infinie. 

Il est alors possible de déterminer les fonctions rationnelles 
solutions, sans passer par leurs développements en série. 

En effet, supposons que le point a (racine de A 0 ) soit pôle de la 

£ 

solution. Soient — r, — r',... les racines négatives de l’équa¬ 

tion caractéristique relative à a. Si nous les supposons rangées par 

P 

ordre de grandeur croissante, la solution générale devra ren- 
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m 

*1 

fermer (æ — a) r en dénominateur. On a de même tous 

les facteurs du dénominateur et par suite ce dénominateur D ; 

quant au numérateur, il sera de degré inférieur au dénomi- 

nateur pour la fonction y(t) puisque le point oo est point 

simple des solutions. 

h 

On prendra donc une fraction 

N 

^ ~ D 

N étant un polynôme à coefficients indéterminés. En substituant 

o 

dans l’équation, et annulant identiquement le résultat, on 

aura des relations linéaires entre les coefficients de N, qui détermine¬ 
ront un certain nombre de coefficients. 

a 

Si dans cette solution, il reste n coefficients arbitraires, 
l’intégrale générale sera rationnelle et on en aura la solution. 

Sinon l’intégrale générale ne sera pas rationnelle, mais (à moins 
que les relations entre les coefficients ne soient pas compatibles), 

on aura déterminé toute une classe de solutions rationnelles, 
permettant de ramener l’intégration de l’équation à celle d’une 
équation d’ordre moindre. 


Equation de Gauss. — Comme application, nous donnerons la 
résolution d’une équation proposée par Euler et généralisée par 
Gauss. 

(< ax 1 4- bx H- c) H- (dx -b e) H- fy — 0. 

a 

On peut simplifier cette équation, par un simple changement 
linéaire de variable 

x = X/y -4- p. 

L’équation se transforme en une équation analogue. 

On peut disposer de X et ul de manière que les racines de A 0 

soient 0 et 1. Le premier coefficient sera donc x{\. — x ). Nous écri¬ 
vons l’équation 

*(! - *) -£ï + [y — ( a + P + !)*] d / x — “py = 0 
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car Ton peut évidemment disposer de a, (S. y de manière 
du 

que les coefficients de g- et de y aient les valeurs données. 

6 

il y a trois points critiques : x = 0, x = 1, qui annulent A 0ï 
et le point oo, comme nous le verrons. 

1° x — 0 . Les conditions du théorème de Fuchs sont 

satisfaites. 

a 

Les intégrales seront régulières. Cherchons une solution do 

la forme 

y “ CoX r 4- C t :r r + 1 -+-•••*+- C K X r + * 4- • • • 

7 

Nous obtiendrons l’équation caractéristique en annulant, 

dans le résultat, l’ensemble des termes de moindre degré (r — 1). 

On obtient 


c„r(r — 1) -4* ^rc 0 = 0. 


On obtient deux solutions. 


Nous devons supposer 1 — y non entier positif, c’est-ù- 
dire y non entier négatif. 

Dans ce cas, 5 chacune d’elles correspond une solution particu¬ 
lière. 

Pour avoir la relation entre les coefficients annu¬ 

lons les termes en x r + x 


— c\(r -h X)(r 4- À — 1) 4- _)_ ^(r 4- X 4 - l)(r 4- X) J 

-4- Y c \ -f 1 ( r H ^ 4" 1) — c x( a 1 )( r 4- X) — \ 


ou simplement 


_ 0 -4 - r X)(S 4- r 4 - X) 

c Xf 1 — C X ^ r / )(y 4 - r 4- X)’ 


Comme 

_ (a -h r)(ô 4- r) 

c ' - Co fl ? r)(ï + r) ’ 

d 

on en déduit d’ur.e façon générale 
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Pour r = 0, on a donc 


f _ r + -4- X)P(P + 1)-(P+Â) 

x + 10 ~rrr-- • (1 +"X) Y (Y +- î) • • • (y + }.) " 


et par suite on a la série 


. 5 P 

2/' = 1 + f. T * 


«(« + 1)S (B + 1) 


1 * %ï • 1! 


X* 4~ 


C’est la série hvpergéométrique convergente dans le cercle 
de rayon I. Nous désignerons cette solution par F(a, |5, y, x). 


Pour la deuxième solution, 


= 1 — 7; °n a (1 — 7^0). 


_ (a -4- 1 — y -f- X'(3 -4- 1 — 

3 X + l — ' ~ (! x)(2 — y -+- XX 


'I + >) 


Cette loi permettra de déterminer tous les coefficients + à moins 
P 

que, pour une valeur de y, on ait 2 — y + A = 0, c’est-à- 

dire à moins que y ne soit un nombre entier positif. 

On peut alors écrire 


(Y_4- X)(f 4- X) 
Cx (1 + >0 


Y = 2 “ Y- 


C X + 1 

en posant 

y =- 4 4- 1 - Y, ?' = ?+ l- Y, 

On voit que la deuxième solution est 
3/2 — ,T 1 ~ ï F(y, p', y, æ) ~ a? 1 -r F(a -h 1 — y> ? 4-1 — Yj 2 — y, #)• 
On a par suite la solution générale 

y — «i2/i +■ « 2 .V 2 

Valable dans le cercle Ci de centre origine de rayon unité. 

'V? . . .... 

Considérons maintenant le deuxième point critique x = 1. 

Nous poserons, suivant l’usage, t — 1 — x. 

H 

L’équation se transforme en 

*(i -*)§-[*-<“ P + C(i-*)]s-^y = ° 
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c’est-à-dire 

<1 - t) +[/-(, + (! + l)t] d l - = 0 

en posant 

y = a -h P -h 1 — Y* 

P 

On a donc exactement l’équation précédente avec le seul 
changement de y'. Elle admettra deux solutions 

*i = F( I , Y, t) — F(», ,8, a -t- r fi -+-1 — Y, 1 — x)\ 

— t* ~ Y F(i + 1 - y. P 4- 1 — y', 2 — y» t) 

= (1-*)T-»-Pf( t -p,y-«, « - P.1-- *) 

et par suite la solution générale 

y = fc |Z , 4- 6 ,z 2 . 

valable à l’intérieur du cercle C 2 de centre I, passant par l’origine. 
*2 

Point infini. —- Nous savons que pour étudier une fonc¬ 

tion à l’infini, nous devons faire le changement de variable x = * 
et étudier la fonction transformée dans le domaine de l’origine. 

Aux environs de t = 0, y aurait un développement de la forme 

y — Cfit r 4- Cit ^ 1 H - 


Si r > 0 le point l = 0, et par suite le point x = oo est point 
ordinaire pour y. Si r < 0, le point x = oo est un point critique. 

Sans passer par la transformation, nous voyons que nous sommes 

? 

amenés à chercher un développement de la forme % 





C\ 

x r + 1 


4- 



Substituons et annulons identiquement le résultat qui 
sera ordonné suivant les puissances croissantes de 

L’ensemble des termes de moindre degré, en x~~ r t donnera 
— r(r + 1) 4 (« 4 P 4- l)(r -4- 1) — <xp = 0. 


Cette équation admet deux racines 


r i = a, 


r 5 — p. 
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'H 

En annulant alors les termes en x r ~~^~~^ f on aura la rela¬ 
tion entre les coefficients. On trouve 

Vf 1 _ (r -4 - f x)(r 4- J1J-1 — y) 

c tx ( r f’ f ï- f — *)(r f- p V 1 — f) ’ 

Si r = a, on a 

Vf i _ ( a -f- f )( a f -t- 1 — y) 

C jX ~~ (f "f 1)(« f -f 1 - P)’ 

P 

On peut écrire 

c jx f l _ (*_ ;+- t;0(f V f) 

C HL (f f- ï)(f -+- f) 

avec 

y = a f 1 — b V 3 fl — y 

(•> 

Par suite, on a le développement 

t, = *""" *F ( *, * H- 1 — Y, a -t- 1 — P, ^ ) • 

'A 

Si r = |3, on trouve de même 

*. = V + i - Y, P, ? +■ 1 - «, J) 

et la solution générale 

î/ = <>l*i -+* Cit 2 . 

Le développement sera valable si ~ < 1, c’est-à-dire si ] x | >» t 

c’est-à-dire à l’extérieur du premier, cercle L x . 

On voit que, à moins que a, -3 ne soient entiers négatifs, l’infini 

est un point critique, 
co, R 

Ainsi donc, on a le développement de la solution générale 
dans les trois régions : 1° cercle ; 2° cercle C a ; 3° à l’extérieur de Cj. 

Mais si l’on veut suivre une solution déterminée quand on passe 
d’une région à l’autre, il faut voir quelles sont les relations qui 

existent entre les coefficients a lt a 2 > Kj c i> ^a* 

* 

A cet effet, on considérera la région commune à .(* et 

C a . 

On prendra deux points .r 0 . x 1 dans cette région. Pour ces 
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deux points on pourra calculer avec autant d’approximation qu'c 
le veut les séries. On aura 

«i(t/i)o + *i(yt )0 = M*i)o bifa )o 

«i(yi)i H- «i(y*)i = bi(zi)i 4- bt(Zi) i. 

On aura donc 6 a en fonction de a ly a 2 . 

l)e même, si l’on voulait avoir les relations entre les b et les 
par suite les relations entre les a et les c. 

Variation des solutions. — L’intégrale y 2 admet comme point ci 
tique le point x — 0. 

Prenons comme coupure l’axe des x. Les intégrales y x , 
sont alors monodromes dans le plan coupé. Mais si l’on traverse 

P>*° 

coupure de haut en bas, y x ne change pas, mais, en raisc 

du facteur x 1 —Y, x 2 est multiplié par 

c 2iu(i — r) r= e — 2 ict ‘r # 

O 

Donc la solution y = a x y x + a 2 y 2 se transforme en 

y — «il/» -y- a 2 e“ 27Ctr i/ 2 . 

<7 

Cela signifie que a x ne change pas et que a 2 est multipl 
par e~ 2 ™r. 

o 

Si l’on traverse la coupure entre 1 et + oo, c x est multipl 

par et c 2 par 

Ainsi on peut donc suivre une solution, déterminée au dépai 
dans tout le plan. 


Systèmes incomplets d’équations différentielles. ’ — Dans 1 
chapitres précédents, consacrés à l’étude des systèmes d’équatioi 
différentielles, nous avons considéré des systèmes complets, c’es 
à-dire comportant autant d’équations indépendantes ( n ) que c 
fonctions inconnues, permettant de définir des solutions ne dépei 
dant que de n constantes. 

<s 

Nous avons montré comment, par des dérivations, l’on pouva 
obtenir une seule équation à une seule inconnue. 

<1 

Mais il faut remarquer que les équations dérivées ainsi obt 
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nues sont plus générales que les équations données ; par suite, il est 
possible que cette équation finale soit trop générale. Quand on l’aura 

.P 

intégrée et qu on en aura déduit les valeurs des autres inconnues, 
une substitution dans le système sera nécessaire et l’on sera conduit 
à réduire la généralité du système de solutions. 

Enfin, on ne peut prévoir le degré de généralité de ces solutions. 

Si le système est linéaire, nous l’avons d’abord réduit 

à un système d’équations du premier ordre, que nous avons mis 
sous la forme canonique, ou nous avons ramené le système à une 
seule équation linéaire. 

9 i 

Nous avons, dans chacun de ces cas, défini les solutions 
ou les systèmes de solutions indépendantes, et obtenu la forme 
générale quand on connaît n solutions indépendantes. 

Mais, en dehors du cas des équations à coefficients constants, 
nous n’avons pu déterminer ces solutions elles-mêmes. 

Nous allons maintenant étudier les systèmes incomplets d’équa¬ 
tions, c’est-à-dire les systèmes dans lesquels le nombre m d’équa¬ 
tions est moindre que le nombre n de fonctions inconnues. 

Nous donnerons une méthode pour résoudre effectivement les 
systèmes d’équations linéaires d'ordres quelconques à coefficients 
quelconques qui nous permettra d’obtenir sans aucun signe de 
quadrature la solution la plus générale du système, en général, au 
moyen de (n — m) fonctions arbitraires. 

De plus, si le système est complet, cette méthode nous fournira 
une seule équation nécessaire et suffisante dont la solution entraînera, 
sans qu'il soit nécessaire de faire de substitution , la solution la plus 
générale du système donné. 

Puisque l’on a à intégrer un système, au lieu de faire des dériva¬ 
tions comme dans la méthode précédente, indiquée pour les systèmes 
complets (opération en quelque sorte inverse et qui donne des équa¬ 
tions trop générales), nous ne ferons jamais que des intégrations 
qui nous donneront chaque fois des systèmes équivalents, des 
équations nécessaires et suffisantes. 

Enfin notre analyse, ainsi serrée, nous révélera les cas d’incompa¬ 
tibilité ou de dépendance, s’ils existent. 

Nous prendrons le système tel qu'il est donné. 

En prenant par exemple trois inconnues y , z, t, (le raisonnement 
se généralisera de lui-même) la première équation renferme linéai- 
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rement les dérivées de y , z, t jusqu’aux ordres maximums respec¬ 
tivement, a, 7 . 

Nous désignerons une telle équation par la notation 

L(y a , *P, |T) = 0. 

Ceci étant posé, considérons le groupe de termes renfermant y 

o a t/ a f- H-f- a„y = £a*y*, 

les coefficients a étant des fonctions données de x. 

Intégrons toute l’équation et appliquons à chacune des intégrales 
la formule d'intégration par parties autant que nous le pourrons. 
Nous aurons 

f a h y h dx — a h y K 1 — j a h y k ~ x dx 

— o k y k l — a k y k ~ i *4-» ( — 1 ) K J atydx. 

Nous obtiendrons une intégrale portant sur y seulement. 

Si nous en faisons autant sur tous les termes en y, nous obtien¬ 
drons une partie tout intégrée, dépendant linéairement des dérivées 

de y jusqu’à l’ordre (0 — 1 ) et une intégrale j Aydx 

A — (— 1)* j -f- a x 2 •••-+- a«). 

De même l’intégration des termes en z et en J conduira à des inté- 

grales j Bzdx, j C tdx, B et C étant des fonctions connues de x . 

En désignant d’autre part par D le terme, (fonction de a;), indé¬ 
pendant des inconnues, nous obtenons une équation de la forme 

( 2 ) L (y*'\ z!t~ \ t^~ l ) -t- J (A y -4- Bz 4 - Ct f- D )dx = const. 

Cette équation est une conséquence nécessaire et suffisante de 
Téquation donnée. 

Nous supposerons 0 > [l > 7 . 

Si C ^ 0 nous introduirons une nouvelle inconnue t l9 en posant 

(3) ky -h Bz h Ct -t~ D “ t',. 

L’équation deviendra 

(4) L (y* \ 4 t, ~ 0, 
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en englobant la constante dans la fonction t v Le système (3) (4) 
est équivalent à l’équation (2), et par suite à l’équation donnée. 
De (3), on peut déduire t en fonction de y, z , sous une forme que 
nous écrivons 

(3') t ~ l(y , z, t',). 

Si nous substituons cette expression dans (4), nous obtiendrons 
une équation de la forme 

(5) L'y* -1 , z^ f, r ) — 0. 

L’ordre maximum des dérivées de y et z ne sera, en effet, pas changé 
puisque « > fi > y. 

Cette équation (5) a le même degré de généralité que l’équation 
de départ. Si l’on connaît des fonctions y y z, t x qui y satisfont, l’équa¬ 
tion (3') donnera t , et par élimination de t t , on obtiendra l’équation 
donnée. 

Or, dans cette équation, les dérivées de t ly figurent jusqu’à l’ordre 
7, et certainement jusqu’à cet ordre, les dérivées de y et z seulement 
jusqu’aux ordres (« — 1), (fi — 1). 

Si fi = y, les termes d’ordre le plus élevé en z seront 

brfï- ï— — CuZ^ 
r Ce 

Ces termes pourraient eux-mêmes disparaître, et l’ordre de déri¬ 
vation en z serait encore réduit si 

W B 



Nous avons supposé C^O. Si C = 0 et si B 0, nous poserons 
(3') ky e Bz t D — z' u 

z x remplaçant z. L’équation (2) pourra s’intégrer et donnera 
(4') z, - 0. 

En éliminant z entre (3') et (4') nous obtiendrons une équation 
de la forme. 

l(«t- 1 ,*■ - l ) = o. 

Les ternies en t ne seront en effet pas changés, et les dérivées do 
y ne figureront que jusqu’à l’ordre (a — 1 ) au plus. Les terme» 
d’ordre le plus élevé pourraient même disparaître si r i — fi. 
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Si H = 0, C — 0, A ;zi 0, nous prendrions une nouvelle inconnue 
y x , en posant 

Ay 4- D = y \. 

Nous arriverions à une équation 

L(«/,*> z 9 - 1 , < r ~ l ) = 0, 

les dérivées de z et de t restant inchangées. 

Enfin, si dans le groupe linéaire final sous le signe I , on avait 

A 

À = 0, B — 0, C — 0, l’équation donnée se met sous la forme 
DL(y*- 1 , z*— 1 , «r—i) 4- D = 0. 

Si l’on peut effectuer le quadrature f D dx, on obtiendra une 

nouvelle équation linéaire dans laquelle les ordres de dérivation 
maxima seront tous trois diminués d'une unité. Si l’on ne peut effec¬ 
tuer cette quadrature, on sera obligé d’introduire un terme D x , 
compliqué de quadrature, mais c’est alors comme si on avait donné 
l’équation 

L(ÿ ï_1 , *?' 4 , t r ') + D, =0, 

On ne peut évidemment, dans ce cas. éviter les signes de qua¬ 
drature. 

Continuons la réduction. On est arrivé, par exemple, à une équa¬ 
tion 

L{y*-\z9~\ IJ) = 0. 

Si l’on a encore jS — 1 > y, on pourra, par le même procédé faire 
une nouvelle substitution, qui réduira encore de deux unités, les 
ordres de dérivation maxima de deux des inconnues. 

Si l’on a pris, par exemple, une nouvelle inconnue t 2f l’inconnue 
initiale t s’exprimera en fonction linéaire connue des dérivées de 
y et z jusqu’au premier ordre, des dérivées de t 2 jusqu’au second 
ordre, sous la forme 

t = z\ t" 2 ). 

On pourra ainsi, par des substitutions successives faites sur les 
trois variables, réduire d'autant d'unités qu'on le veut les ordres de 
dérivation maxima des inconnues. 
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La seule précaution à prendre, lorsqu’on a intégré par parties, 
et mis l’équation sous la forme 

DLft/*— 1 , fî" 1 ) t- A y + Bz -f- Ct +* D = 0, 

consiste à faire la substitution sur celle des variables qui figure 
dans le groupe linéaire restant (A y + Bz + Cf + D) et dont l’ordre 
de dérivation maximum est le moins élevé dans l’équation traitée. 

On introduit ainsi de nouvelles inconnues successives . t x , t 2 
Zj... y v .. et Von peut , par de simples substitutions , suivre les varia¬ 
tions subies par les inconnues initiales. 

On arrivera certainement ainsi à une équation dans laquelle 
l’ordre de dérivation d’une inconnue est zéro (celle d’une autre 
l’unité), c’est-à-dire à une équation de la forme 

Lh\ P, t) - 0, 


entre des inconnues finales */}, Ç, r. 

Les inconnues initiales i/, z, t , seront des expressions linéaires 
connues des dérivées de Y). £, r. 

Or, si cette équation finale renferme r, on pourra la résoudre, 
sans quadrature , sous la forme 

- = l(r\ P). 

En substituant cette expression de r dans les expressions connues 
de y , z, /, on aura les expressions les plus générales des fonctions 
inconnues t/, z, t, au moyen de deux fonctions arbitraires Y), ’Ç. 

Si l’équation finale ne renferme pas r, on pourra poursuivre la 
réduction sur Ç, et on résoudra la nouvelle équation par rapport 
à Ç lf sans quadrature. 

On aura alors y ) z, t au moyen de deux fonctions arbitraires yj , r. 

Ainsi donc , dans tous les cas , on pourra avoir les expressions les 
plus générales de y , z, $, par de simples substitutions successives r 
et sans aucune intégration , au moyen de deux fondions arbitraires 
<p eJ Les inconnues y , z, s'expriment linéairement au moyen de 
dérivées de <p et jusqu'à un certain ordre . 

On peut obtenir à l’avance, et suivant les cas, les formes générales 
des expressions dé t/, z, t (Cf. Mém. de l’Aut., Journal Ec. Polyt.. 
2 me série, cahier n° 28). 

La généralisation à un nombre quelconque d’inconnues est. 
évidente. 
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Systèmes d'équations. — L’application à un système est alors im¬ 
médiate. En prenant une des équations, on peut avoir les expressions 
les plus générales des fonctions satisfaisant à cette équation au 
moyen de (n — 1) fonctions inconnues nouvelles. Les fonctions ini¬ 
tiales s’expriment linéairement au moyen des dérivées de ces fonc¬ 
tions inconnues. 

En substituant ces expressions dans les équations restantes, il 
reste un système de (m — 1) équations à (n — 1) inconnues, que 
l’on traitera par le même procédé. 

De proche en proche, on pourra donc finalement obtenir toutes 
les inconnues initiales au moyen de (n — m) fonctions arbitraires. 

Système complet. — Si le nombre d’équations est égal au nombre 
d’inconnues (n = m), on arrivera à une seule équation linéaire, à une 
seule inconnue '/}. Cette seule équation sera nécessaire et suffisante. 
Toutes les fonctions initiales s’exprimeront linéairement au moyen 
des dérivées de cette fonction vj : aucune substitution, aucune iden¬ 
tification, aucune réduction de généralité ne seront nécessaires. 

Cette équation finale fixera le nombre de constantes arbitraires 
dont dépend la solution du système. 

On peut d’ailleurs étudier à l’avance l’ordre de l’équation résul¬ 
tante (Voir pour plus de détails le mémoire précité.) 

Systèmes d’équations de la forme : f(dx ly dx 2 , • • • dx n , t) = 0. 

Nous supposons une équation de la forme 

f(dx i, dx Zl • • • dx n} t) = 0, 

entre n fonctions inconnues x Xi x 2 ... x ny d’une variable indépen¬ 
dante t , naturellement homogène en dx v dx a , ... dx ni mais ne dé¬ 
pendant pas de la différentielle dt. 

Telles sont par exemple les équations 

dx* -h dy 2 -h dz 2 — ds 2 — 0, dz 2 = dxdy , 

entre les coordonnées et l’arc d’une courbe gauche, considérés comme 
fonctions d’un paramètre t. 

La fonction / peut dépendre de t. d’une manière absolument 
quelconque. 

Nous allons montrer que Von peut dans tous les cas, et sans signe 
de quadrature , intégrer une telle équation , ou un système de telles 
équations , c’est-à-dire déterminer, au moyen d’un nombre conve- 
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nable de fonctions inconnues, les fonctions les plus générales satis¬ 
faisant aux équations données. 

Soit un tel système 


f\{dx\ i dx 2, * * * dx„, t ) — 0 , • • • fk(dxi , dx 2, • • • dxny t) — 0. 


Les équations étant homogènes en dx x , d:r 2 ... dx n , ne renferme¬ 
ront, par exemple, que les rapports 

dx i . dx 2 > dxn j » 

dxn""'" dx n 

Elles pourront s’écrire 

/»(?., È* . • * 5«_„ 1,0-0,... /,,($„ 1, 0 - 0. 

Ce sont là de simples équations finies entre les (n — 1) variables 
? 2 > ••• rn—i et L Nous pouvons résoudre d'une manière quel¬ 
conque ce système fini et obtenir les expressions de z lf £„ ... | n _ x 
au moyen de (n — 1 — k) fonctions arbitraires de t. Soient a^ag,... a^i 
ces fonctions supposées connues de t. Nous aurons ensuite à intégrer 
le système 

dx i dx* d.r„ _ t 

j'' — fl 1 i 

UXn (IXn dXn 

Nous allons montrer que. quelles que soient les fonctions a v a 2 > ••• 
a n — i et par conséquent quel que soit le système donné, on peut 
disposer de la fonction x n , qui peut être choisie arbitrairement, en la 
prenant sous une forme convenable, mais en lui laissant toute sa 
généralité, de manière à effectuer , sans aucun signe de nnadrature , 
toutes ces intégrations. 

Prenons la première équation 

dx i — a\(t)dxv* x n = 0(|). 

En intégrant par parties, on aura 



Faisons un changement de fonction arbitraire, en posant 
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pourra être une fonction arbitraire comme l’était 6. Il viendra 


= a ! o', - o„ 

a , 



On a donc a; x et x n sans signe de quadrature au moyen de ôi* 
Nous aurons ensuite 


dx a = aidx n = a$’dt. 


En intégrant, 


X% ÆjO — Ç ci %$dt — — J ^7- D 1 

En intégrant encore par parties, 

x> = ajO — 0 ( ( 6 A^r)dt. 

q, [ J \ a \ ! 

Faisons le nouveau changement de fonction arbitraire 

«■ (f: 

désignant la nouvelle fonction arbitraire, nous en déduirons 
successivement 0 l9 puis 0 et on aura alors 

.T5 -— - —j 0j -f- O2. 

ai 


Nous voyons bien que, de proche en proche, et par des substitu¬ 
tions successives, nous pourrons obtenir sans quadrature les expres¬ 
sions les plus générales de x n , x lt x % , ... au moyen d’une fonc¬ 

tion arbitraire 5,^. 

D’ailleurs, il faut remarquer que les formules de transformation 
et les expressions successives de x n9 x v x 2 , ... 1 sont absolument 

indépendantes du système d’équations différentielles donné. 

Toutes réductions faites, nous avons obtenu les formules de 
transformation suivantes : 

Désignons par D (x l9 x % , ... xu) le déterminant 


D(â7j, &2, * * ■ x/ ( ) — 


x 1 f x 2 , • • * X ft 
X> 1 > X 2 , • * • X k 


X^i , 57 * 2 » ' * ’ X^ii 
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fta't = 0',, = 0' 2 , 

a i / 


0 2 


I D ( q <> gj) V _ 


^( a,f L.* " O*) ' 

D(ûi, a?, • • • a*-?, a/^.j) 


l D(a t , a 2 ) I 
= 0'*. 




Les expressions des inconnues successives sont 


0, Xi = a t 0 


37*2 - - Oj —}— 0.) 

a i 


__ n A , D («'> a *) n D («»< « 2 , ai) n 

X k — aie" t • r\ / \ "2 | \/ ' î '3 * ■ * 

a t a) l){ai 1 a if a) 


D(a t , a 2 , • • ♦ a/,-—-» y a/,-) 
®2> * * ’ ak—^ ak-\) 


H- 


0 *. 


Applications. — I. Courbes dont les tangentes appartiennent à 
un complexe linéaire . 

On désigne ainsi les courbes gauches dont les coordonnées x , 
1 /, z, fonctions d’un paramètre u, satisfont à la condition 

(1) a(yz — zy) 4- b(zx — xz) 4- c{xy — yx) 4 - hx ky - 4 - Iz = 0, 

a, b } c, A, /f, Z désignant les constantes du complexe. 

Cette équation n’est pas linéaire, mais on peut la ramener à une 
équation linéaire, et, par suite, appliquer la méthode d’intégration. 
Ordonnons-la par rapport à z ; elle devient. 

z(ay — bx -4 /) 4 - z(bx' — ay') 4 - c(xy' — yx) f- hx f 4 - %' — 0. 

Faisons le changement de variable 

(2) ay — bx 4- l — t, 
et prenons t comme variable indépendante. On en déduit 

ay = bx 4 - t — /, ay' = bx 4 - t 
a(xy — yx') — x(l — t) 4- x. 

L’équation devient 

(3) tz' — z -f- c a [x(l - t) + x] + hx' -+- * (te' - 4 - 1) = 0 
ou 

a(tz' — z) 4 - x (ah bk -f- cZ) — etc' 4- ex -f- Zc = 0. 

Carrus. — Cours de caucul différentiel et intégral. II. 


27 
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Posons pour abréger 

ah t- bk h cl — X. 

On obtient une équation linéaire 
Appliquons la méthode. On peut écrire 

(3') 1) (azt -h X# — ctx) — 2az — 2 ex — k. 

Pour intégrer, il suffit de poser 

(4) 2az - 2c.r — k -- 2X*', 

<p désignant une fonction arbitraire de t. On aura alors 

(5) azt 4 - (X — ct)x = 2Xcp. 

Les équations (4) et (5) donnent x et z au moyen d’une fonction 
arbitraire <p 

r» .1 /C , , k 

x = 2? - t? — 2 ) az ~ cx x? h- 2 * 

L’équation (2) donnera t/. 

Si l’on fait le léger changement de fonction 

ç = 4, + A t, 

il vient 


.t = 2^ — ay ~ bx -\- t — az ~ cx ■+■ X<j/ 4 - k , 

Telles sont les formules les plus générales donnant x , î/, z en fonc¬ 
tion de t , satisfaisant à l’équation (1). 

Si l’on prend le complexe sous sa forme « réduite » 

yz — zy — hx = 0, 

on trouve 

X — 2'\ — tÿ, y r=z t, Z = 

Sous cette forme, on peut étudier'facilement les propriétés géné¬ 
rales de ces courbes, relatives en particulier aux plans osculateurs 
(Appell). Nous avons établi quelques propriétés nouvelles de ces 
courbes. (Voir même Vol. — Complexes de droites.) 

IL Déterminer les courbes gauches les plus générales qui se corres¬ 
pondent avec égalité des arcs , et avec tangentes rectangulaires. 

Si x l9 x 2i x 3 , sont les coordonnées d’un point de la première courbe 
# 4 , a* B , T e , celles d’un point de la seconde, on a les équations 


cL r 2 , -h dx 2 2 4 - dx 2 % — dx 2 <+ -h dx\ -1- <ir 2 6 , 


dx\d± 4- dx^dx K 4- dx^dx* =•- 0 . 



SYSTEMES D EQUATIONS SIMULTANEES 

Les fonctions a lf a a , ... a 6 doivent satisfaire aux équations 
aio 4 4~ a 2 ^ 4- a r , ~ 0, a\ 4- a\ 4- a 2 ,, — a 2 v H a\ 4- 1. 
On peut résoudre ces équations en posant, par exemple, 


On en déduit 


a* = tg <p, a 5 


eos 9 cos <|/ — sin © sin ^ sin 0 


cos 0 cos cp 

puis aj. 

Il suffît alors d’appliquer les formules générales. 

III. Intégrer l'équation dz 2 = dx dy. 

1 

On peut poser dx = adz dy = - dz. 

x = J adz — az — ( za'df -- az — z [f (za! — z / i ). 


Puis, successivement 


y =? I -dz = - z + ( — zd 
J a a J a- 

1 z, / 2a , 
— — z 4~ 2 — ! —r dt* 

a a 1 J a 4 


a ; a- 


zdt~ z 


f°L . z '* 

/ a 2 7 


Faisons le nouveau changement 


2a , 

a . lZ , = z , 


Il viendra finalement 


_ 1 / , «» v' 


al, a 
X — "i ( Z J « 
a V 2a 


2o7 3 2a' 


1 / , a’’ \' a , 

y = aZ lzî Ta') + * 


Telles sont les expressions les plus générales de x> y , z, en dési¬ 
gnant par a et z 2 deux fonctions arbitraires de t. 
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Sommaire. 

Théorème d'existence : Equation du premier ordre. — Equation d’ordre n, — 
Application au second ordre. 

Equation du premier ordre : Equation linéaire. — Solution générale. —• Equation 
non homogène, — Règle pratique. — Applications. — Interprétation géomé¬ 
trique de la méthode. 

Equation aux différentielles totales à trois variables : Applications géométriques. 

Equation de forme quelconque : Intégrale complète. — Recherche en partant 
d’une intégrale complète. — Recherche de la solution singulière. — Equation 
de Clairaut. — Caractéristiques. — Problème de Cauchy. 

Recherche d'une intégrale complète : Méthode de Lagrange et Charpit. — Appli¬ 
cations. 

Méthode de Cauchy : Système fondamental. — Surface passant par une courbe 
donnée. — Méthode de Darboux. —• Caractéristiques. 

Méthode des caractéristiques : Applications. 

Equation à n variables : Intégrale complète. — Recherche de toutes les solu¬ 
tions. Méthode de Cauchy. — Caractéristiques. — Solution du problème de 
Cauchy. 


I. — THÉORÈME D’EXISTENCE 


Considérations générales. — On appelle équation aux dérivées 
partielles toute relation entre une fonction z de plusieurs variables 
indépendantes x ti æ 2v .. x n> ces variables et certaines dérivées par¬ 
tielles de la fonction. 

L’équation est d’ordre n si la dérivée partielle d’ordre le plus élevé 
qui y figure est elle-même d’ordre n. S'il n’y a que deux variables 
indépendantes, nous les désignerons par x , y. Nous désignerons les 
dérivées partielles du premier ordre par p % q , celles du second ordre 
par r, ,s\ t. 

On peut essayer de simplifier une telle équation par un 

changement des variables indépendantes, ou de la fonction. Mais 
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*2 

(es règles des changements de variables montrent que 

l’ordre de l’équation se conserve par toute transformation ponc¬ 
tuelle, ou par toute transformation de contact. 

Pour une équation différentielle d’ordre rc, nous avons vu que la 
solution dépend de n constantes arbitraires. 

Pour une équation aux dérivées partielles d'ordre n à p variables 

. , * 

indépendantes , nous allons montrer, sous certaines réserves, 

que la solution la plus générale dépend de n fonctions arbitraires 
de (p — 1) variables. 


Equation du premier ordre. — Prenons d’abord le cas le plus 
simple (et le plus important par ses applications) celui d’une équa¬ 
tion du premier ordre à deux variables indépendantes. Lette équa¬ 
tion est de la forme 


,i dz dz \ n 

/ Xy If y Zy , “U 

' \ * dX dlj ' 


ou /(: C, 2 /, Z, P , q) = 0. 


Elle dépend de l’une au moins des dérivées partielles. 

Si nous la supposons résolue par rapport à — par exemple, 
nous aurons 


dZ 

dX 


= <P 



Nous allons montrer qu’iZ existe une solution de cette 

équation qui , pour x = x 0 , se réduit à une fonction arbitrairement 
choisie de y, soit z = <]>(?/). 

7 

Nous pouvons, pour simplifier l’écriture, supposer x 0 — 0, 

ce qui revient comme nous l’avons fait bien souvent, à prendre 
comme nouvelle variable (x — x 0 ). 

Si nous supposons la fonction z développable en série de Mac- 
a 

Laurin, nous aurons un développement de la forme 


z 


Zo 


-+~ X 


/ àz \ 

X 2 

/ d 2 z\ 

\dX^ 

o + 2 ! " 

' dx 2 l 



les coefficients du développement étant des fonctions de y 

seulement. 

Nous allons montrer que l’on peut calculer tous ces 
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coefficients et même, que Ton peut calculer non seulement ios 
dérivées partielles par rapport à x y mais toutes les dérivées par 
rapport à x et à y pour x = 0. 

Tout d’abord on a 


Zo z(o, y) = ty(y). 


P.X 


Ensuite, les dérivées partielles par rapport à y s’obtiennent en 

dérivant la fonction '|>(i/), puisque, pour x = 0, z se réduit 

La dérivée première par rapport à x y est donnée par 

l’équation elle-même, puisque, pour x = 0, on connaît (~~ ) 


(J* ) o : = ?(o, y, Hy), V(y)). 


1 


Si l’on dérive cette équation par rapport à y un nombre 
quelconque de fois, on aura toutes les dérivées d’un deuxième 
groupe, celles où x ne figure qu’une seule fois. 

Ces dérivées étant obtenues, en dérivant l’équation par 
rapport à x y une fois, puis par rapport à y y k fois, on aura toutes les 


dérivées — k c’est-à-dire toutes les dérivées d’un troisième groupe, 
celles où x figure deux fois et ainsi de suite. 


OJ 


On voit donc que l’on peut obtenir de proche en proche 
toutes les dérivées partielles, et en particulier toutes les dérivées 

( ^a ) f et par suite le développemment de z .; 

Mais il est bien évident que le résultat que nous avons obtenu 


n’est pas suffisant. Nous avons construit le seul développe¬ 

ment possible de la fonction z (en admettant qu’elle soit développable 

5. a 

en série de Mac Laurin). 11 reste à démontrer que ce déve¬ 

loppement est convergent. 

Nous ne démontrerons pas cette convergence, résultat établi 
sous certaines conditions par Cauchv et M me Kowaleska. 

. * 

Mais en supposant établie la convergence de cette série, 
cette série représentera bien une fonction z(x, y) qui satisfera à 
l’équation aux dérivées partielles et qui, pour x = 0, se réduira 

à ?(*/)•. 
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En effet, si la fonction 2 /> z, ^ ) est holomorphe par rapport 

aux quatre variables, z et ^ étant eux-mèmes fonctions I 10 I 0 - 

<> 

morphes de a: et y , si on les substitue dans 9 , le résultat 

deviendra fonction holomorphe de x et y. D’ailleurs est aussi 

H 

fonction holomorphe de x et y. Ces deux fonctions admettant, 

d’après la façon dont on a déterminé les coefficients du développe¬ 
ment, mêmes dérivées partielles de tous ordres, par rapport à x et ?/, 
les deux fonctions sont identiques et par suite la fonction z(x y) 
ainsi construite satisfera bien à l’équation aux dérivées partielles. 

Enfin le calcul meme des coefficients du développement montre 
que, s’il existe une solution holomorphe de l’équation se réduisant 

à cette solution est unique. 

0 

Elle dépend bien d’une seule fonction arbitraire d’une 

seule variable. 

Signification géométrique. — Ee théorème que nous venons d’éta¬ 
blir montre qu’il existe une solution z — /(a?, y) de l’équation, telle 
que la surface qu’elle représente passe par une courbe arbitraire¬ 
ment choisie 

x = 0, z = <%) 

du plan des yz (ou d’un plan parallèle au plan des yz). 

11 peut y avoir des cas d’exception, correspondant aux cas pour 
lesquels le théorème de Cauchy ne serait pas applicable. 

Exemples : 

dz 

1° Nous avons supposé l’équation résoluble par rapport à ^ ‘ 
S’il en est autrement, le théorème peut être en défaut. 

Il en est ainsi, par exemple, pour les équations de la forme 

/(•*■’J) °- 

2 ° Nous avons supposé que, cette équation étant résolue par 
rapport à le second membre <p(^x,y, z, était holomorphe aux 

environs de x = 0. Il n’en serait pas ainsi, par exemple, pour 
l’équation 
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Surface passant par une courbe quelconque. — Au lieu de cher- 

Ot, V 

cher une surface passant par une courbe du plan des yz % il 

est naturel de chercher une surface passant par une courbe plane 
quelconque et môme par une courbe quelconque, plane ou gauche. 
Il est facile de démontrer que l'équation admet des solutions. Don¬ 
nons nous en effet la courbe gauche 

x = %), z = :%). 

Faisons un changement de variables en posant 

5 = x — M y)> t i = y- 

°i 

z devient une fonction de Y). Nous obtiendrons une équa¬ 
tion transformée du meme ordre 



bZ dz 
bV drt 



Cette nouvelle équation admet une solution qui, pour S = 0, se 
réduit à une fonction arbitrairement choisie z = jx(yj). 

Donc, Téquation donnée admet une solution qui pour x = \(y) 

P 

se réduit à une fonction z = u(?/) et qui passe par conséquent 

par la courbe gauche choisie. 

Il peut y avoir des cas d'exception correspondant à ceux du para¬ 
graphe précédent. 


Equation d’ordre n. — Considérons maintenant une équation 
aux dérivées partielles d’ordre n 


F (*> y> *» 




bZ dZ b 2 Z 
bx 9 by 9 dX if 


à n Z 

' bx n ' 


b n Z 
■ by" 


== 0. 


Nous la supposerons résoluble par rapport à l’une de- 


dérivées « carrées » et mise sous la forme 

bX n 


b n z 

bx n 



y , 


b*z 

by n 


)• 


* 

Nous allons montrer qu’iï existe une solution de cette 

équation qui satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° Pour x = 0, elle se réduit à une fonction arbitrairement choisie 


de y , soit z = (f 0 (y). 
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2° Toutes les (n — 1) premières dérivées partielles par rapport 
à x se réduisent , pour x = 0, à des jonctions arbitrairement choisies 
de y. 



Nous emploierons exactement le môme mode de démons¬ 
tration que pour l’équation du premier ordre. 

H 

Si nous supposons la solution holomorphe aux environs de 
x = 0, elle sera représentable par une série de Mac-Laurin 


z — z Q 


X I èz \ 

ï * àx * 0 


n ! 


a n z \ 


-4 


les divers coefficients de cette série étant des fonctions de y. 

? 

Il suffit donc de calculer toutes ces dérivées. 

Nous allons montrer que les conditions imposées à la solution 

o 

permettent., non seulement de calculer, les dérivées par 

rapport à x , mais toutes les dérivées partielles de tous les ordres 
par rapport à x et à y y pour x = 0, 

Nous appellerons « dérivées du groupe /c », toutes les dérivées prises 
k fois par rapport à x , et un nombre quelconque de fois par rapport 
à y. 

h 

En effet, nous avons déjà un premier groupe de dérivées, 
celles prises par rapport à y seulement (groupe zéro) : 

Puisque, pour x — 0, z se réduit à f 0 (y), les dérivées de z 

par rapport à y seront simplement les dérivées de 'f 0 (//)- 

§i cr 2 

Prenons les dérivées du premier groupe. Puisque 

pour x = 0, ~~ se réduit à la fonction donnée (pi(y), les dérivées du 
premier groupe se réduiront aux dérivées de y x (i/). 

Nous aurons de même les dérivées du groupe k (k < n — 1) 
en dérivant par rapport à y la fonction fk(y). 

Ainsi donc, nous avons toutes les dérivées des (n — 1) premiers 
groupes. 

L’équation donne elle-même en fonction des dérivées 
a 

que nous venons de calculer. En dérivant par rapport à y 
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les deux membres de réquation, un nombre quelconque de fois, 
nous n'introduirons au second membre que des dérivées connues 
(pour x = 0) et par conséquent nous pourrons calculer toutes les 
dérivées du groupe n. 

En dérivant alors une fois par rapport à x les deux membres 
de l’équation, et par rapport à y un nombre quelconque de fois, nous 
aurons toutes les dérivées du groupe (n + 1) en fonction des déri¬ 
vées du groupe n maintenant connues. 

ta 

On voit donc que, de proche en proche, nous obtiendrons 
toutes les dérivées, de tous les groupes, de z. 

Nous pourrons alors appliquer la formule de Mac-Laurin. 

£ 

Il restera naturellement à démontrer que ce développe¬ 

ment est convergent. Niais comme dans le cas du premier ordre, 

si ce développement est convergent, il représentera 

une fonction qui satisfait aux conditions imposées et vérifie l’équa¬ 
tion aux dérivées partielles. 

De plus, la démonstration montre que la solution ainsi obtenue 
est la seule solution holomorphe possible de l’équation. 

Application. — Si nous prenons une équation aux dérivées par¬ 
tielles du second ordre à deux variables indépendantes 

f{x, y, Z, P> q , r , 5, t) = 0 

7 2 

le théorème de (’auchy montre que, sous certaines réserves, 

il existe une solution holomorphe qui se réduit à une fonction donnée 

de y , pour x = 0, et telle que la dérivée ** se réduise à une autre 

fonction donnée de y. Comme la dérivée ^ est également connue, 
</ 

on voit que le plan langent est déterminé en tout point de la 
•courbe donnée, 

P 

Géométriquement, la solution dé Lauchy consiste donc à 

déterminer une surface intégrale passant par une courbe arbitraire¬ 
ment choisie du plan des yz } et tangente, en tous les points de cette 
courbe à une développable arbitrairement choisie. 

Sauf exceptions, le problème n’admet qu’une solution. 
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Courbe Quelconque. — Comme dans le cas de réquation du pre- 

a 

mier ordre, un changement de variables permet de déter¬ 

miner la surface passant par une courbe gauche quelconque et ins¬ 
crite le long de cette courbe dans une développable donnée. 

Il y aura des cas d’exception, comme pour les équations du pre¬ 
mier ordre. 


II. — ÉQUATION DU PREMIER ORDRE 


Nous allons étudier les équations aux dérivées partielles du pre- 

ï 

mier ordre. Nous allons d’abord prendre le cas le plus simple, 
celui de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre linéaire 
et homogène par rapport à ces dernières. 


Equation linéaire. — Si z est la fonction de n variables x 2 ,... x n , 
cette équation est de la forme 


X, °* h X, — 
dÆ t dx 2 


= ° 

i)X n 


Xi, X 2 ,. * x n étant n fonctions que nous supposons d’abord 
dépendre seulement Se x Xf x 2 ,... x n (et non de z). 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Les solutions de réquation 


v dZ -v àZ 

Xi -- -4- \ 2 4- 

dÆj dX% 


x„ 


sont les intégrales premières du système d*équations différentielles 


dx\ 

X, 


dx« __ 

x 2 


dix,, 

X„* 


(h) 


(S) 


Nous avons déjà fait cette démonstration. Nous allons la rappe¬ 
ler ici. 

’ô 

Nous allons montrer que toute intégrale première du sys¬ 

tème S est solution de E et inversement. 

Le système S définit (n — J) des variables en fonction de la der¬ 
nière, par exemple de et son intégration introduirait {n 1) 
constantes arbitraires, qui peuvent être les valeurs initiales de ces 
variables pour une valeur initiale de x x , soit .r l0 . 
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Une intégrale première de S est donc de la forme 
f(x i, Xi, • * * X n , c) — 0 
ou, résolue par rapport à c, de la forme 

o = /(as,, as*, • • • as.). 

L’intégrale première, z = f(x ly x n ), est donc une fonction 

(j 

qui reste constante lorsque les variables varient de façon 
d 

à satisfaire à S. On doit donc avoir 


(2) ~ dx i -h dx> -h • • • -f- 1)2 — 0. 

îktî a#,, 

a i 

D’ailleurs, les variables satisfaisant à S, on peut remplacer 

dx 2 ,.„ dx n . par les quantités proportionnelles X 1? X 2 ,... X n . 
On a donc aussi 


(3) 


X, ~ z h- X,- 




■ àXi 


4- X n Ü* 
dx n 


Lette relation (3) est donc satisfaite pour tout système des 
variables satisfaisant à S, en particulier pour les valeurs initiales 


X \(\, X-20f • • • X„o» 

Mais, a quelques réserves près, ces valeurs initiales peuvent elles- 

(u 

memes être arbitrairement choisies. La relation (3) est donc 

satisfaite quelles que soient les valeurs de x l: x 2 ,... xn. 

La fonction f(x ti x 2l .-. x n ) satisfait donc bien à E = 0, identique¬ 
ment. 

' lf ' 

Inversement, donnons-nous une fonction f(x x , x n Y 

satisfaisant à E = 0. Par hypothèse, on aura identiquement 


X 


.?/ 

dXi 


x 2 


H 

■ dx 2 


X„ 


dX n 


0. 


Mais si, en particulier, x li r 2 ,... x n varient de façon à 

a 

satisfaire à S, on peut remplacer X x , X 2 ,.** X n par les quan¬ 

tités proportionnelles d: r 1? dx 2y ... dx n et par conséquent, pour tous 

o 

les systèmes de variables ainsi assujetties, on a 


(4) 


4^, 

àx t 


*L 

àXi 


dxi 


.?/ 

dXn 
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’est-à-dire 


/(#!, Xi •• • Xn) — const. 


f(x i, x % ,... Æ n ) est donc bien une intégrale première de S. 

Ainsi toute solution de E permet d’avoir une intégrale de S et 
inversement. 

Ç 

Solution générale. — Supposons donc que l’on ait obtenu 

*2 

la solution générale du système S. C’est par hypothèse un 

système de (n — 1) intégrales premières indépendantes 

Zj {X\y #2» * * * X n ) ==ï C\ y Z^Xtf Xi, * • * X n ) = Ci • • • Zn—l (#1? Xi, • • • a?„) ==■ C n _(. 

*2 

Elles sont donc telles, que l’un des déterminants d’ordre 

(n — 1) déduits du tableau 


dZi 

bZ t 

dzt 

dÆ/ 

dXi' 

àX„ 

ôZj 


dZ 2 

àXi 


dX n 

i>Z.,„, 


àZ„_j 

ôXi 


àX n 


soit différent de zéro. Chacune de ces fonctions 
à E, On a donc 

x,^' + ... + X ? 2 ‘=0 

dX, üXn 


satisfait 


Soit alors z(x x , .r 2 ,... x n ) une autre solution quelconque de E. 
On doit avoir aussi 

x, -4- . • • -t- x„ - az - = 0. 

àX { àX„ 

Le rapprochement de ces équations montre que le déter- 


dz 

dZ 

àX\ 

dXn 

àZ\ 

ôZt 

àXi 

t )Xn 


... bZn -' 

dXi 

<>Xn 
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est identiquement nul. Il y a donc nécessairement une relation entre 

z, z ly Zjj,• • • 2 ^ 1 . Comité on suppose qu’il n’y a pas de relation entre 

d 

*av V-i> cette relation dépend certainement de*z. On 

peut donc la mettre sous la forme 

z = $(Z|, Z 2 , • • • Zrt—i). 

La solution quelconque z est donc une fonction des solio 
tions connues z x , Z2,..» V-Elle peut d’ailleurs être absolument 

^1 

qiuelconque. En effet, si l’on prend une fonction quelconque 

de z u z*... v-i, soit 

Z —■ &(z t , Z2, •• * Zr,._i). 

O 

On aura 

i>Z dtf àZ, rtZj dff az»~i 

dX, dZj dJC; dZ 2 Oa;,- dZn_t OÆ; 

Oi 

En multipliant toutes les égalités analogues par le facteur 
correspondant X f , et faisant la somme, on aura 

SX; — = — £X ( — + — S X< -^ 

dXi àZ t àX L dZ 2 dXi 

p 

Or, les différentes sommes qui figurent au second membre 

TT 

sont nulles, puisque z l5 Zj,... z* sont solutions de E = 0. 

Donc 

£Xj hi - = 0, 

dXi ’ 

et z est bien solution de E = 0. 

R 

Conclusion. — Si Von a obtenu la solution générale du 

système S au moyen de (n — 1) intégrales premières indépendantes 
mises sous forme 

* Z\ —— Ci, Z 2 — C;, * * * Zn__i — Cn—~ i, 

la solution générale de E = 0 est de la forme 

9 désignant une fonction arbitraire, 

p 

On constate que la solution de E = 0 dépend bien d’une 
fonction arbitraire de (n — 1) variables indépendantes. 
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Equation non homogène. — Soit maintenant l’équation linéaire 
non homogène 

X, ~~ -+• Xi ?* 4-h X„ = Z, 

dx l d;r« 

Xj, X 2v .. X n , Z désignant (n + 1) fonctions données de x l9 x 2 ,... x n 
et aussi de z. 

Supposons que la solution dépende au moins d’une constante arbi¬ 
traire c. En la résolvant par rapport à cette constante, onia mettrait 
sous la forme 

u(x 1 , X>, ••• X„, Z ) = C. 
a 

Nous chercherons donc à déterminer u , telle qu’en posant 
u = const. 

la fonction z déduite de cette équation implicite soit solution de F. 
pour chaque valeur de c. 

l)e (1), on déduirait les dérivées partielles de z par rapport 
aux x par les relations 

du 

du du dZ _ Q dz __ dXi . 

dXi dz dXi ’ dXi du 


En substituant dans E, on voit que la fonction u devrait 
satisfaire à l’équation 


+ Xn + Z Û “ 

dXn 


Pour un système arbitraire de valeurs de x x ,x 2 ,... x n cette équa¬ 
tion devrait être satisfaite pour les valeurs de z satisfaisant à (1). 

p 

Mais, comme c peut être arbitraire, il en est de même de z 

puisque, en donnant à z une valeur quelconque, il suffit de choisir 

to 

c = u{x x , x n , z). La condition E' doit donc être satis¬ 

faite, quelles que soient les valeurs de x x , x 2 ,... x n et z. 

C’est une équation linéaire et homogène analogue à E. 
mais définissant une fonction u de (n + 1) variables indépendantes, 
a, 

Nous pouvons ramener son intégration à celle du sys¬ 
tème 

dx t dij _ dx n dz /c/\ 

x7 ~~ x7 — Xn “z v 
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^1 

En intégrant S', on obtiendrait un système de n intégrales 
premières sous la forme 

Uj {X\ j ’ * * Xn, z) —— Cj , ll'i —— C^y • • • Un — Cn. 

La solution générale de E' s’obtiendrait en posant 
u = «9(u,, u 2 , ••• u»), 

# étant arbitraire, et pour déterminer la fonction z , il fau¬ 

drait donc poser 

#(u,, U 2 , “-Un) — C, 


c’est-à-dire tout simplement 


^(u,, u 2 , ••• Uv) = 0, 


En résolvant l’équation E' ou le système S', on obtient bien 
toutes les solutions de E, sauf peut être toutefois, quelques solutions 
exceptionnelles ne dépendant d’aucune constante arbitraire. Les 
solutions seraient des solutions « singulières » de E. 


R 

Résumé : Règle pratique. — 


V équation 


X, 


ùz 


f- X* 


dZ 

' dX> 


.. -p 


En résumé y étant donnée 



= Z f 


on intégrera le système différentiel à (ri + 1) variables 
dx i _ dx-i _ _ dx n _ dz 

x; ~ x; - Xn~T 

Si 

Ui(x h Xi, ••• X„, z) — Ci,' ' U n (x v Xi, • • * Xn, z) — C„, 

sont n tntégrales premières indépendantes, la solution générale de E 
s'obtiendra en posant 

U 2 , Un) -= 0 . 


Applications. —- Nous appliquerons cette méthode à l’intégration 
des quelques équations aux dérivées partielles que nous avons 
établies au début du Cours (familles de surfaces dépendant de cons¬ 
tantes arbitraires, etc.). 

1° Équation aux dérivées partielles des cylindres. Soit 


dZ 
1 dX 


à y 


c, 


a, b, c désignant trois constantes. 
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Nous aurons à intégrer le système 

dx dy _ dz 

abc 

Nous en déduisons deux intégrales premières 


ex — az = ci, ci) — bz -~=z c 2 . 
La solut ion générale s’obtient en posant 


fl (ex — az, cy — bz) — 0. 

C’est l’équation d’un cylindre dont les génératrices sont 
parallèles à la direction a, b , r. (intersection des deux plans 
ex — az = 0, cy — bz = 0). 

7 

Géométriquement, l’équation signifie que, en tout, point 

de la surface intégrale, le plan tangent est parallèle à la direction 
fixe a, b , a. Nous trouvons donc que cette propriété est caractéris¬ 
tique des cylindres. 

2° Soit l’équation 




/ \ <>z / \ <>z 

Nous aurons à intégrer le système 


P 


dx _ dy _ dz 

*0 ~ y — Uo ~~ 2 ~ V 
Nous en déduisons les deux intégrales 



U) 

Par suite, la solution de l’équation s’obtient en posant 

0. 

\z — z„ z — z 0 

C’est l’équation d’un cône quelconque de sommet .t 0 , î/ 0 , z 0 . 

n 

Géométriquement, l’équation exprime que le plan tangent 

en tout point d’une surface intégrale passe par le point fixe x 0 , y 0 , z 0 . 
Cette propriété est donc caractéristique des cônes. 

3° Soit l’équation 

(bz — cy) — (ex — az) * Z = ay — bx . 

v àx v dy 

Garrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 28 
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^1 

Il faut intégrer le système 

dx _ dy _ _ dz 

bz — cy ~~ ex — az ay — bx ' 

a 

En multipliant les numérateurs et dénominateurs par 
a, b , c et les ajoutant, on obtient la combinaison intégrale 

udx 4- bdy -h cdz = 0 d'où ax -h by 4- cz = c r 

De meme, en multipliant par x , y , z, et ajoutant, on 

obtient 


U) 


P 

d’axe 


xdx 4- ydy -f- zdz — 0 d’où x * + y 2 + z 1 = Ca. 

La solution générale s’obtient en posant 

&(ax -h by -h cz y x ù H- y 1 4- z~) = 0. 

C’est l’équation d’une suface de révolution quelconque 


x y z 

a b c* 


L’équation exprime 
perpendiculaire au plan 


que le plan tangent en un point est 


(bz — cy)X -h (ex — az )Y 4- (ay — bx )Z — 0. 


Or ce plan 
droite fixe 


est le plan qui passe par le point x , t/, z et la 


X = y Z 
a b c * 


Cette propriété est donc aussi caractéristique des surfaces de 
révolution. 

4° Equation des fonctions homogènes 


dZ dz 

x — 4- y — mz. 
u ày 


dX 


Il faut intégrer le système 


On en déduit 


dx dy dz 

x y mz' 
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La solution de l’équation est donc 



Interprétation géométrique de la méthode. — Prenons simplement 
le cas de deux variables indépendantes et considérons l’équation 


(E) X — + Y — — Z 

dx ùy 

X, Y, Z étant des fonctions données de x y y, z. 

À chaque point x , y, z de l’espace nous lierons la droite I) parallèle 

<7 

à la direction X, Y, Z. L’équation (E) exprime alors que, en 

chaque point d’une surface intégrale, le plan tangent contient la 
droite 1) correspondante. 

Appelons « courhe caractéristique » toute courbe qui, en chaque 
point, est tangente à la droite I) qui lui est liée. 
a 2 

Les courbes seront définies par les équations 


dx dy _ dz 

X ~ " Y 7 / 




En les intégrant, nous introduirons deux constantes arbi 
traires et nous aurons des équations de la forme 


y , z) — c ty ih{x, y y z) — c>. 


Prenons une surface quelconque lieu de ces courbes, en établis¬ 
sant une relation quelconque entre c l9 c 2 , soit {P(c lf c 2 ) = 0. 
L’équation de cette surface sera 

«7(ui, u-j) = 0. 

P»° . 

En tout point de cette surface, la droite P, qui est tan¬ 
gente à la caractéristique correspondante, sera tangente à la sur- 

(u 

face elle-même. Cette surface est donc une surface intégrale 

de l’équation : On retrouve la règle obtenue. 

Mais il faut montrer que, réciproquement, une surface 

intégrale quelconque peut être obtenue de cette manière. 

Il suffit de montrer que, par tout point d’une telle surface, 
passe une caractéristique. 
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... 12 

Kn effet, par définition, en tout point de eette surface la 

droite T) associée au point est tangente à la surface. Partant d’un 
point quelconque de la surface, nous pouvons donc définir sur 
* 

celle-ci, une courbe satisfaisant à la condition d’ôtre en 

chaque point tangente à la droite D correspondante, (l)éfinition ana¬ 
logue, comme nous le verrons, à celle des lignes asymptotiques, 
des lignes de courbure.) dette courbe sera la courbe caractéristique 
passant par le point. 

Analytiquement, donnons-nous une surface intégrale quelconque 
f(x, y , z) = 0. Supposons les coordonnées x, ?/, z d’un point expri¬ 
mées en fonction de deux paramètres n, e. 

Nous pouvons considérer les courbes de la surface satisfaisant 
à l’équation différentielle 


ch 

X' ~ Y 


équation dans laquelle nous supposons x , y, z ainsi que dx, dy 

O 

exprimées en fonction de n, e, du , ds>. Cela reviendra à 

établir entre u , v une certaine relation et par conséquent à définir 
une courbe de la surface. Nous voulons montrer que, si on se déplace 

sur la surface, les rapports ci-dessus sont encore égaux à • 

'h 

Kn effet l’équation de la surface définit une fonction z(x, y) 
et on aurait identiquement 

clz --- pdx a- qdy 


quelles que soient les variables indépendantes. 

?j i 

D’autre part, puisque la surface est solution de l’équation % 
on a aussi 


pX -t- 7 Y — Z rrr 0 


quelles que soient aussi les variables indépendantes au moyen des¬ 
quelles on exprime .r, ?/, z. 

7 , 


Si donc nous multiplions les numérateurs et dénomina¬ 
teurs des rapports ( I ) par p et 7 , et si nous les ajoutons, nous obtien¬ 
drons bien comme rapport égal y* 
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Mais alors, dans les équations 

dx __ dy _ dz 

x V " z 

plus rien n’oblige à considérer que x , ?/, z sont exprimées en fonction 
de u , <», ni que Ton connaisse, la surface intégrale. Ces équations 
suffisent ,4 déterminer des relations entre x, y , z. Elles sont indé¬ 
pendantes de la surface intégrale que l’on avait prise comme point 
de départ. On peut donc considérer « a priori » ces courbes : on 

tu 

retrouve les caractéristiques. Une surface intégrale sera un 

lieu de caractéristiques. 


Solution du problème de Cauchy. — Si, pour résoudre le problème 
de Cauchy, nous voulons déterminer une surface intégrale 

a, cp 

qui passe par une courbe donnée plane ou gauche, il suffira 

de prendre les caractéristiques qui passent par les divers points de 

la courbe donnée. 

o 

Le lieu de ces caractéristiques constituera une surface, à 

moins que la courbe donnée ne soit elle même une carac¬ 

téristique. 

Par exemple, si la courbe a pour équation 

x = X(j), y = nj) t z -- v(t) 

et si les caractéristiques ont pour équations 

ut(x, y , z) — C|, Ui(x, y , z) = c 2 
on exprimera que 

U,(X, fl, v) -- Cj, II 5 (X, fl, v) — c._, 

P 

ont une solution commune en t. En éliminant t entre ces 
deux équations, on obtiendra la relation à établir entre et c 2 . 

Problème. — On peut se proposer de déterminer une surface in¬ 
tégrale circonscrite A une surface ^ donnée , le long d'une courbe T 
(à déterminer). 

11 suffit évidemment de connaître cette courbe. Si la sur¬ 
face donnée est connue sous forme paramétrique 

=- X(m, e), y — [i(w, e), z -- v(u, e), 
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. S 1 

il suffit de connaître la relation entre u et p. Or, 

puisque en tout point de cette courbe, la surface et la surface inté- 

grale sont tangentes, et puisque, en tout point de la surface 

intégrale la droite 1) est tangente à la surface, elle le sera aussi à 

G i 

la surface 1. En tout point x, y y z, de F, les coefficients direc¬ 

teurs de 1) sont X, Y, Z. Kxprimons-les au moyen de u, v. Nous 
les représenterons par X, Y, Z. Il suffit d’écrire que cette direction 

O 

est contenue dans le plan tangent à On a donc immédia¬ 

tement la condition 


Xl) u,v 


Yl) u,ç -» ZD u,i> = 0. 

z y x x, y 


Telle est la relation entre u et v qui déterminera la courbe T. 

a, o 

On a alors simplement à déterminer une surface inté¬ 
grale passant par une courbe donnée. 


III. — ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
A TROIS VARIARLES 


Définition. — On appelle « équation aux différentielles totales » à 
trois variables une équation de la forme 

(1) P(x, y y z dx +- Q(æ, y y z)dy 4- R(*, y, z)dz = 0. 

Si R((æ, t/, z), par exemple, est différent de zéro, on peut la mettre 
sous la forme 

dz = M(æ, y y z)dx 4- N(æ, y, z)dy . 

<J 

Intégrer cette équation revient à chercher, si elle existe, 

une fonction z de x, y , satisfaisant identiquement à cette équation. 

Pn 7 i 

Si M et N ne dépendent que de x f y , c’est une équation 

*2 

aux différentielles totales ordinaires, et nous savons déjà 

que ces fonctions doivent satisfaire à la condition 

ôM _aN 

dy dre* 

Il est évident que, dans le cas général, les fonctions 


♦ 



ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


439 


M(a?, y , z), N(a?, y , z) doivent satisfaire également à une ou plu¬ 
sieurs équations. 

^1 

L’équation revient en effet aux deux équations 


(i) 


dx 


= M(*, v, *). 




= 2 /» *)< 


Ce sont deux équations aux dérivées partielles qui doivent 

admettre une ou des solutions communes. Nous aurons 

déjà une équation de condition en égalant les dérivées secondes 


O 


de (I) 

( 2 ) 


d 2 Z d ? Z 

dxdy ’ dydx * 

Nous obtenons ainsi, en les explicitant, et tenant compte 


dM v dM 

-—h N — 

by dZ 


à N ,, ?>N 
-h M- 

dX 


Cette équation nécessaire s’appelle « condition d’intégrabilité ». 

C’est, donc là une nouvelle équation à laquelle doit satis¬ 
faire z. 

Mais cette équation ne dépend pas des dérivées cfè\z. 
I)eux cas se présentent : 

P + 

À) L’équation (2) n’cst pas satisfaite identiquement. 

Elle définit alors une fonction z(x, y), (/est la seule solution qui soit 

possible, mais il faut voir si cette fonction satisfait bien 

à l’équation (t). 

Sinon le problème est impossible. En particulier si la condition (2) 
ne renferme pas z, le problème est évidemment impossible. 

B) L’équation (2) est vérifiée identiquement. 

’L a 

Nous allons montrer qu’elle est alors suffisante, et que 
l’équation donnée ou le système (ï) admettent une infinité de solu¬ 
tions dépendant d’une constante arbitraire. 

*>lr Ç 

Nous prendrons d’abord l’équation 


dz 

dX 


- = M(a?, y t z). 


C’est une équation aux dérivées partielles, mais 


que 
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nous pouvons considérer comme une simple équation différen- 

^1 

tielle entre z et v, y ne figurant que comme paramètres. En 

l’intégrant, nous aurons donc un résultat de la forme 

z - <p(a\ y y X) 

X désignant une certaine constante par rapport à x, mais que nous 
pouvons considérer comme dépendant de y. 

°i> ; 

Voyons si l’on peut déterminer une fonction 'k(y) de ma¬ 
nière à satisfaire à la deuxième équation (I). 

*1 

Nous savons déjà que 

— M(z, ?/, <t(x, y , X)) 

identité en x , y y l y considérées comme trois variables indépendantes. 

P 

Nous devons avoir 

?/, <?(*, y , X)) =r-= y,/ C 

? ..... . 
(/est là une équation qui devrait définir une fonction À 

dépendant de y seulement. Elle s’écrit 

d/ _ * — 

Le second membre devrait donc être, comme le premier, 
indépendant de x. Nous devrions avoir 



Dans cette équation, nous pouvons remplacer <p' a par sa 

valeur, et aussi y n yx et y"xr 


,ti __ 

r xy — 








9 7 * 


a\l 

cVf 


•?x- 


En substituant dans (4), et divisant par cp x ' il vient 


a N aN f 

dx dZ J 

a M 

dM , 

v aM 

*y 


.N - • 

dcp 

c’est-à-dire 

a N 

.. aN 

f- M 

__ aM ^ , 

m sM 

f>X 

dZ 

*y 

az 


(/est la condition d’intégrabilité. 
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tu 

Le second membre de l’équation (3) est donc bien indépen¬ 
dant de x. Cette équation se réduit certainement à une équation de 
la forme 

dX ,. 

dy = -(2/, '•)• 

Si 

C’est une équation différentielle entre y et Elle donne 
> “ Hy, c) 

c désignant une constante arbitraire. En substituant À dans la 
valeur de z, on a bien une fonction dépendant d’une constante 
arbitraire et satisfaisant aux deux équations (I) ou à l’équation (1). 

U) 

La condition d’intégrabilité (2) est donc bien nécessaire et 
suffisante. 


Application. — Soit l’équation 

y (y — z)dx H- x(x — z)dy t xydz — 0. 

On pourrait vérifier que la ,condition d’intégrabilité (2) 
est satisfaite identiquement. 

Cette équation se ramène aux deux équations 

dz z — y dz z — x 

dx x dy - y 

*i 

Si nous intégrons la première, (en considérant y comme un 

O 

paramètre) (c’est une équation linéaire) nous obtiendrons 

z — y =~- Xt 

). est une certaine constante par rapport à .i\ mais que nous 

considérons comme une fonction de y. 

Voyons si l’on peut satisfaire à la deuxième équation. 

En subsituant z, on trouve 

. -\ i/4- x'hiy) — x 

I 4- xh'(y) ^ 


Après simplification, elle se réduit à 


v (</) = 


Hy) - i 
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a 2 

Ce résultat montre que la condition d’intégrabilité est sa¬ 

tisfaite. 

En intégrant cette dernière équation, on obtient 

X — 1 = CI/ 

(i) 

c désignant une constante arbitraire. On a donc finalement 

z = y “4- x(l -F- et/), z = x -F- t/ -F- caa/. 

Cette solution dépend d’une constante arbitraire c. 

Remarque. — Dans la pratique, on commencera naturellement 
par intégrer celle des deux équations qu’il est le plus facile d’inté¬ 
grer. 

? 

Cas de l’équation P dx + Qdy + Rdz = 0. — Il suffit 

de mettre cette équation sous la forme précédente. On aura 


M = — 


N = — 


O 


R’ ” “ R* 

* 

En écrivant la condition d’intégrabilité, on obtiendra 


,>(*Q 

\ Az 


aR | 


I a R 
' dx 


A P 
A Z 


l) - »( 


aP 

d U 


■ î 9 , = o. 

àX ' 


Comme il fallait s’y attendre, elle est symétrique en x , t/, z . 
(Il faut retenir cette formule). 


Applications géométriques. — Associons à chaque point de l’es¬ 
pace, la droite issue de ce point, de coefficients directeurs P, Q, R, 
ou le plan 

P(X — x) 4- Q(Y - y) \~ R(Z - z) -= 0. 

Cherchons s'il existe une surface admettant en chaque 

point le plan associé comme plan tangent {ou la droite comme nor¬ 
male). 

Si z = f(x f y) est l’équation de la surface, l’équation du 
plan tangent en un point x , ?/, z, est 

Z - a = - (X — *) 4- ~ (Y - y). 

dx x ' A y x t* J 
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p 

On doit donc avoir 

àz P dZ Q 

bx H ’ ày R * 

p 

Ce sont les deux équations qui expriment que l’équation 
P dx -H Q dy H R dz = 0 

est une équation aux différentielles totales. 

°2 . . . . . ' 

Si la condition d’intégrabilité est satisfaite, il existe 

non pas une surface, mais une infinité de surfaces dépendant d’une 
constante arbitraire. 

2° Donnons nous une « congruence » de courbes dépendant de deux 
paramètres, sous la forme 

/■(*, y y z ) '■= fA x , y y z ) — c 2 . 

Cherchons s'il existe une famille de surfaces S qui leur 

soient orthogonales. 

? n> ; 

Par chaque point de l’espace, passe une courbe de la fa¬ 
mille et nous pouvons associer à ce point la tangente à la courbe. 

*2 

Les coefficients de direction de cette tangente, sont propor¬ 

tionnels aux déterminants 


? 


L) 


'/, Z 

fut*' 



L) 


r > '/ 

/.,/•/ 


Nous devons donc voir s’il existe une surface qui admette, 
en chacun de ses points la droite comme normale. 


p 

C’est le problème précédent. Si la condition d’intégrabilité 
est satisfaite, il existera une infinité de surfaces dépendant d’une 
constante arbitraire. 


Par exemple, si l’on donne une congruence quelconque de 

p 

droites, cette congruence n’est, en général, pas formée de 

normales à une surface. Mais si elles sont normales à une surface, 
elles le sont à une infinité. 


Solutions communes à deux équations. — Plus généralement, 
cherchons s’il existe des fonctions z(x, y) satisfaisant à deux équa¬ 
tions aux dérivées partielles 

(1) /»(*. y y z y P y q) =- 0 

(2) fi{x, y , z, p f q) = 0. 
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Si l’on peut résoudre ces deux équations par rapport à 
p cl q, on aura 

P ’i{ x ' >J . z). 7 ■ ■ 'Ha - . y< *)• 

(U 

On sera donc ramené au cas précédent. Si la condition d’in- 
tégrabilité est satisfaite, la solution générale ne peut dépendre 
que d’une constante arbitraire. 

Si on ne peut résoudre les équations données par rapport à />, q> 

X o 

dérivons les équations ( I !, (2), par rapport à x et à y. On 

p 

obtiendra quatre équations qui n’introduiront que trois 

dérivées nouvelles, les dérivées secondes r, .y, t, de z au premier 

degré. On pourra donc, dans tous les cas, éliminer r, s, t entre 

ces quatre équations. On obtiendra ainsi une nouvelle équation. 

(d) /.i0\ //, S, p, q ] «r- 

11 pourra se présenter deux cas : 

1° Cette équation est identiquement satisfaite, ou elle est 

o 

une conséquence des deux premières. Dans ce cas, les équa¬ 

tions sont compatibles et peuvent déterminer une famille de fonc¬ 
tions z(x, y) dépendant d’une constante. 

2° Si l’équation n’est pas identiquement satisfaite, ou n’est pas 

conséquence de (l) et (2 », en éliminant p , q entre les équa- 

tions (I), (2), (3), on obtiendra une équation qui définira une fonc- 

ù 

tion z(x t y). De sera la seule possible, mais il faudra encore 

vérifier que cette fonction satisfait bien aux équations données. 

IV. — ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉ! S PARTIELLES 
DE FORME QUELCONQUE 

Cas de deux variables indépendantes : Intrégrale complète. — Nous 
considérons maintenant une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, de forme quelconque, définissant une fonction z 
de deux variables indépendantes x, y. 

Soit 

( 1 ) 

■cette équation. 


/(*. y z. p • y) = o 
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Que savons-nous jusque maintenant sur cette question ? 

Tout à fait au début du cours, quand nous avons étudié 

la formation même d’équations aux dérivées partielles, nous avons* 
montré que, si nous considérions une famille de fonctions z de deux 
variables x, #/, dépendant, en outre, de deux paramètres a, 6, sous, 
la forme 

(2) V(a?, ?/, z, a, b) = 0. 

toutes les fonctions de cette fa mille satisfont à une même 
équation aux dérivées partielles. On obtient cette équation en 
éliminant a , b entre (2) et les deux équations 


(II) 

a V 

ùx 

aV A aV 

-t- p -- 0, — i 

1 ÔZ dlf 

o 

il 

o 

Le 

résultat 

de cette élimination est une équation de la 

forme ( 1 ). 




Mais 

on 

peut se demander si, 

étant donnée une équation 


quelconque telle que (0, elle peut être obtenue de la manière précé¬ 
dente. 

- 

Cela est évident, et même d’une infinité de manières, 

?J i 

puisque, d’après le théorème de Cauchy, il existe des fonc¬ 

tions satisfaisant à l’équation, dépendant d’une fonction arbitraire 
d’une variable, et que dans cette fonction, on peut introduire 
autant de paramètres qu’on le veut (et non plus seulement deux). 

Soit une telle famille de surfaces (2). Lagrange a donné le nom 
d'intégrale complète à une telle solution. 

Il est bien évident, d’après le théorème de Lauchy, que ce ne sont 
pas les seules solutions de l’équation donnée. 


Recherche des solutions en partant de l’intégrale complète. - En 

la supposant connue, on peut se demander d’abord s’il ne 

serait pas possible d’en déduire toutes les solutions de l’équation. 

C’est ce que Lagrange a montré : nous l’établirons par une 
méthode de variation des arbitraires. 

Par hypothèse, l’équation (1) est le résultat de l’elimina- 

T 

tion de a, b entre les équations (2) et (II)- E//e exprime donc 
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qu'il existe deux quantités a, b, (peu importe que ce soient des cons¬ 
tantes ou des fonctions de x , y) qui satisfont à la fois aux équations 
(2) et (If). 

Or, soit une solution quelconque de l’cquation représentant une 
surface S. Soit un «élément» quelconque, point et plan, (direction 
du plan tangent en ce point) de cette surface, :r 0 , î/ 0 , z 0 , p 0 , q 0 : ces 
éléments satisfont à (1). 

D’après la remarque que nous venons de faire, cette équation 

<7 

exprime qu’il existe deux quantité a 0 , b 0 satisfaisant aux 
équations 

(2') V(a?o, S/., Zo, «o, b 0 ) ~ 0 



Considérons alors la surface particulière a 0 , b 0 (constants) 


\>, y* z > «o, b n ) — o. 

j 

Les conditions (2') (IL) expriment qu’elle passe par le 

point x 0 , 2 / 0 , z 0 et qu’elle admet comme plan tangent en ce point le 
plan de paramètres directeurs p 0 , q 0 , — 1, c’est-à-dire qu’elle admet 
l’élément de contact considéré de S. 

(ü 

Ainsi , par tout point x. y , z de la surface quelconque S en¬ 
visagée passe une surface de la famille V et les deux surfaces sont 
tangentes en ce point. 

Géométriquement, cette considération suffit pour déterminer 
. ~ 

les solutions de l’équation. Ln effet, d’après la théorie des 

enveloppes, (supposée connue au moins partiellement) si 

l’on considère la famille de surfaces à doux paramètres 

\(x f y y z, a y b) = 0, 

P 

1° ou bien la surface se confondra avec l’une des surfaces 
de cette famille ; 2° ou bien elle sera l’enveloppe d’une famille par¬ 
ticulière à un paramètre que l’on obtiendra en assujettisant a et b 

à une relation b — <p(a). Dans ce cas, on obtiendrait son 

équation en éliminant a, b entre les équations 
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3° ou bien enfin, la surface sera l’enveloppe de la famille à deux 

/. 

paramètres. On obtiendrait son équation, en éliminant a , b 

eptre les équations 

V(*, y, z, a, b) = 0, g = 0, g = 0. 

Les premières solutions, dépendant de deux constantes, consti¬ 
tuent, comme nous l’avons dit, la solution complète ; les deuxièmes 

forment ce que Lagrange appelait la solution générale. Elles 

ont, en effet, un grand caractère de généralité, prévu par le théorème 
de Cauchy, puisqu’elles dépendent d’une fonction arbitraire f(a) ; 
la troisième n’a plus rien d’arbitraire. Lagrange l’appelait « la solu¬ 
tion singulière » de l’équation. 


Recherche analytique. — Analytiquement, on arrive aux mêmes 
conclusions. 

~2 

Reprenons la conclusion à laquelle nous sommes arrivés : 
par tout point x> y , z de S, passe une surface de la famille V et 
les deux surfaces sont tangentes. 

Les valeurs de a, b qui définissent la surface delà famille V seront 
en général variables avec le point considéré. On peut les considérer 

comme des fonctions de x , ?/, grâce à quoi, ôn aura identique¬ 

ment en tout point de S 


(4) V(x, y, z, a(x , y), b(x , y)) = 0 

o 

et on aura de plus d’après (IL), puisque le plan tangent est 

le même que si a et b étaient constants (quelle que soit la solution, 
et c’est là une remarque essentielle). 


(Il) 


aV 

ÜX 


aV 


0, 


aV 


,^ = 0. 

* A7. 


OL 

Si nous dérivons l’identité (4) par rapport à æ et y, nous 
obtiendrons 


/ aV aV aV aa aV a b 

\ di r az aa dx a b dx 

j sv ôv a y ?? + ô . v . îk 

( dy + ® bz àa dy + db ai/ 


(IV) 
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Mais ce 

s équations (IV) 


se 

réd 

(II) à 

aV 

aa 

- -t- 

a:r 

aV 

a b 

(V) 

\ aa 

db 

a.T 

1 

aa 

aV 

a b 


, aa 

*"J 1 

a b 



: 0 
0. 


Ainsi, les fonctions inconnues «(.r, y), b(x, y) satisfont aussi 

aux équations (V). 

c 

Inversement, si l’on définit trois fonctions, z, a, b de x 

r/, 1 

et y, par l’équation (4) et les équations (V), en dérivant 


V(:r, y , z, a, b) — 0, 

°i 

et tenant compte de (V), on obtiendra les équations ( 11). L’éli¬ 

mination de u, b ent re (4) et (11) donnera bien l’équation (1) (môme 

si a et b sont des fonctions et non plus des constantes). 

R. 9 

En résumé, il faut et il suffit que les fonctions a, b , z 

satisfassent aux équations (4) et (VL 

p 

Mais ces deux dernières sont linéaires et homogènes en 

aV^ aV 

a a a 6 


. • X II 

1° Si le déterminant 1) y , est différent de zéro, elles n’ad- 
a, b ’ 

mettent qu’une solution 


aV 
a a 


= 0, 



Les fonctions z, a, b sont définies par les trois équations 
\( x , y, z , a, b) = 0, - * j = 0. 

En particulier, on obtiendra z en éliminant a, b entre ces 

p 

trois équations. Le résultat sera le môme que si l’on voulait 

chercher l’enveloppe de la famille à deux paramètres (constants) 
a, b. On obtient ainsi la solution singulière de Lagrange. 

a 2 

2° Le déterminant est nul. Il existe donc une relation 

entre a et b. Si elle contient 6, (c’est-à-dire si a n’est pas constant), 
on peut la mettre sous la forme 

b = ? (a). 
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Les équations V se réduisent alors à 


dCL dV dV 
dx da àb 



da aV 
a y da 


aV 
a b 



= 0 . 


Deux cas peuvent se présenter : Si la parenthèse n’est pas 
nulle, on a 


do « a a a jj , , . 

= 0, “ = U, d ou a = const. et par suite 6 — const. 

On a la solution complète d’où on est parti. 

Enfin, si la parenthèse est nulle. 


aV f aV 
a a a b 


?» = 0, 


les fonctions z, a, b sont définies par 

V(®, y , 2 , a, b) = 0, 6 = ?(<*), ^ h El ‘ ?» = °- 

? 

Le résultat est le même que si l’on voulait chercher l’enve¬ 
loppe d’une famille à un paramètre (constant), déduite de la famille 
à deux paramètres, en se donnant une suite simplement infinie de 

surfaces par la condition b = f(a). 

(«> 

On obtient la solution générale de Lagrange. 

On retrouve bien tous les résultats obtenus géométriquement. 

R 

Conclusion. — Etant donnée une solution complète, (fa¬ 

mille de surfaces à deux paramètres), on obtient toutes les autres 
solutions en prenant : 1° l’enveloppe de la famille de surfaces à 
deux paramètres (solution singulière), si elle existe. 

2° L’enveloppe d’une famille de surfaces à un paramètre, obte¬ 
nue en se donnant une relation arbitraire b = o(a) 9 et cherchant 
l’enveloppe de la famille 

V(«, y y z, a, <?(<*)) = 0. 

C’est la solution générale. 

Remarque. — Il est possible que la solution singulière n’existe 
P 

pas, bien qu’il semble que, si l’on a une famille de surfaces 

dépendant de deux paramètres, V(a?, y , z, a, b) = 0, la solution sin- 
Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 29 
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gulière, enveloppe de cette famille à deux paramètres, doive exister 
toujours. Cependant, rien n’indique que dans la solution complète de 
l’équation, les paramètres a, b figurent sous une forme telle que la fa 
mille puisse avoir une enveloppe, (l/est ce qui arriverait, par exemple, 
si l’intégrale complète était de la forme V(.r, y, s, a) + b = 0). 


Recherche de la solution singulière. — Comme dans le cas des 

équations différentielles, nous allons montrer que si la 

solution singulière existe, on peut la déterminer a priori, sans suppo¬ 
ser connue F intégrale complète. 

Puisque cette solution complète ne dépend de rien d’arbitraire, 
c’est qu’elle ne peut pas s’obtenir par application du théo¬ 
rème de ( auchv. Or, pour démontrer ce théorème, nous- 

avons supposé que l’équation était résolue par rapport à p (ou à q) 
sous la forme p = 0{x,y,z,q) et que la fonction 0 était holomorphe 
aux environs de valeurs .r 0 , y 0 . z 0 , q Q , (d’où p 0 ). 

Nous savons que, pour qu’il n’en fût pas ainsi, il 


faudrait que, pour ces valeurs, on ait ( ^ ) =0, ou de môme, 



Ainsi le théorème même de ( auchv nous conduit à ce ré¬ 
sultat que, pour tout point d’une solution singulière (et les valeurs 
de p q correspondantes) on doit avoir aussi 


«V 

ôp 


- o, 


<V 


=: 0. 


On peut arriver à la même conclusion en partant de la considé¬ 
ration de l’intégrale complète 


V(*, y, 2 , a, b) — 0, 

Z 

et de la façon dont nous avons obtenu la solution singulière. 

°i 

Soit 

(4) \{x. y , z, a, b) — 0, 

la famille de surfaces. 

La solution singulière est l’enveloppe de cette famille à 

deux paramètres et s’obtient en ajoutant les équations 


ùX 
à a 


== 0, 



(VI) 
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De plus, les dérivées partielles de la fonction z(x, y) ainsi détermi- 
a 2 

née sont données par les équations 


<n) 


«v 

dX 


aV A 

H P - - = 0, 


aV av 

. -f- (7 

ôî/ 1 dZ 


0 , 


(cela est vrai pour toute solution). 

r 

ç 

11 faut maintenant considérer l’équation aux dérivées par- 
j 2 o 

tielles : on l’obtiendrait, en éliminant a, b entre l’équation 

a. ; 

(4) et les équations (II). En d’autres termes, on peut consi¬ 

dérer le premier membre de l’équation aux dérivées partielles, 

Rl 

comme étant égal à V(;r, y , z, «, 6 ), dans lequel on aurait 
remplacé a , 6 en fonctions de ;r, y , z, p, 7 . données par les équa¬ 
tions (II). 

r: i 

Il est alors aisé de terminer. On a 


/(*> z, P, q) = V(s, !/, 2, a, &)• 

7 

Prenons alors les dérivées 


a/ aV au aV a 6 

-- -• - ■+*;■• 

ap aa ap a6 ap 

(•> 

Mais, en tout point de la solution singulière, nous savons 
que nous avons les équations (VI). Nous avons donc bien 

(VII) --- = 0 et de meme, ~ — 0. 

v ' ap ’ d Q 

(’es équations et l’équation ( 1 ) déterminent trois fonctions de 
X , y. En éliminant p, q entre ces trois équations, nous obtenons la 
solution singulière possible 

H*, y , z) ' 0. 

? . 

Mais • il faut de plus que les fonctions p, q que 1 on pourrait 

également déduire de ces trois équations se confondent avec les 

dérivées partielles de z. 
a 

Si nous dérivons l’identité 


(1) 


/(*, y, p , q) = 0 , 
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en tenant compte de (VII), et remplaçant ~ > — par p et q 9 
o 

nous obtenons les deux nouvelles équations nécessaires 


(VIII) 


»/ 

dX 


ÔZ 


0 , 


dy * àz 


O 

L’élimination de p et q entre les équations (I) (Vil) (VIII) 
donnera trois relations de la forme \{x , y, z) = 0 qui devront être 
satisfaites pour une même branche de fonction z(x , y). 

+ 

Dans ce cas seulement, la solution singulière existera effec¬ 
tivement. 

Inversement en effet, si les cinq équations (I), (VII), 

P . 

(VIII), sont satisfaites pour trois mêmes fonctions z, p, q il 

faut démontrer que p et q se confondent avec les dérivées partielles 
de z, c’est-à-dire que l’on a 


dz 


dZ 


(VIII)' 

P 


r àx' * dy 

En effet dérivons (1) et tenons compte de (Vil); on obtient 

à/ + = o d i + a l. Ë* = 0. 

fcc dz do; ’ d*/ dz dy 

En comparant (VIII) et (VIII)' 

d / dz 


— ; — — P ) = o, 

dZ dX 1 y 


dZ dt/ 


î) = °- 


A moins que l’on ait aussi ^ =0,et parsuite,d’après(VIII), 



d ± = 0, 


= 0, 


dÆ 



on a bien 





dZ 


dz 


P — dx’ 

q = 


et comme l’on a 





/(*, y, z, p, 

q) = 

= o, 

on aura bien 
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R 

Conclusion. — En résumé, pour voir si la solution singulière 

existe, il faut considérer les cinq équations ( 1 ), (VII), (VIII) 




»/ 

»p 


= 0, 


*f 

»? 


= 0 , 


"J t- 

àX 


P É, = °< 


»/ 

»? 


4-, * = 

. V ÔZ 


En éliminant />, 7 entre ces équations, on obtient trois équations de 

la forme 


X,(s, y , z) = 0 , K(x f y , z) = 0 , X,(«, t/, z) = 0 . 

P . 

Il faut et il suffit que ces trois surfaces aient une nappe 
commune : ce sera la solution singulière. 


Application : Equation de Clairaut. — Soit l’équation 


( 1 ) z — px qy o(p, q ), 

p 

généralisation de l’équation de Elairaut. 
Elle admet visiblement la solution complète 
z = ax 4 - by c?(a, 6 ), 




obtenue en remplaçant simplement p et q par deux constantes arbi 

7C 

traires. On en déduit en effet 



L’élimination de a, b donne bien (t) 

Les surfaces de la solution complète sont donc des plans. 

ôi 

La solution singulière est la surface £ enveloppe de cette 
famille de plans à deux paramètres. Elle existe donc dans ce cas. 

r 'i» *2 

La solution générale de Lagrange s’obtiendrait en pre¬ 

nant une simple infinité de ces plans, c’est-à-dire en se donnant 

P 

b = <p(a), et en prenant l’enveloppe : Le sont donc des sur¬ 

faces développables circonscrites à 2 . 

Nous aurions pu obtenir a priori la solution singulière. 

*1 

Les équations (VII) sont ici 


x . f- 


àp 


0 , 


y 4 — 1 : 


(VII) 
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Quant aux équations (VIII), elles sont' 

1 +-p^ = °-=p + p x (- 1 ), 

de même q -f- q X (— 1 ) = 0. 

p 

Elles s’évanouissent. Les cinq équations se réduisent 5 

trois. 

Pour avoir z(x, y) il faut éliminer p , q entre ( 1 ) et (VII). 

p 

À la notation près, cela revient à éliminer a, 6 , entre 

z = ax f by -u cp(a, b ), x \ - ^ ---- 0, y 4-^ = 0, 

c’est-à-dire à chercher l’enveloppe de la famille de plans à deux 
paramètres. 


Caractéristiques. — Si 


( 2 ) 


V(s, 2/, z, a, 6) - - 0, 


est une solution complète, la solution générale s’obtient, comme nous 
l’avons vu, en posant 

(5) b m 9 (a) 

et éliminant a, b entre (2) (5)et (7) 


(7) 


dV dV ,, , n 

- - -4- , • 9 (a) — 0. 

da a6 ‘ v ' 


Pour chaque valeur de a , les équations (2), (7) sont les 

équations de la courbe suivant laquelle chaque surface (a) touche la 
surface infiniment voisine. 


* 2 

C’est la « caractéristique » de la surface (a) au sens de la 
théorie des enveloppes. 

+ 

Il semblerait que cette courbe dût dépendre d’une fonc¬ 

tion arbitraire d’une variable, comme la famille particulière 

o,R 


dont on est parti. Cependant, si l’on pose f'(a) — e, on 

se rend compte de ce fait extrêmement remarquable, que les équa¬ 
tions d’une de ces courbes 


dV dV 

h - f • C 
àa dO 


0, 


V(.ï, y, z, a, b) = 0, 
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ne dépendent que de trois constantes arbitraires , a, 6 , c. 
D’autre part, les valeurs de /;, ry en un point de la caractéristique 

*2 

sont données par les équations 


aV 

<\T 


1 P 


aV 

az 


0 , 


aV 

*>// 


+- 7 


C)V 

dZ 


== 0 . 


Fdles ne dépendent également que de ces trois constantes. 

MJ 

On arrive donc à cette conclusion : quelle que soit la sur¬ 
face générale considérée, en tous les points d'une ligne de contact 
de la surface avec son enveloppe , caractéristique , les éléments de 
contact ('r, y, z, />, q) ne dépendent que de trois constantes a, b , c. 

On appelle « caractéristique » (au sens de la théorie des équations 
aux dérivées partielles) la suite simplement infinie de ces éléments 
de contact le long d’une des courbes. 

chacune de ces suites sera connue si l’on donne les valeurs des 
trois constantes a , b, c. 

Théorème.— Un seul élément de contact de départ x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 
suffit à déterminer une caractéristique. 

Soit eu effet .r 0 , y 0 , z 0 , p 0 , <y 0 un élément satisfaisant à 

f(x Q , y 0 z 0 , p Q , 70 /“^- H faut déterminer les valeurs de a 0 , b 0 , c Q . 

Les équations 


i’/ »\ /\ , a V \ / a v \ ~ / a v . aY\ 

\ (,r„ j/„ z„ a, 6) - 0, I ^ ) # * - P. ( oz ) # = 0, - ) # + 9 „ ( - 1 


<>Vn 


, aV , 




0 , 


sont alors compatibles en a, b. Soit a Q , b 0 une couple de va¬ 
leurs. L’équation ( D donnera alors une valeur de c. 


On a donc bien les éléments de la courbe caractéristique. 

Théorème. — Toutes les surfaces , intégrales générales, admettant 
un élément de contact commun, admettent en commun toute la carac¬ 
téristique (ligne et plans tangents) issue de cet élément. 

$ 

Soit, eu effet, un élément de contact t 0 , y 0 . z 0 , p Q , q 0 
définissant, comme nous venons de le voir, une caractéristique 
r 0 ( a o> b 0 , c 0 ). 

Soit alors une solution générale (non singulière) quelconque S, 
définie par la fonction b = rp\ 7 /L 
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*2 

Elle est, le lieu des courbes C 

\(x, y, «, a, b) - 0, *-J 4 J ?'(«) - 0. 

Pour que cette surface admette l’élément # 0 , y 0 > z 0 , p 0 , q 0 des 
valeurs desquelles on déduira a 0 , b 0 , c 0 qui satisfont alors à 

V(*« y»«• b ») = °> 1 ôa ), + e « f ï ) 0 = °> 

p 

il faut et il suffit que, pour a — a 0 , on ait cp(o 0 ) = K 

?'K) = f 0 - 

Mais alors on constate que la courbe se confond avec 

la caractéristique F 0 , et que de plus les valeurs de p, q en un point 
quelconque de Co* sont alors les mêmes que pour la caractéris¬ 
tique. 

tu 

Toutes les surfaces intégrales admettant un élément de 
départ commun, ont donc en commun toute la caractéristique 
(courbe et plans tangents) issue de cet élément de départ. 

Remarque. — Pour définir les caractéristiques, nous avons dû 
supposer que nous connaissions une intégrale complète. Mais la 

P»? 

propriété que nous venons d’établir suffit à montrer 

que la définition des caractéristiques est indépendante de l’inté¬ 
grale complète prise comme point de départ. 

Corollaire. — Toute surface intégrale (non singulière) est un 
lieu de caractéristiques. 

En effet nous venons de montrer que par chaque élément 

de cette surface passe une caractéristique. 

Inversement, si nous considérons le lieu des caractéristiques a, 6, c 
telles que, <p(a) étant une fonction quelconque, on ait b = (p (a), 

O 

c = (p'(u), ce lieu sera une surface intégrale. 

Problème de Cauchy : Surface passant par une courbe donnée. — 

$ . . 

On est amené enfin, étant donnée une solution complète, 

à déterminer une surface intégrale passant par une courbe donnée. 

1 tannons nous les équations d’une courbe C 


x = A(*), 


y = W* 


z — v(i). 
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Puisque une surface intégrale est un lieu de caractéristiques, 
H» a i 

nous déterminerons la surface, comme lieu de caracté- 

P 

nstiques rencontrant C. Il ne pourrait y avoir exception que si 

C elle-même était une caractéristique et alors le problème serait 

indéterminé. 

d 

On peut donc dire que les caractéristiques sont les seules 
courbes pour lesquelles le problème de Cauchy est indéterminé. 

Ce sont donc aussi les seules courbes pour lesquelles deux sur¬ 
faces intégrales quelconques (et non plus une intégrale complète et 
une intégrale générale) puissent se raccorder. 

? 

Pour déterminer la surface générale S passant par C, il 

suffit de déterminer la fonction rp(a) et alors l’équation de S 
s’obtiendra en éliminant a entre les équations 

V(.x, y, Z, a <?(a)) =0, ~ ~ ?'(«) =■ 0. 

Pour chaque valeur de a, ces équations représentent une courbe 
caractéristique C a . 

7 i 

Cherchons la condition pour que les courbes C a rencontrent C. 

. P 

Si t désigne le paramètre du point de rencontre M, on 

doit avoir simultanément 

(4) V(X(t), | x(t), v(0, a, ?(«)) = 0, ^ (X, y, v, a, <f) 4- ^ ?'(a) == 0. 

Ces deux équations déterminent à la fois la valeur du paramètre 

a 

et la valeur de a correspondant à la courbe caractéristique. 

En éliminant t , on aurait une équation en a dépendant de tp{a) et 
aussi de ?'(«), de la forme 

R(«, ?(<*)» ?'(«)) — 0. 

P 

Cette équation devrait être vérifiée pour urte infinité de 

valeurs a correspondant à toutes les caractéristiques. Ce doit donc 
être une identité. Elle exprime que la fonction (p(a) doit être solu¬ 
tion de cette équation différentielle. 

Ici se présente une petite difficulté : Si l’on intègre cette équa- 

0, O 

tion, on déterminera une solution qui dépendra d’une 

constante arbitraire, et il semblerait, contrairement au théorème de 
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Cauchy, qu’il y eût une infinité de surfaces passant par C. Mais, 
en raison de la forme particulière des équations, nous allons trouver 
une autre condition (dont U(«, o, ,r J) = 0 sera une conséquence), 
en exprimant que le plan langent en M contient la tangente à la 
courbe C. 

En tout point d’une solution quelconque, les coefficients du plan 
7 2 

tangent sont donnés par 


(N) 


aV 

A;r 


>V 
P 


- 0 , 


aV 


aV 

Uz 


= o, 


et la condition ^ ^ (p'(u) — 0 est une conséquence de ces deux. 

D’autre part, les paramètres directeurs de la tangente en 

M sont )/(£), u.'(t), v'(£). On a donc aussi 


(9) P>! - 4 - q\i! - v'=:0. 

<o 

On a donc les équations (4), (11), (9) pour déterminer 
C u, p, q. 

En éliminant p , q entre (II) et (9) , on obtiendra une équation 

i a V aV , .. 

entre a et t qui remplacera + (a) = 0. 

Cette équation est 


uo) 


., aV , aV , aV 

A# Aî/ AZ 


0 . 


°1 

Les deux équations (4), (10) déterminent «, t. En éliminant t 
entre ces deux équations, on obtiendra une relation 


S(a, ? (a)) — 0, 


ne dépendant pas de y [a i, qui déterminera sans ambiguïté la fonc¬ 
tion r f(a). 

Kemaiique. — Considérons l’équation en t 

'm = V(/(l), u(*), v(0, a, 'f(a)) = 0. 

p 

Le premier membre de l’équation (10) n’est autre que la 

CT 

dérivée de cette fonction par rapport à t. La condition (10) 
exprime donc que l’équation en l a une racine double. 

D’où la règle pratique : 



EQUATIONS AUX DÉRIVÉES 1* A R TI ELUES 


45 ') 


Règle. — Former Véquation aux t des points de rencontre d'une 
surface Y(æ, //, z , a, f(a) = 0 aeec la courbe C. Exprimer que cette 
équation en t a une racine double . 

Si l’on considère la solution complète V(x, //, z, a, = 0, cela 
revient h exprimer que la surface intégrale complète est tangente à 
( . On obtient ainsi la relation entre a et b. 

U) 

La solution générale cherchée est donc l’enveloppe des 
intégrales complètes tangentes à la courbe L. 


Application. — On donne l'équation 

(1) z(px-qy) t xy(px -t qy) — 0. 

Voir si l'équation n'admet pas comme surfaces intégrales des qua- 
driques à centre admettant pour axes les axes des coordonnées. Déter¬ 
miner la surface intég.ale passant par la courbe. 

xf — x 2 — 4a: — 1 — 0, z -- x v 3. 


Une quadrique de centre origine, a pour équation 
ax 2 i by' 2 t- cz J — l ----- 0. 

Pour cette quadrique, 

ax < czp = 0, by t czq — 0. 

O 

On doit donc avoir, en substituant dans(i) les valeurs 


de p, q. 


ab — cz 2 ax 2 by 2 A 

X 'J Z r V* - W rr 


ni simplement 


a b — c 2 z 2 — c(ax~ l by 2 ) -= 0, 
ab — c - 0. 

Ainsi les surfaces 


ax 2 i by' 2 abz 2 — 1 — 0, 

sont solutions de l’équation. On a ainsi une solution complète. 

Pour déterminer la surface qui passe par la courbe, formons 
l’équation aux x des points d’intersection 

ax 2 -4 b(x' 2 -h 4a: -f 1) -t- 3abx' 2 — 1 ~ 0, 
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OU 

x*(a -H 6 -h 3 ab) +- 4 bx -4-6 — 1=0. 

a 

Exprimons que cette équation a une racine double. On 

trouve 

36 2 (1 — a) +- 6(1 2a) -t- fl = 0, 

c’est-à-dire 

i a i 1 

0 = . OU 0 - «5- 

a — 1 o 

Pour cette dernière valeur, l’équation aux a? se réduit à 
x i -f- 4 æ - 4 - 4 = 0 . 

o 

Ces points de rencontre sont donc fixes sur la courbe C 
Cette solution est donc à rejeter. 

a 

Si l’on pose b — a H~\ 
on trouve la famille 

a(a — 1)æ 2 -4- ay l -f- arz 1 — (a — 1) —- 0, 

ou 

a 2 (x* -b z 2 ) 4 a(y 2 — x' — 1) -4- 1 = 0, 
dont l’enveloppe a pour équation 

(; y 2 — X 2 — l ) 2 — 4 (* 2 -\- z 2 ) = 0. 

C’est la surface cherchée. Elle passe bien par la courbe 
y 2 — x l — 1 = 4x, z = x y/3. 

V. — RECHERCHE D’UNE INTÉGRALE COMPLÈTE 

On voit donc que le problème de l’intégration sera complète¬ 
ment résolu si l’on connaît une intégrale complète. 

Quelquefois, cette intégrale complète est eri évidence, soit d’après 
l’équation, soit si le problème a une signification géométrique. 

Problème. — Cherchons les surfaces telles que , si on mène la 
normale en un point M quelconque , N étant le point de rencontre 
avec le plan des x, y , la longueur MN soit égale à l'abscisse de N. 

3 i 

L’équation du problème s’obtient immédiatement. 

On trouve 

z 2 (1 4 - p 2 4 g 2 ) = (x -h pz) 2 . 
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On aura des solutions évidentes du problème en prenant 

R 

des sphères dont le centre est dans le plan des x y y y et tan- 

gentes à l’axe des y. L’équation d’une telle sphère est 

(x — a) 2 -h (y — bf -+• (z 2 — a 2 ) == 0. 

Elle constitue une intégrale complète. 


Cas simples. —- Considérons une équation aux dérivées partielles. 
Si on la résoud par rapport à q , par exemple, on obtient 

q = 0(®, y , z, p). 

Si, pour une solution de l’équation, on connaissait la dérivée par¬ 
tielle p = n(x, y y z), on en déduirait 

q = Q(x y y, z, it(s, y, z)). 

La différentielle de z serait alors 

(2) dz — r.dx -f 0(:r, y, z, r.)dy. 

Ce serait certainement une équation aux différentielles 
totales complètement intégrable. 

Inversement, si pour une certaine fonction n(x, y , z) et pour la 

fonction q correspondante, l’équation (2) est complètement inté- 
o 

grable, en l’intégrant, on obtiendra une fonction z(x , y). 

• 1 / 

Cette fonction satisfera à l’équation aux dérivées partielles, 
r 

puisque l’on aura 


bz 

dx 


*(*i y y 




ày = yy *(*> y» z ))> 


et par conséquent 


az 


yy ly 


dz\ 

d®/ 


L’intégration introduira une constante arbitraire. 

Pour obtenir une solution complète, il suffirait que la 

fonction p = n(x, y } z) qui rend (2) totalement intégrable, dépende 
elle-même d’une constante. 
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On aurait bien alors une solution de l’équation dépendant de 
deux constantes arbitraires. 

Cette simple remarque permet déjà d’intégrer quelques équations. 
1° Soit Véquation /(//, />, q) = 0 . 

On en déduit 

9 = ?(*/> P)* 

Si l’on pose p ~ a l’équation 
(2 ) dz = adx H- ^(î/, a)dy , 

est complètement intégrable et donne 

z rr ax H- | 9 (y, «)dî/ I 

2° Pour l’équation f(z, />, < 7 ) = 0, il suffira de prendre y comme 
fonction. 

3° Supposons Véquation de la forme 

f .(*> p) = ft{y , 9 ). 

3. Ri 

Il suffira d’égaler chacun des membres à une constante 

/,(x, p) — a, ft(y, q) — a. 

'u 

On en déduit 

P — 'r'ifo a). 9 = f A’Ji «)• 

D’où l’équation 

dz — 9 i(o:, «)<£e -f- 92 'y, a)dy. 

qui est évidemment complètement intégrable et donne 


Exemple : 


=J ?i(*> a)<ù: ■+• f ?A’J< a)dij. 


pq = zi/ d’où ^ - = * • 

x q 


On a l’intégrale complète 


a # 2 1 v 2 1 

2 = - - 4 - % -+ b. 

2 a 2 


Soit 


P 2 4- $ 2 = ~+ *0 
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D’où 


X — p~ ~ q 2 — y~ 


On obtient 


f \/x* — a 1 dx -f- ( \/y 2 -J- a 2 dy i b. 


4° Soit Véquation 


f(z , p\,q Y)= 0 , 

X désignant une fonction de x seulement , Y une fonction de y , 
/ e7an£ homogène en z , pX, 7 Y. 

Posons z — e z >. On aura 

p -- p 1 Z, 7 — <pZ. 


L’équation devient 

/(z, p,zX, < 7 ,zY) = 0. 


0 


Ou 


0 


L’équation étant homogène, z disparaît et on retrouve 

/.(p.X, g.Y) = 0. 
p,X = ç(giY). 

L’est une équation de la forme (3). 


Cas général : Méthode de Lagrange et Charpit. — 1 >ans le cas gé¬ 
néral, il faut se demander comment choisir la fonction p 

pour que (2) soit complètement intégrable. Mais comme p et q sont 
liés par l’équation 

( 1 ) /(*, 2/, P , 7) ^ 0 , 

p 

et qu’il n’y a pas lieu de chercher p plutôt que q, on voit que, 

-x, R* 

pour avoir p et q , il faut a joindre à réquation (I) une 

autre relation 

( 2 ) ?(*, y, z , 7) = 

3 

telle que y en tirant p et q de ces deux équations , Véquation 

( 3 ) dz — pdx h qdijy 

soit complètement intégrable , pour une valeur quelconque de a. 
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Le problème étant ainsi posé, sa solution n'offre plus aucune 

h P 

difficulté. Pour que (3) soit complètement intégrable, il 

faut que les fonctions p et q satisfassent à la condition 


(4) 




d l 

dZ 


dq 

dX 


, d i. 

dZ 


on est simplement amené à calculer les dérivées des fonctions 
implicites p, q des trois variables x , t/, z, considérées comme indé* 

K 

pendantes (puisque dans (4) on a explicité les dérivées totales 

de p par rapport à y et de q par rapport à x)> ces fonctions, p et q 
étant définies par les équations (1) (2). 
r a 


/. 


Calculons, par exemple, 

En dérivant (1) (2) par rapport à p, nous obtenons 


*/ 


ftp 

.4- ?/ . 

. *9 — 

0 

d// 



■'9 


ds 

à? 

-4-- . 

dp 



0 



ày 


d </ 


On en déduit, en éliminant 


*\j * dq 


df b? dp t d£ d? 


df d* 


dq dy dy 'dp dq dq Dp 


H 


c’est-à-dire 

(5) 

Ce seul calcul suffit. 


/. <P 


dp n />,<7 

^ A*' 


0 . 


Pour avoir -- , 

dZ 

tion î/ et z. 


il suffit de permuter dans cette équa- 


D z f ' q 
f ? 


*P D p f ' q . 

dz f . ? 


0 


Pour calculer il suffit de permuter dans (5) y et x, p et ç. 
On obtient 
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Enfin on aura de môme 


D 


Z. p àq ^p.q 

A ? dz /♦ <p 


0 


tu 

Nous obtenons ainsi toutes les dérivées qui figurent dans ( 4 ). 
P 

Nous remarquons qu’elles admettent, toutes, même déno¬ 
minateur 1)^. Nous supposons qu’il n’est pas nul, et nous 

it 

le devons, pour pouvoir tirer les fonctions implicites p et q des 

équations ( I) ( 2 ). 

'H 

En substituant dans (4), nous obtenons l’équation 


( 6 ; 


^'J> Q 

/. ? 


qD 


z, q 

/. 9 


D 


x, p 
/» ? 


pD 


z, p 
/. ? 


: 0 . 


tu 

(l’est l’équation à laquelle doit satisfaire la fonction 
y , z, p, ç) des cinq variables , considérées comme indépendantes 
z > P> ?• 

Pour simplifier l’écriture, nous désignerons, suivant l’usage, par 
X, Y, Z, P, Q les dérivées partielles de / par rapport aux cinq va¬ 
riables x , y , z, p, 7 


01 


X =r 


a#’ 




L’équation ( 6 ) développée s’écrit alors 


r dcp 


■ O 




(//?- 


1 + X 1 * 1 - -h pl 

' Z 3_pin 

\ àq 

v dZ J 

1 dp dx r 1 

^ dp dz ) 


)=°- 


En l’ordonnant 


< 6 '> p 2 + Q g - S - < x + p z > % - ( Y + « z > %= ü - 

On constate que c’est une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre linéaire et homogène. 

Remarquons qu’il suffirait que cette équation ( 6 ') fut satisfaite 
en tenant compte de (1), (2). Nous la considérerons en elle-même, et 
sans aucune relation avec ces deux premières. (D’ailleurs l’équa¬ 
tion ( 2 ) n’est pas à retenir, car elle dépend de a qui devrait être 
quelconque, et l’équation ( 6 ') n’en dépend pas). 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 30 
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Mi, U 

Conclusion. — Déterminons une solution quelconque 

<û(x, y, z , p, q) de l'équation aux dérivées partielles (6') (telle cepen¬ 
dant que 0). Kn posant 

(2) <?(*, //, z, p, q) = a 

les équations (1) (2) détermineront deux fonctions p, q telles que 
l’équation aux différentielles totales. 

dz — pdx 4 qdy 

soit complètement intégrable. Kn l’intégrant, on introduira une 
deuxième constante b. Un aura une intégrale complète. 

Le problème est donc ramené à l’intégration de (6'). 

L’intégration complète de ((V) se ramènerait, comme on 
le sait, à l’intégration du système différentiel. 

r, dx _ dq _ dz _ — dp _ —dq 

(ij ~P pP -f- q() ~ X é pZ ' Y 4- 7 Z * 

On déduit aisément de ce système une combinaison intégrable, 
en multipliant les numérateurs et dénominateurs respectivement 

O 

par X, Y, Z, — P, — 0 et ajoutant les résultats. On obtien¬ 

dra au dénominateur 


? 


PX 4- QY 4- (pP 4- q ())Z — P(X 4- pZ) — ()(Y h q/u) «§= 0 . 
fl faut donc que le numérateur soit nul 


c’est-à-dire 


Xdx 4 Y di) f Z dz I P dp 4- ()dq 0 
df 0, / -- const. 


Il faut prendre la constante nulle. On obtient alors l’équation 

O 

donnée. Kn tenant compte de cette équation le système se 

réduirait à un système différentiel à quatre variables. Son intégra¬ 
tion complète introduirait trois constantes arbitraires. 

Mais il n’est pas nécessaire d’avoir intégré complètement l’équa- 

tion (6') ou le système (I). Une seule intégrale (différente 

de f ~ 0) suffira (et c'est le grand avantage de cette méthode) pour 
déterminer , par deux quadratures , l'intégrale complète. 
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Celte méthode porte le nom de « méthode de Lagrange et Char- 
pi t ». 

Nous appellerons « système fondamental» que nous retrouverons 
avec une plus grande importance encore, dans d’autres méthodes, 
le système (1). 


Application. — Soit l’équation 

pq — z —- 0. 
Le système fondamental est ici 


dx _ dy _ dz _ ^ dp _ dq 

q ~~ p ~ 2 pq p — + q' 


Ce système s’intégrerait complètement facilement. On a en parti¬ 
culier 

dy — dp, p —- y — a. 

On en déduit 


y — a 


totales 


On est alors assuré que l’équation aux différentielles 


dz — [u — a)dx H- — dy 
y — a 


est complètement intégrable. Pour l’intégrer, il suffit d’écrire 
dx ^ (y-a ch -*dy^_ d *.• 


12/*—«r 


y— a 


et par suite 


z = (y — a)(x — b). 
l’elle est l’intégrale complète. 

D’après le système (I), nous aurions pu prendre la combinaison 

P 

intégrable 

d’où q —- a p t 

p q 

'H 

En tenant compte de (l), on trouve 

j z , ■ 

P^\a' g^vaz. 




468 


COURS UE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL 


L’équation aux différentielles totales est donc 

dz — \J Z ^dx -»• \jazdy ou dz = y/* (cfo -h odt/j. 

P 

L’est une équation complètement intégrable qui donne 

x -h ay b = ^ y/® dz ~ 2 \Jaz 

ou, en changeant légèrement de notation 

x -h a-y b = 2a y/z. 

C’est une nouvelle intégrale complète. 


Cas particuliers. — Supposons que l’équation donnée soit de la 
forme 

/(*> p» q) = °* 

p 

D’où X — 0, Y = 0. Dans le système (I) les deux derniers 

rapports se réduiront à 

dp _ dq 

P “ 7 ‘ 


'f 

Il suffit donc de poser q = ap. 
De l’équation (1), on déduira alors 


p = 9 (a, z) 

On a donc des expressions de la forme 




P ~ z), 7 = z)- 

L’équation aux différentielles totales 


dz - ©(a, z)(dx 4- ady ) 


est complètement intégrable et donne 


« 2 / 


■/ 


9 (a, z)dz -4- è. 


2° De meme, si l’équation est linéaire en y, z., les deux derniers 
rapports sont de la forme 


dp dq 
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En intégrant cette équation, on aura une relation entre p,q. 
Soit, par exemple, l’équation 

px f- qy — pq Z . 

' 1 

Les deux derniers rapports donnent 


dp _ dq 

p(l — pq) ~ q( 1 —' pqY 


On a donc 1° soit : 


pq = 1 


et en tenant compte de (1) 


_ z f- ■ \Jz 1 — 4 xy _ z — \Jz l — 4 xy 


On en déduit l’équation 


, - Jz 1 — \xy , z — \lz l — \xy j 

dz : 2 x dx+ 2y ^ 


On l’intègre facilement en faisant le changement de 

variable 

z 2 — 4 xy — t 2 d’où y — 

En substituant, il vient simplement, après réductions, 


c’est-à-dire 


(t H- z)dx — x(dz +- dt) — 0 


t — kx ou z •-+- \Jz l — 4 xy = kx. 


2° Soit, si pq ^ 1. 


? -= ap 


_a; -f ay 


a; -h ay 


et l’équation 


En intégrant 


dz — (da? -f- ady). 


az 3 = (x aî/) 3 -h 6 


3° Si l’équation donnée ne renferme pas z, soit /(#, t/, p, <?) = 0 V 
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on peut chercher des solutions «p(#, y, p , q) également indé- 

ài 

pendantes de z. On aura à chercher une solution de l’équa¬ 

tion 

P ^ + O — X — — Y — 0 

àx dy dp dq 

c’est-à-dire à chercher une intégrale première du système 

dx dy _ dp dq 

P Q ~ X Y 

système qui se réduirait à un système à trois variables en tenant 
compte de 1 équation f(x, y , p, q) = 0. 

VI. — MÉTHODE DE CAUCHY 


Nous allons exposer une deuxième méthode due à Cauchy. 
Posons à nouveau le problème de façon à bien nous en pénétrer : 
Intégrer l’équation 

(1) /K y, z, p, q) = 0 
j, 7 

c’est trouver une fonction z des deux variables x, y telle 
que cette fonction et ses deux dérivées partielles p, q satisfassent 
à (li. 

Nous exprimerons que p et q sont les dérivées partielles de z, 

? 

en écrivant que l’on a 

(2) dz — pdx qdy . 

Kl 

Concluons : il faut donc trouver trois fonctions z, p, q 

de x, y satisfaisant à (1) et (2). 

Pour transformer ce problème et tâcher de le simplifier, 
nous pouvons faire un changement de variables indépendantes (et 

meme de fonction). Nous savons, en effet, que l’équation ( 2 ) 
a toujours la môme forme que x et y soient ou non variables indé¬ 
pendantes. 

Nous ne prendrons qu’une seule autre variable indépendante u, 

3 

remplaçant y. Ce problème revient alors à trouver des fonc- 
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tions y z, p, q des deux variables x y u satisfaisant aux équations (1) 
et (2) et à l’équation de liaison que nous pouvons choisir arbitrai¬ 
rement. 

En explicitant dans (2) les variables indépendantes x, u y 
nous pouvons la remplacer par les équations 


(i) 




P + 9 


[ dZ 
dX 

I “ =--• ,, "'■> 

1 dU 1 du 


à V 

dX 


(3) 

(4) 

d 


X f 


(H) 


> (l) 

est 

alors 

une 

identité 

en x 

et u. 

dériv 

ant 






Y 

l • i 

t. - z i 

P *£ 

-v- 0 % = 

0 

(5) 

dX 


dX 

dX 

v dX 



Y ‘>2/ 

- 4 - \ 

; dZ 

fj -1- 

p Ô P 

-H Q 09 = 

30 

(6) 

du 


du 

dU 

v dU 


ant les < 

équations (I 

7 i '* 

), 

nous 

sommes 


amenés à égaler les dérivées secondes rectangles. 


(HI) 


( 


d l z 

dh y 

q - - - 

1 dXdU 

_ d P 

ù _y *9 

dXdU 

dU 

dX du 

d’z 

q éÙL 

= d( l 

. . 

dUdX 

1 dUdX 

dX 

du 


Chose assez anormale d’ailleurs, nous constatons que, en 

égalant les seconds membres, toutes les dérivées secondes ont dis- 

p 

paru, et nous obtenons une nouvelle équation ne renfermant 

encore que des dérivées partielles premières 


(7) 


dp 

dX 


<>j/ . d<t 

dX dU 


dq # dij 
dX dU 


Ainsi donc, au lieu des deux équations (i), (2) nous avons 

obtenu cinq équations (3, 4, 5, 6, 7) ne renfermant que des dérivées 
premières. 

7L V 

Nous pouvons faire des combinaisons entre ces équations 

p 

de manière à tâcher d’obtenir des équations plus simples. Or, 

les équations (4), (5), (7), sont linéaires c.t homogènes par rapport aux 

,, . , du dz dp dq 
quatre derivc.es ^ » » > • 

n du du du du 
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'2 

Nous pouvons dans l’équation (6) substituer les expressions 

de *** î ^. Nous obtiendrons 
du du 

(8) hy ( Y - 4 - qZ +- P ) -4 1>Î ((> — P *y\— 0 . 

V ' du' * dx/àU\ dX 

Tous ces calculs ont été complètement naturels. 

Ici se place l’artifice du à Cauchy. 

Jusque maintenant la relation entre u et x et y a été laissée 
indéterminée. Voyons si l’on ne peut choisir cette relation de 
manière que, sur les surfaces intégrales cherchées, les variables 
satisfassent à l’équation 

(9) Q - P g = ». 

s, p, q étant dans P et Q supposés remplacées en fonction de .r, 
y en les déduisant de l’équation de la surface. 

M 

Alors, s’il en était ainsi, l’équation (8) se réduirait h 

( 10 ) Y 4- qZ 4- P H — 0 

. • i» . dy ... 

(puisque I on ne peut avoir ^ = 0). 

Pour voir si l’on peut faire l’hypothèse indiquée, remarquons que, 

dans l’équation ( 9 ), la variable indépendante que nous 

avons introduite n’apparaît pas explicitement. 

Sur une surface intégrale déterminée, 3 et aussi p et q sont des 
fonctions de x , y et si nous supposons que nous les remplaçons dans P 

O 

et Q, l’équation se transforme en une simple équation diffé¬ 

rentielle entre x et y de la forme 

( 9 ') i$(x\ y)dy — Q{x. y)dx — 0 . 

Il faut donc supposer que, sur la surface intégrale considérée, 

£ 

les variables x et y varient de manière h satisfaire à cette équa- 
^ t: 

tion différentielle. Mais ceci n’est pas une restriction : 

Sur toute surface intégrale, quelle qu’elle soit, nous pouvons suppo- 
ser que nous considérons les courbes satisfaisant à telle équation 
différentielle que nous le voulons (pour leur projection sur le plan 
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Ol 

-des x y y). En intégrant l’équation (9') nous obtiendrons une 

relation de la forme 


(9*) >.(*, y, e) =* 0 

Si nous choisissons pour c, non une constante, mais une 
fonction de la deuxième variable indépendante u, la fonction y de 
deux variables x , u définie par (9") satisfera encore à l’équation (9'}. 

Nous pouvons donc bien supposer que la relation entre 
yy Xy u est telle que l’on ait l’équation (9) et par suite l’équation (10). 

Ces deux équations remplacent (G). 

• <*>, Ki 

Réduction à un système. — On a donc en résumé les 

«•quations (3), (4), (.">), (7), (9), (10). 

?. 'U 

On constate que, sur ces équations, quatre d’entre elles 
(3, 5, 9, 10) ne renferment que les dérivées des fonctions par rapport 
à x et que la variable u n’v paraît pas explicitement. Ce sont quatre 
équations de la forme 



dy ôz dp dq 
dx' dX* dx' dX 


linéaires par rapport aux dérivées. 
v 

Nous pouvons donc les.traiter comme un simple système 

d’équations différentielles, et le mettre sous la forme cano¬ 

nique. 

On obtient ainsi immédiatement 

dy _Q dz _pP ~h qQ dp __X I pZ dq __ Y - h q Z 

dx “ P’ dx “ P ’ dx~~ P ’ dx~ P 

Comme nous considérons maintenant un simple système d’équa¬ 
tions différentielles, nous employons la notation au lieu de ^ • 

Ce système s’écrit 

dx _ dy dz _ dp _ _ dq _ 

P " Q ~ pP + qQ X ■+• pZ “ Ÿ -t~ qZ' 

On constate que l’on retrouve le système fondamental au¬ 
quel nous avions été conduits dans la méthode de Lagrange et 
Charpit. 
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Si nous intégrons ce système, en introduisant les valeurs initiales 

O 

des variables (pour une valeur initiale x 0 de x ), nous obtien¬ 

drons des relations de la forme 

m\ N y ^ X{) ' 2/05 z °’ Po ’ 2 -- f 2 (x, i/o, Zo, Po, 9 o). 

V ,A / y , I 

P -- 7 = A* 

(o 

Telles sont les expressions des quatre fonctions de x, satis¬ 
faisant aux équations (3, a, 9, 10). 

Mais ces fonctions doivent dépendre non seulement de x, 

mais aussi de u, que nous avons jusqu’ici traité comme un paramétré. 

Elles ne pourront dépendre de u, que par l’intermediaire 

des valeurs initiales i/ 0 , z 0 , p 0 , </ 0 . 

Kn effet, dans l’intégration du système (I), si nous considérons Xq, 
comme une constante absolue, rien n'empoche de considérer 
t/o, z 0 , Pq, i/o comme des fonctions d’une autre variable u absolument 
indépendante de x. 

Nous n’avons satisfait qu’aux équations 3, .>, 9, 10. 

A ? 

Il reste encore à satisfaire à (4) et (7), ou en revenant aux 
équations initiales à (1), (3), (4). 

Remarquons, comme nous l’avons déjà vu, que nous connaissons 

72 

une intégrale première du système (1), obtenue en multi¬ 
pliant les rapports par X, Y, Z, - P, —- Q et les ajoutant. Nous 
avons trouvé 


/(*, y , Z, P, q) — const. : f(x ot //,„ z 0 , p 0} q 0 )- 

yJ 

Tomme il faut que les fonctions satisfassent à l’équation 
donnée (1), il faut prendre la constante nulle, et par conséquent aussi 

f{ X 0 » //()) 2 o> P^ V<>) b, 

Ainsi les fonctions satisferont bien quels que soient x et u aux 
deux équations 

f(x, y ,, 2 , p, g) = 0, ^ -- P + q 

cette dernière étant une des équations du système (1). 

3 

11 faut enfin que ces fonctions satisfassent, quels que 
soient x et u à l’équation 


( 4 ) 


■’ 2 - q 0. 

AU 1 du 
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Cette dernière condition sera alors suffisante. Car les 

équations (3) et (4) montrent que les fonctions p, q sont les dérivées 
partielles de z considérée comme fonction de a:, et y, et l’équation (1) 
montre bien que l’on a 


, / HZ 

>[*' * z ’ *x’ 



Mais il semble que nous soyons arrivés à une impasse. 

Car nous devons écrire l’équation (4) et nous ne savons pas com¬ 
ment s’introduisent les valeurs initiales, fonctions de u dans le 

système (1) : on sait simplement que pour x — .t 0 , y, z, p, q se 

réduisent à i/ 0 , z 0 , p 0 , q„. 

Nous l’avons dit, l’équation (4) doit être satisfaite quel que soit x- 

*' 2 

Comme cas tout à fait particulier , comme pour x — x 0 , 

les fonctions se réduisent à y Qy z 0 , p Qy q 0 , il est déjà nécessaire 

que l’on ait 


dz () 

au 


=■ 


du 


Mais il semble que cette condition sera bien insuffisante. 

y. 

Etudions le premier membre de l’équation (4). 

Ca fonction l : de x y u 


U = 



dll 


est nulle pour la valeur particulière x — x 0 . 11 est naturel 

de se demander comment elle varie avec x. 

r 'i 

Calculons sa dérivée 


dU <v’z d’y dy dq 

dX dUdX dUdX dU dX 

Mais nous avons déjà rencontré le groupement des deux 

premiers termes en dérivant l’équation (3) qui est satisfaite. 

Nous pouvons donc écrire 

(H) t>u d P h - d 9 . __ à if . m. 

' dX dU dU dX dU dX 


Dans cette expression (11), 


nous ne connaissons que les 
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ot 

dérivées par rapport à .r. Nous substituerons donc leurs ex¬ 

pressions d’après le système fondamental. 

Nous obtenons 


<VÜ 1. 
bX P 



ôq 

bll 


-h (Y -f- 



( Y 


*y 

bU 


bU *bU 



Nous retrouvons dans la parenthèse les premiers termes de 
l’identité (6) qui est identiquement satisfaite,.puisque /(z, y , z, p,q) 

est identiquement nul, quels que soient x et u. 

01 , o t 

Il vient donc, en en tenant compte 


MJ 

bX 


Z 

P 


(9 


bU 


bz 

bU 


) 


ou enfin tout simplement 

(12) 2 —P U - 

(O 

Ainsi la fonction Y (x, u) satisfait à l’équation aux dérivées 
partielles (12). 

Mais il n’entre dans cette équation que la seule dérivée 

rt 

de U par rapport à x. Nous pouvons donc la traiter comme 

une simple équation différentielle en x , u étant traité comme un 
paramètre. 

a 

Nous substituerons dans Z, P les expressions de y , z, p, q 

o 

supposées tirées du système ï (formules II). Nous aurons une 

équation de la forme 

ôU Tl - / \ 

. - -- U X /-(x, u) 
bX 

en posant 

P(*, y, *, p, q) 

Intégrons cette équation à partir de x 0 . 
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c’est-à-dire 


U = U 0 e 


/■*!<£« 
}x« P 


U 0 désignant la valeur initiale de U. On constate que, si 

les valeurs initiales des variables satisfont à la condition U 0 = 0. on 
aura constamment U = 0. 

(O 

On arrive donc à ce résultat exceptionnellement remar¬ 
quable : 

Il suffit que la fonction 


U = * _ g 

DU 7 Du 


dépendant des deux variables x . u soit nulle (quelle que soit u) pour 
la valeur particulière x 09 pour qu’elle le soit quels que soient set u. 


Objection de Bertrand. — Bertrand a fait l’objection suivante : La 

+ 

conclusion ci-dessus ne peut être rigoureuse que si, pour les 

valeurs initiales, ( p ) n’est pas infini. 

p ..... 

Il faut donc que P 0 ne soit pas nul. Mais si ce fait se pré¬ 
sente, nous remarquons que, d’après le système fondamental, 

p doc — 7 dy. 

D’après ce système, nous pouvons donc supposer que nous 
exprimions x , z, p, q en fonction de y et de u et nous aurions 



dans laquelle nous avons exprimé Z et Q en fonction de y et de u . 

La conclusion à laquelle nous étions arrivés sera donc encore va¬ 
lable à moins que Q 0 — 0. 

oi a 

Dans ce cas, en adoptant comme variable p ou q 

? 

on arrivera donc à la même conclusion, à moins que, pour les 

valeurs initiales, tous les dénominateurs dans le système fondamen¬ 
tal soient nuis. 
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to f \\ 

Conclusion. — Nous voyous que pour intégrer l’équa¬ 

tion aux dérivées partielles, nous devons intégrer le système fonda¬ 
mental (1). Ce système admet l’intégrale première f(x / y< z, p, q) = 0 
et peut par conséquent se réduire à un système entre quatre 
variables. 

Kn l’intégrant on obtiendra quatre relations de la forme 

f\(x> y y 2 , p, 7, I/o, Zo, Po, 7o) — 0, /î = 0, /* — 0, / 4 = 0, 

t 0 étant une constante arbitraire, y 0i z 0 , p 0 , 7 0 , des fonctions de u 
assujetties aux seules conditions 

(l ) /(*.» y». * 0 , q») = 0. ou = 'Z" 

Les formules ci-dessus donneront p, z, p, q en fonction de Æ, u, 
en particulier y et z en fonction de #, u. On aura donc la représen¬ 
tation paramétrique d’une surface intégrale. 

Surface passant par une courbe donnée. — Ces considérations 
nous permettent alors de résoudre le problème de Cauchy. Si l’on 
veut déterminer la surface passant par la courbe plane 

x = z ? (ÿ) 

3, ? 

il suffit de prendre 

yo — n, z 0 ~~ *{u). 

De (4') on déduira alors 

q Q = <p'(u) 

puis de (!') on déduira p 0 

f{x », u, po, <p'(u)) = 0. 

Pour a: = t 0 , les expressions générales de î/, z fonctions de x. u> 
se réduisent à des fonctions de u seulement 

y ~ “ m, z — zo = ç(u). 

L’équation de la surface sera donc bien satisfaite pour 

X — x 0 , Z = cp(y). 

OL 

Courbe quelconque. — Mais nous pouvons nous proposer 

un problème plus général, celui de la détermination d’une surface 
passant par une courbe gauche quelconque. 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


m 


*2 

Nous avons déjà vu qu’un changement de variables préa¬ 
lable transformait l’équation en une autre équation aux dérivées 
partielles, pour laquelle le problème de Cauchy était ramené au 
problème précédent. 

Mais nous pouvons nous demander si nous ne pouvons 

pas obtenir la solution du nouveau problème sans opérer le chan¬ 
gement de variables et sans refaire d’intégrations. 

Nous allons voir qu’il suffit de modifier b; raisonnement dans une 
très faible mesure. 

*2 

En introduisant une nouvelle variable indépendante u % 
nous avons été amenés pour déterminer les fonctions y , z, p, q à 
intégrer le système d’équations fondamental 

,. v dx dy dz -dp — dq 

1 1 F ' <) ~>P ï q(i Z:i X H- pZ Y H- qL' 


Méthode de Darboux. — Dans ces équations, nous considérions 
p, z , p, q comme de simples fonctions de x. Mais si x était lui- 

'r' 

même fonction d’une autre variable /, ces équations reste¬ 

raient les mêmes. Pour plus de symétrie dans les calculs, nous égale¬ 
rons ces rapports à dt, t étant une nouvelle variable indépendante 
dont nous pouvons supposer la valeur initiale nulle. Nous écrivons 
donc 


( I'} 

° 1 > '2 

forme 


dx _ dy _ 

P ~ ~ 


dq 

Y -t- qL 


dt. 


En intégrant le système, nous aurons cinq relations de la 


(III) r-0, /,=• 0 fs. — 0, /» = 0 

les valeurs initiales t 0 , p 0 , z 0 , p 0 , q 0 étant des constantes par rapport 

à t mais pouvant être des fonctions de u. 

Les nouvelles variables indépendantes étant actuellement t et u, 

+ 

x , p, z, p, q ne pourront en effet dépendre de u que par 

l’intermédiaire des valeurs initiales x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 . 

Dans la première solution, nous considérions en effet que x 0 était 
une constante absolue, mais rien ne nous y oblige et nous considére¬ 
rons x 0 également comme fonction de u. 
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Ces fonctions x , y, z, p, q de t et u devront satisfaire à» 

l’équation (1) et à 

(2) dz — pdx -v- qdy. 

Or f(x , p, z, p, p) == const. étant toujours une intégrale 

(3 

première du système I', l’équation (1) sera satisfaite si les 

valeurs initiales # 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 satisfont à l’identité 

/(«o, i/o, z 0y p 0 . 90 ) = 0 

quel que soit u. 

Quant à l’équation (2) (t et u étant actuellement les variables 

Q 

r ' 

indépendantes), elle se décompose en 


(3') 


dZ _ dX 

dt ^ dï 


f dt 


(4') 


dz dx dy 

— — n - -f- q - • 

du du * dU 

71 


L’équation (3') est certainement satisfaite : elle 

résulte identiquement du système (l') qui donne 

dz n ~ dx n dy ~ 

- pP + ?Q. * = p. fi = Q- 

">> P 

Il faut donc et il suffit que les fonctions x, y , z, p, q de t 
et u définies par (I), satisfassent identiquement quels que soient 
t et u, à la seule équation (4'). 

*2 

Or, pour t = 0 elles se réduisent à æ 0 , p 0 , z 0 , p 0 , q 0 . 

r 'i 

On doit donc avoir en particulier 


az ( , dÆ 0 

du du 


f- 


d V\ 

du 


Comme dans le cas précédent, et fait tout à fait remarquable, 

nous allons montrer que cette condition est suffisante et 
que l’équation (4') sera alors satisfaite pour toutes valeurs de t et de u~ 
Mi' 

Considérons en effet la fonction U(C u) 


dx 
) — 
du 


Q 


dU 


u (‘- «>=S 
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Etudions sa variation quand t varie, 
u 

Nous aurons 

a IJ _ d l z d‘X d 2 y dp dx dq dy 

dt dUdt ? dUdt ^ dUdt dt dU dt du’ 

f . . P> 

Les trois premiers termes se retrouvent en dérivant 

par rapport à u l’équation (3') qui est identiquement satisfaite. 

On aura donc 


a LJ dp dx dq dy dp dx dq dy 

dt du dt du dt dt dU dt dU 

p» 7 2 

Au deuxième membre, nous connaissons toutes les 

dérivées par rapport à t déduites de (T). En les substituant, nous 
obtenons 


ali 


dx 


= V d ~E +. + (X -I- pi) 

dt du du v r au 


( Y - <u- 


Nous voyons se former le groupement 


X + Y - y +- v ùp + Q ,V/ 

au au du du 

que l’on obtient en dérivant par rapport à u l’identité en t et u. 
f{x, y , z, p, q) — 0. 

Nous avons 

x 0 * 4- Y ày P A P H O ^ = - Z ftz . 

au du du v du du 

En substituant la première partie dans l’expression de — * 
nous obtenons finalement 

a U r. dZ r, dX r. du 

— — L -h pZ-h qA • 

dt dU r dU 1 dU 

p, R 1 

On reconnaît que le second membre est simplement — ZU. 

(O 

On a donc finalement 


(10) — = — Z U. 

v ' dt 

p 

C’est une équation aux dérivées partielles à laquelle satis- 
Carrus. — Cours de calcul dilTérentiel et intégral. II. 31 
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fait la fonction U(t, u). Si nous substituons dans Z les expressions 
de x % y*z,p,q en fonction de £, u , déduites du système (III), elle est 
de la forme 

~ — 1 “). ï — z(*. y, *> p, g)- 

Dans l’équation (10), la variable u ne figure que par les 

expressions de x 0 , t/ 0 , Zq, p 0 , q 0 . Nous pouvons donc la traiter comme 

un paramètre et considérer l’équation ( 10 ) comme une 

simple équation différentielle entre IJ et t. 

Oj o 

En l’intégrant à partir de t = 0, nous obtiendrons 

puisque, pour t = 0 , la fonction U se réduit à U 0 . 



On voit donc bien que, si les valeurs initiales x 0 , y Qi z 0 , p 0 , r/ 0 , 
satisfont à la condition LJ 0 = 0, on aura constamment U = 0 quel 
que soit 

Dans le cas actuel, l’objection de Bertrand ne se présente 

pas. 

R 9 

Conclusion. — Pour avoir une solution de l’équation, 

il suffit d’intégrer le système fondamental (P), par des formules 
telles que (II), en introduisant les valeurs initiales des fonctions 

x , y , z, p, q, pour t = 0 . 

’fi 

Il faut et il suffit que ces valeurs initiales .r 0 , y Q , z 0 , p 0 , q 0 
soient des fonctions de u satisfaisant aux deux seules conditions 

f(x 0 . y„, z n p„ q t ) = 0, du = p, - d - +- qo -fc ■ 

O 

Les équations (III) donneront alors x , y , z, p, q en fonction 
de t et n, en particulier a?, y , z en fonction de t, u. 

(O 

On aura donc les expressions des coordonnées d’un point 
de la surface en fonction de deux paramètres t, u. 

Problème de Cauchy (Courbe quelconque). — Si l’on veut obtenir 
la surface passant par la courbe quelconque 

T v(u) 


* = x (“), y = p ( u ), 


z 




ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


483 


a 

il suffira de poser 


X Q = X(u), î/o — p(w), z 0 — v(u). 

Les fonctions p 0 , q 0 de u seront alors déterminées par les 
équations 

f(' A , K, v , Po, go) — 0, v'(u) = PûX'(w) +- qo!*'(u). 

Pour t = 0, les expressions de a;, î/, z, qui sont encore fonc¬ 

tions de u sur la surface, se réduisent à x 0 , p 0 , z 0 et on aura bien 

x = Xn = X(ii), y — y 0 — fx(u), Z ~ z 0 ~ v(u). 

La surface passe donc bien par la courbe donnée. 


Caractéristiques. — Reprenons les formules 

P “ fi(x t Xq , î/o, Zo, Po, z = /a(a;. æ„, 2/o , z«, po, ço), P — /a, p “ /*• 

Sans que cela constitue la moindre restriction, nous pouvons dé¬ 
terminer une surface intégrale quelconque par sa section par un 
plan déterminé x — x 0l (x 0 étant une constante absolue, par exemple, 
x 0 = . 1 , à moins que les courbes x == const. ne soient les caractéris¬ 
tiques). (Dans ce cas nous prendrions une courbe y 0 = const. ou 

z 0 = const.). 
a 

Si l’équation de cette section est z —y(p), nous poserons 

Po =r Uy Z 0 = ç(l*), q 0 = <p'(u) 

p 0 sera ensuite déterminé par 

f(x o, u, <p(u), po, *'(«)) = 0 soit po = *(u). 
o 

Nous obtenons alors les expressions de i/, z, p, q sur la sur¬ 
face en fonction de x , u. 

En particulier, on peut dire que les deux premières for¬ 

mules 

y = /,(#, a? 0 , po, z 0 , p,„ p 0 ), z = / 2 (æ, x 0 , p 0 , z ( >, p 0 , Po) 
représentent la surface. 

o 

Si l’on donne à u une valeur constante, ces deux premières 

expressions définissent une courbe de la surface. 
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Ï1 semble que, pour toutes les surfaces intégrales possibles, 

< 1 / 

toutes ces courbes doivent dépendre de la fonction y[u) que 

nous avons choisie pour définir la surface, c’est-à-dire d’une fonc¬ 
tion arbitraire d’une variable. 

p 

Or, nous retrouvons ici un fait absolument remarquable, 

c’est que, quelle que soit cette fonction , c'est-à-dire quelle que soit 
la surface, comme, pour chaque valeur de u, les fonctions y 0 , z 0 , p 0 , q 0 

P. R i 

prennent certaines valeurs constantes, toutes ces courbes 

ne dépendent, au fond , que de trois constantes arbitraires ?/ 0 , z 0 , <7o, 

(p 0 étant défini au moyen de celles-ci par f(x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q Q ) = 0). 

<0 

Toutes les courbes u — const. de toutes les surfaces inté¬ 
grales ne dépendent que de trois constantes arbitraires. Elles forment 
un « complexe ». 

Donnons-nous un de ces systèmes de constantes x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 

7 2 

(satisfaisant à / 0 = 0) c’est-à-dire un élément point et plan 

tangent de la surface. Si nous considérons toutes les surfaces 

correspondant à toutes les fonctions r f(u) assujetties seulement à ce 
que, pour u — y 0 on ait les deux seules conditions 

z o ~- ?(?/«), q<> = ?'(.Vo) 

p 

(toutes ces fonctions ÿ sont encore des fonctions arbitraires 

d’une variable), toute cette ce 1 de surfaces admettront le 

même élément x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 correspondant à x = x 0 , u — y 0 . 

O 

Four cette valeur particulière u = y 0 , ces surfaces passeront 

par la courbe 

y = fi(x, x 0 , î/o, Zo, p 0 , ço), z = fi(x 9 x Q , i/o, z () , pu, r/ 0 ) 

C»i 

Toutes ces surfaces admettront donc en commun toute la courbe 
correspondante du complexe. 

Mais de plus, si nous considérons les expressions de p et q 

P == /a(#* Xq, î/o* z 0 , po, Ço)f q ~ f/*(x , î/o* z 0 , po, </o) 

p, ^ 

ces valeurs de p et q (fonctions de x) ne dépendent éga¬ 
lement que de x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 . 

Ces fonctions de a: seront donc également les mêmes en chaque 
point de la courbe, pour toutes les surfaces. Ainsi : 
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<n 

Propriétés. — 7 'outes ces surfaces seront donc tangentes 

tout le long de la courbe u 0 . 

Toutes les surfaces fiyant un seul élément commun , 
admettent en commun toute une courbe du complexe , et sont tangentes 
en tous les points de cette courbe. 

P. 7 2 

Nous retrouvons la propriété fondamentale des « carac¬ 
téristiques » que nous avons obtenues dans la recherche d’une solu¬ 
tion complète, et par une méthode absolument différente. 

Identité avec les caractéristiques en partant de l’intégrale complète. 

•V, * 

— Il est, bien évident que la propriété ci-dessus suffit pour 

établir que les courbes que nous obtenons par cette méthode se 
confondent avec les caractéristiques obtenues par la méthode de 
Lagrange. 

Il est aisé d’établir analytiquement ce résultat. 

Les deux méthodes (pie nous avons exposées, issues de points de 

départ si differents, se rapprochent ainsi par la propriété des courbes 

’l 

caractéristiques. On pourrait donc établir une troisième 

y. 

méthode en introduisant a priori ces courbes sur une surface 

intégrale. 

Pour établir analytiquement l’identité, il suffit de s’ap 

puyer sur une propriété analytique caractéristique de ces courbes. 

7 2 ï 

Or, d’après la façon dont nous avons obtenu ces courbes 

caractéristiques, c’est-à-dire le système (IJIj, nous voyons 

que nous avons dû faire l'hypothèse que, sur une surface intégrale, 

elles satisfont, quel que soit u, à l’équation 

dx dy 

P ~ O * 

Montrons d’abord que cette condition est suffisante. 

VII. — MËTHODK DES CARACTÉRISTIQUES 

Sur une surface déterminée, connue, nous pouvons, en effet, consi¬ 
dérer, a priori , les courbes qui satisfont à cette équation. Ln renipla- 
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O 

çant dans P et Q, z et aussi p et q en fonction de x et y , ce 

serait, comme nous l’avons dit, une équation différentielle entre x 
et y 


( 12 ) 


dx _ dy 

*(*. y) ~ yy 


H 

Au lieu d’intégrer directement cette équation, égalons 

ces rapports à dt y t désignant une nouvelle variable dont la valeur 
o 

initiale sera nulle. Nous obtiendrons x et y en fonction de t 

et des valeurs initiales x 0 et y Q . 

7 i 

Nous allons montrer que de ces seules équations, on 

peut déduire, sans préciser la surface que nous considérons , toutes 
les autres équations du système fondamental. 

Sur la surface, x , y, z , p , q peuvent être exprimées en fonction de l 
et d’une autre variable u qu’il est inutile de préciser : r 0 , y 0 peuvent 
être des fonctions de ce paramètre u. 


Si l’on se déplace sur la caractéristique, 
identiquement 


dz — pdx 4- qdy. 


on doit avoir 


D’autre part, si l’on se déplace sur la caractéristique, on a 


dp = rdx + s dy. 

On peut y remplacer dx, dy par les quantités proportion¬ 
nelles P, Q 

dp = (Pr h Q s)dt. 

Or, en dérivant par rapport à x , on obtient l’équation aux 
dérivées partielles, qui doit être identiquement satisfaite 

X + pZ + rP 4 sQ = 0. 

On en déduit donc 

t = - (* + 


et de même 


J=-(Y -, ,Z). 
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Ainsi donc, tout le long d’une caractéristique, quelle que 
soit la surface intégrale , et sans préciser la deuxième variable u, 
les fonctions x, y, z, p, q satisfont aux équations 

dx dy dz _ dp _ dq . 

P ~ 7) ” pPlTqQ ~ r ' X 4 pl ~ Y T- ~ dL 

Ces équations suffisent à déterminer x, y, z, p, q le long d'une 
caractéristique en fonction de t. On terminera comme dans la mé¬ 
thode de Cauchy, 
co, R 

Nous voyons donc bien que les caractéristiques sont 
complètement définies par la première équation 

/(,) dx _dy 

{ 1 P Q‘ 

; 

Nous pouvons alors démontrer l’identité de ces courbes 
caractéristiques avec celles introduites par la méthode de Lagrange. 

Dans cette première méthode, nous avons obtenu les 

courbes caractéristiques comme les caractéristiques (théorie des 
enveloppes) d’une famille de surfaces dépendant d’un paramètre 

\(x, y , z, «, cp(a)) -_r 0. 

Pour montrer que l’identité est complète avec les précédentes, 

a. ; 

il faut montrer que ces dernières courbes satisfont à la 
condition (9). 

VJ 

Nous devons donc prendre une famille de surfaces dépen¬ 
dant d’un paramètre a, solution de l’équation aux dérivées partielles, 

Y 

et montrer que les caractéristiques (théorie des enveloppes) 

satisfont à (9). 

Or, si nous prenions x et y comme variables indépendantes, 

p 

cette équation donnerait le coefficient angulaire de la 

tangente en un point de la projection sur le plan des x,y. 

Il faut donc introduire ce coefficient angulaire. Pour l’obte- 
a 

nir commodément, nous pouvons supposer que la famille 

des surfaces solutions, a pour équation 

z 0 (. t , y , a). 
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L’enveloppe s’obtiendra en ajoutant 
aO 


ba 


(x, y , a) — 0. 


p,o 


Cette dernière équation représentera précisément la 
projection de la courbe caractéristique (enveloppes) sur le plan des 


x,y. 


Le coefficient angulaire de la tangente sera donné par 


l’équation 


a 2 0 j a*0 , n 

• — dx -+- du — 1 >. 

aa&c aaat/ 17 


Mais il faut exprimer que z = $(#, t/, a) satisfait, quel que 

soit a, à l’équation aux dérivées partielles donnée. 

f[xi y, 0, d) • — ) O. 

1 \ J dx i)y 1 

O, 

Cette équation doit avoir lieu quels que soient x, y> a. 

x 

Si en particulier, nous dérivons par rapport a, nous obte¬ 

nons la nouvelle identité 

+ 0 »’ 0 - = 0 . 
ba babx v baby 

P 

Or, puisque la courbe est une caractéristique, le premier 

terme est nul. Il reste donc simplement 


P> °i 


l> > !0 -4-Q- ô2 ° = 0. 
babx baby 


La comparaison avec l’équation qui donne le coefficient 

angulaire ^, montre que, pour la courbe caractéristique (au sens de 

la théorie des enveloppes), on a bien 

dx _ dy 

P “ Q* 

L’identité est donc complète. 

Application. — Intégrer Véquation 


z*(p 2 q 2 ) = 3a 2 . 
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Surface passant par la courbe x ~ 0, z 2 = 2 ay \J‘2. 

h 

On a à intégrer le système 

dx _ dy _ dz _ dp _ dq 

pz J qz 2 3 a 2 pz(p 2 -h q 2 ) q z {p~ g a ) * 

p 

1 )es deux derniers rapports, on déduit 

d P ■ \ D’où P --- -- 9 . 

P 9 Po 

Cette relation jointe à l’équation, donne 

p <7 VP 2 * r_zo 

Po fln v 7 po“ 4- ÿ, 2 z ’ 

Les trois premiers rapports donnent ensuite 

dz dx __ dy 

3 CL Z 0 p 0 Z Z„< 7 nZ 

D’où 

3a 2 dx = z () p 0 zdz, 3ardy — z n q 0 zdz. 

? 'i 

En intégrant, et introduisant les valeurs initiales 




3 


6a 2 (rr — a? 0 ) = PoZo(z' 2 — z 0 2 ) 
6a 2 (t/ — t/„) — q z 0 (z 2 — z 0 2 ). 

Si Ton veut avoir la surface passant par 

* — 0, z* = 2ay\2, 

il faut poser 


rr 0 ~ 0, ?/„ - u, z ft a — 2au\2, z 0 <? 0 = a \/2. 


On en déduit 

1 )’où 


z 0 2 po 2 3a 2 — z 0 2 7 o 2 — « 2 - 


z„p 0 = £ a, 


1 ). 


On obtiendra l’équation de la surface en éliminant u entre 
les équations 

6a*x —- £a(z 2 — 2aii\/2) 

6a 2 (y — u) — «\/2(z 2 — 2a^v / 2). 
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En les divisant membre à membre, on a d’abord 

- — 6 \/2, u — y — zx\/ 2. 

Substituons dans la première, on obtient 

6a 2 x = eaz* —- 2a 2 — #v/2), 

ou enfin 

2ax = s(z 2 - 2 ay\/2). 

TT 

On obtient deux solutions correspondant aux deux équa¬ 

tions aux dérivées partielles 

zp = dt \/3a 2 — z a ç 2 . 


Nous avons d’abord étudié le cas (le plus important par ses appli¬ 
cations) des équations aux dérivées partielles du premier ordre, à 
deux variables indépendantes. 11 est aisé d’étendre les résultats 
obtenus au cas des fonctions de n variables indépendantes. 


VIII. — ÉQUATIONS A n VARIABLES 


Intégrale complète. — Nous allons suivre pas à pas les mêmes rai¬ 
sonnements. 

Etant donnée une famille de fonctions z de n variables indé¬ 
pendantes x x , x 2 ,... x n , définie par une équation de la forme 


( 1 ) 


V(.T, X x , X^-'Xn, a it a it •••«„) = 0, 


dépendant en outre de n constantes arbitraires, on sait que 

toutes les fonctions de cette famille satisfont à une même équa- 

7. 

tion aux dérivées partielles, que l’on formera en éliminant 

a x , 02 ,... a n entre l’équation (1) et les équations dérivées par rapport à 


Xi, # 2 ,... Xn. 

(I) 


dV aV az 

dX, dZ i)Xi 


(i — 1, 2, ••• n). 


Nous désignerons par p 1t p 2 .... p n les dérivées partielles de z. 
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Nous aurons donc les équations 

dV oV n 

. •+- pi — 0. 

bX, r bZ 

O 

On obtiendra en général une seule relation de la forme 
{2) - /(*», •••«», *, Pi, P‘2, ••• P») = 0. 

On dit que toutes les fonctions définies par (1) forment la solution 
« complète » (d’après Lagrange) de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles (2). 

•I 

Mais il n’est pas démontré (et il n’est pas vrai) que ce 

soient les seules solutions possibles de l’équation (2). 

Nous continuerons h appeler « surface » ( (n + 1) variables) toute 
relation de la forme 

F(#,, x-i. •••£„, z) - 0. 

Nous disons que le « plan tangent » en un point a pour paramètres 
directeurs p lr p 2 ,... p n - 

Nous appellerons «élément» l’ensemble des coordonnées x l . :i 2 ,... 
.r n , z d’un point de la surface et des coefficients de direction du plan 
tangent en ce point p l} p 2v .. p n . 

Recherche de toutes les solutions en partant de l’intégrale complète. 

Considérons une « surface » intégrale quelconque de l’équation (J). 
Soit x iQ y z Q , p (i = 1,2, • • • n, k 1, 2, • • • n) un élément quel¬ 
conque (point et plan tangent . 

P 

On a par hypothèse 

f(x (0, XiQ, • • ’ Z(), p il), • * • p»o) 0. 

Nous écrirons pour abréger 

/(#,*, z,„ p * 0 ) ~ 0 on / 0 = 0. 

l)ire que les coordonnées de l'élément satisfont à (2), puisque 

cette équation est le résultat de l’élimination de u 2> ... ct n 

». 

entre (1) et (I), c’est dire qu’il existe des valeurs ^10' fyo V üfto 

qui satisfont à toutes les équations 

V(.r,„. «**) -= 0, ! 2 ) m + Pi. ( = °- 
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Considérons Fun des systèmes de valeurs a 10l a^ et 

prenons la surface de la famille 

V(#i, X-L, • * • x ni Z, (l\ o, Û20» * * * Æno) —- 9. 

n 

Les conditions ci-dessus expriment que cette surface 

passe par le point # l0 , x no , z 0 et que le plan tangent en ce 

point a pour coefficients 

P 10, P‘20, * ' * /></(>• 

<0 

Cette surface a donc en commun, avec la surface intégrale 
considérée, l’élément x io , z 0 , p k0 . Ainsi : 

(U 

Étant donné un clément quelconque d'une surface intégrale 
quelconque , il existe toujours au moins une surface de la famille V 
(solution complète) qui admet ce même élément , c' est-à-dire qui passe 
par le point et lui est tangente. 

Cette seule remarque suffit pour déterminer toutes les solutions , 

TC, T 2 

d’après ce que l’on sait sur la théorie des enveloppes. 

'VJ' ' 

1° Ou bien la surface intégrale considérée se confond avec 
l’une des surfaces de la solution complète. 

2° Ou bien elle est l’enveloppe d’une famille « particulière » de 
surfaces comprises dans la solution complète. 

/ 

Cette famille particulière s’obtiendra en général, en se 

donnant k relations entre les a, permettant de tirer k des paramètres 

Oj 

en fonction des (n — k) autres. La famille se réduira à une 

famille de (n — k) paramètres indépendants. On en cherchera 

1 enveloppe, en éliminant ces paramètres entre l’équation 

de cette famille et les dérivées partielles par rapport à chacun des 
paramètres restants. 

La surface enveloppe solution dépendra donc de k fonc¬ 

tions arbitraires de (n — k) variables indépendantes. On obtient n 
classes de solutions correspondant à k — 1, 2 ,... n. 

Ln particulier, il existe une solution dépendant de une fonction 
arbitraire de (a? — 1) variables. 

Analytiquement. — Dire que l’équation (2) est le résultat de l’éli 
mination de «q, r/ 2) ... o», entre (1) et (I) , c’est dire qu’il existe 
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n « quantités » ou fonctions a u u 2 ,... a n satisfaisant aux équations Cl) 

*'t (O- 

a 

Nous pouvons donc remplacer (2; par l’ensemble des équa¬ 
tions (1), (f) et nous sommes amenés à déterminer de toutes 

les manières possibles , des fonctions satisfaisant à (1) et (I). Or, 
a 

en dérivant l’équation (1) par rapport à et tenant compte 

O 

de la première équation du système (I), il reste simplement 

aV aa t ^ aV aa 2 ôa n _^ 

aai a#i aa 2 a#i a a„ a#! 


Nous écrirons 


V 1 

^Zjaa t 


r n 


On obtiendra de meme 


àrt * = 0. 
a^t 


V?V.*L< = 0.V5X.*“. = o. 

^-*aa, a# 2 aa, a#„ 

• 1 / 

Inversement, de ce système II, on déduit évidemment le 

système (I). 

io 

On est donc amené à satisfaire de toutes les manières pos¬ 
sibles aux équations (1) et (II). 

p 

Ce système est un système d’équations linéaires homogènes 

aV aV aV 

en -—y » ••• : —• 

a a, aa 2 àa n 

Elles sont satisfaites si a l9 a 2 ,... u n sont des constantes. 

Nous retrouvons la solution complète d où nous sommes 
partis. Ce cas n’est qu’un cas particulier du deuxième cas ci-après : 

Deux cas peuvent se présenter : 

$ 

1° Si le déterminant 


aai 

a a t 

da> j 

a#, 

àXi 

dX n 

a a 2 

a 


a^t 

aX’2 


a 

aa„ 

i)X„ 

a#! 

aar 2 

a 


D = 




m 
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o 

est différent de zéro, 


le système n’admet qu’une solution 


(III) 







(I), O 

Les fonctions a t , u 2 ,... a ni z sont donc définies par (1) 

et (III). 

On obtiendra en particulier 3 , en éliminant a Xi a 2f ... a n . Cette solu¬ 
tion n’offre rien d’arbitraire. Lagrange l’appelait la solution « sin¬ 
gulière » de l’équation (2L 

.0 

2° D — 0. Or, ce déterminant est le déterminant fonc¬ 

tionnel 


jyn,*s, • • • r n 

Ct ] y a 2 y ... Itff , 


7 2 

S’il est nul, c’est qu’il existe au moins une relation entre 

les fonctions (a), indépendante des x. 

En particulier, si tous les a sont des constantes (n relations), on 
retrouve la solution complète. 

r 

r 

Plus généralement, supposons qu’il existe k relations 

y. 

entre les fonctions (a). Nous pourrons alors déduire k de ces 

fonctions en fonction des (n — k) autres, par exemple, a l5 a 2 ,... a*. 


— L(Æ/c-|-t> • • * CLi), - X 2 , &k - 1 > * ’ * #n)> 


et il faut supposer qu’il n’existe plus de relations entre a* +1 ,... a n . 

a i 

Substituons alors dans les équations (II). Celles-ci peuvent 
se remplacer par l’équation unique. 


aV 
a a t 


da t 


aa 2 


aV 

ôa n 


• da„ 0. 


y 

En exprimant da t , da 2 ,... da k en fonction de da* +1 , da k + 2 ,... 

U 

da ny on aura une nouvelle relation linéaire et homogène 

en da k + l9 da k+2 ^-- da n - 11 faut donc que les coefficients de 

da k + 1 ,... dan soient nuis. 


aX t 

aV 

aX 2 

- h •• 

baiew 

aV 

bah 

b\ k ( aV 

aa* m 

a a 2 

ba k 4-i bait+i 

aV aX, aV 
bai àa n da% 

* ba n 


aV 

ba n 
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o x , 0 

On obtiendra donc ( n — k) équations qui jointes aux k re¬ 
lations entre a x , a 2 ,... a» et (1) détermineront a Xi a 2y ... a n et z. 

L’élimination de a Xi a n donnera une solution « générale » 

z dépendant de k fonctions arbitraires de ( n — k) variables. 

f*> p 

On voit donc qu’il peut exister autant de classes de 

« solutions générales » que l’on peut s’imposer de relations (d’ailleurs 
arbitraires) entre les a. 

En particulier, on peut se donner une seule relation. 

On obtiendra une solution dépendant d’une fonction arbitraire 
de (n — 1) variables. C’est la solution du théorème de Cauchy. 

Ce sont toutes ces classes d’intégrales que Lagrange appelait 
intégrales « générales ». 


Equation de Clairaut. — Soit l’équation 

z — p iXl -+- p Xi f- p n X n +- /(p,, p., ••• p«). 

Elle admet visiblement pour intégrale complète 


TT 


z — aiXi -h a>x, -+-••• -h OnX n f(a x , a 2 , ••*««). 


En effet, on a 





L’élimination de a x , a 2 a n donne bien l’équation (2). 
Equation de la forme 

f(p>> Pu--P*) — 0. 

p 

Elle admet pour intégrale complète 


z 

à condition que 


aiXi t- a-iXt +-••• + aryXn 


f(aiy a,y • •• a») = 0 . 

« 


Vérification d’une intégrale complète. — Nous avons supposé que 
l’élimination de a x , a 2y ... a n entre (1) et (I) ne donnait qu’une seule 
équation de la forme (2). 

Etant donnée une intégrale dépendant de n constantes arbi- 
a, <1/ 

traires, il faut donc reconnaître si elle satisfait à cette 

condition et si elle est bien une solution « complète » de l’equation. 
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Soit l’intégrale 

F(æi, x>, ‘-‘Xn, z , ai, a 2 , •••a«) = 0. 

En la résolvant par rapport à s, on la met sous la forme 




z — l(xy , z 2 , • • • æ», ai » a 2 , • • • a*). 
Les équations du système I sont ici 


(H 

3 



li(X\, Xi, • • • Xn, d\, * * * Om). 


a 


Nous devons éliminer a x , a 2 ,... a*. À cet effet, nous 

tirerons a x , a 2 ,... «» du système (T) en fonction des # et des p et les 
substituerons dans l’expression de z. 


1° Supposons que le déterminant 


j _ D tt ».«->••• o« 

soit différent de zéro. 

On pourra résoudre les équations (T). En substituant dans 

2 « X(a?„ x i9 • • • a h a,, • • • a„), 

on obtiendra une seule équation de la forme 

z —- '!>(#,, # 2 , • • • x», P\y Pi, • • ’ Pn) 

? 'l t 7 2 

2° J = 0. Alors, il existe une relation entre Z l5 4>*«- t» 

O 

pouvant dépendre également de x x , x 2 ,... x n . Elle est de la 

forme 

0 (l\, li, • • • l n , X x , Xi • • • X n ) = 0 

c’est-à-dire de la forme 


°(Pi> Pî, * ‘ • P*, «I, 3*, • • • Xn) — 0 

Tous les mineurs de J ne peuvent pas être nuis car sans cela, 

72 

il y aurait deux relations entre l lt l n et par suite deux 
équations de la forme ci-dessus. 

Supposons par exemple 


D 


a !> a 2» 
*i* h* 


a„_, 


7 * 0 . 
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On pourra alors résoudre les (n — J.) premières relations (J) 
par rapport à a ly a 2 <... a n _ x . 

Substituant ces valeurs dans la dernière équation 

Pu lu , (l-l, • • * Œny Xfj * • ■ Xu) » 

P n 

a n disparaîtra, puisque .J est nul et on aura une rela¬ 

tion de la forme 


P» D"(p *> ' * ' P n — <» *£| » * " * En), 

D’ailleurs si l’on substituait dans 


z ----- X(a;,, x ,, • • • a;,., oi, o a , • • • u„) 

? . * 

il faudrait que a n ne disparaisse pas, car sans cela 

on aurait deux équations aux dérivées partielles. 


Recherche d’une intégrale complète. — D’après tout ce qui pré- 

7 

cède, on voit que si l’on connaît une intégrale complète, on 

peut avoir toutes les autres solutions de l’equation. 

Résolvons l’équation par rapport à l’une des fonctions, par 
exemple, p n si elle y figure. Nous obtiendrons 

Pu — <?(#,, Xtr-'Xn, Z, Pi, p>, ••*p*_i). 

; 

De meme que dans le cas de deux variables, considérons 

l’équation aux différentielles totales 

(3) dz = pid.i j -I- p^dxj, -<-••• t- p„_,cf r w _, H- <?c£r n . 

*i, 72 

Supposons que l’on ait pu trouver des fonctions 

P i — t,, z), p» = ?>,. p«-i = 

desquelles on déduirait 


P n = <?(•*., - - - .r„, z, p,, z) 

telles que l’équation (3) admette des solutions. Elles seront 

TC 

certainement solutions de l’équation aux dérivées partielles, 
car on en déduirait 


az 

ùaa 


; ?> 


ÔZ 

ù.ll 


■ Vit 


Ï)Z 

df„~I 




c>Z , \ 

T-), * * ’ Xrif z, P„-**P»_|) 

O.in 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 
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et par conséquent, on aurait bien 


y(x it x 2 , 


bZ bZ bZ 

XZ ’ bX { ’ bX 2 bXn- 


Si l’équation aux différentielles totales est complètement 

O 

intégrable, on aura une solution dépendant d’une constante 

arbitraire, b. Mais si de plus, les fonctions <p x , <p n _^ dé- 

0 

pendent elles-mêmes de (n — 1) constantes arbitraires, alors 

on aura une solution dépendant de n constantes arbitraires, c’est-à- 
dire une solution complète. 

Exemple : Soit par exemple l’équation de la forme 

f\{X\> Pi) X fî{x if p 2 ) X X fn(Xn } Pn) = 1 . 
a 

Il suffira de poser 

fi{xi, pi) — a,, f 2 (x 2f pi) =r a 2 , • • • f n {x„ f p n ) = a„ 
à la condition que a ly a 2 ,... a n satisfassent à la condition 


En résolvant par rapport à p x , p 2 ,... Pn 011 obtiendrait 
Pi = l t {x h ai), p 2 — l>{x-i y a 2 ) ••• p„ = a„) 

et l’équation aux différentielles totales 

dz — li(x { , ai)dXi -h ajdx 2 -4--h ln(x n> a n )dxn 

est évidemment complètement intégrable et donne 

z =J l,(x lt a i )dx 1 4- j k{Xi, a ÿ )dx 2 H-h j* ln{x», a n )dx n 4- b . 

P 

Elle contient n constantes arbitraires %, 02 ,... u»_i, 

Par exemple, soit l’équation 


PlPî **• P« ~ x„. 


On posera 


p* 1 

r — a„ —-. 
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On déduirait 

Pi —■ = &iXi 

0 

et par conséquent 

1 1 

« = s *t- o|z| H-1-a;» 2 ) -+- è. 

ù a>[d^' • • Ctn—.1 

Nous n’exposerons pas la méthode d’intégration de l’équation 
aux dérivées partielles par la recherche d’une intégrale complète, 
dans le cas de n variables ; cette extension de la méthode de La¬ 
grange a été faite par Jacobi. 

Par contre, nous étendrons au cas de n variables, la méthode de 
Cauchy, et des caractéristiques. 

Méthode de Cauchy : Caractéristiques. — Soit l’équation aux 
dérivées partielles, 

(1) f(x iy X U ---X n , Z, p u p if '--pn) = 0 
et soit une solution quelconque de cette équation 

(2) Z ■= y(X\ f X%, • • • Xn) 

Prenons un point quelconque de la surface æ 10 , x 20) ... x no, 
et les coefficients du plan tangent en ce point p 10 , p 20 ,... p ^ c’est-à- 
dire considérons un « élément » de cette surface. 

; . x,*2 

Faisons varier toutes les variables à partir de ces va¬ 

leurs initiales, en restant sur la surface, et de manière à satisfaire 
aux équations 

dxj _ dx^ _ _ dxn 

(ij Pi — p 7 — •••— p n * 

(Nous désignerons par X x , X 2 ,... X n , Z, P x , P„... p„ les dérivées 
de / par rapport à x li x^... x n , z, p l5 ... p n ...). 

* 

Nous allons d’abord montrer que la chose est possible 

et que cette suite d’éléments sera bien déterminée. 

°i 

En effet, dans ces équations, si nous supposons z exprimé 

dcp a 

au moyen de (2) ainsi que les dérivées de z, nous 

O 

pourrons substituer ces expressions dans 1*2» ••• P» Elles se 

transformeront en fonctions x t , x 2r .. x n soit 

Pi = •••«»). 
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Le système (I) se réduira à un simple système d’équations 
différentielles 


(D 


dx i 


dx 2 

TZ.y 


dx„ 

n„ 


entre les variables x 2r .. x n . 

?2, * 

Nous égalerons à dt l'ensemble de ces rapports, t étant 

une variable dont nous supposerons la valeur initiale nulle, 
o,, o 

L’intégration de ce système int roduira alors n constantes 
arbitraires. Nous pouvons en disposer de manière que pour l " 0. 
les variables .r, prennent les valeurs initiales .t, 0 choisies arbitrai¬ 
rement. 

°i 

Les expressions des x seront alors coniplètenicnt déter¬ 
minées. Elles seront de la forum 


X\ /1 ( t, X\ f) , ^3o, * * * X>n)) y X% /î ' * * Xn — fn (t, X\ y, X^q, ’ ’ * Xno) • 

On aura alors 


Z = ?(/l, /•>, •••/*) == «10, « 20 , - “«no). 

O 

Pour t — 0, z = z 0 et les dérivées de z par rapport aux x 

se réduiront aux valeurs initiales. 

o 

Le point x Xi x 2 ,... x n , z décrira une courbe sur la surface 

o 

et on aura de plus les valeurs de p lJ p 2 p n en chacun des 

points. Nous appellerons « caractéristique » cette suite simplement 
infinie d’ « éléments ». Ln particulier, la courbe caractéristique est 
tout entière tracée sur la surface. 

o 

Elle est complètement déterminée si l’on donne le seul 

élément de départ. 

Mais tout cela suppose jusqu’ici que l’on connaisse la surface 

Z =r Xiy * • • X„). 

On ne pourrait, en effet, intégrer un tel svstème ( 1) que si l’oneon- 

naissait Mes expressions de 7ü l . 7T 2> ... n n c’est-à-dire la surface. 
Nous allons montrer ce fait absolument remarquable et fondamental, 

k 7 2 

que, sans connaître ni avoir à préciser cette surface, il 

est possible d'obtenir d'autres équations permettant de définir compte - 
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lement la variation des x , z, p en jonction de t en tous les points d'une 
caractéristique 

En effet, si l’on se déplace d’une manière quelconque sur la sur¬ 
face, et a fortiori si l’on se déplace le long d’une caractéristique, 

o 

ou a 

dz—p [ dx i i p,dx 2 I •••--»-- p n dx n . 

Dans ces différentielles / seuil varie 
d 

Les rapports (1 sont égaux à 

p >dx\ u p>dx> t- • • • -*- pndxn _ dz 

Pi 15 ' p> l\> t ••• H- p„ P» / p,P| -t- p,P> +-••• I P„P/ 

D’autre pari, il faut supposer que les coordonnées d’un point 
d’une surface intégrale quelconque sont fonctions de l et de (n —1) 
autres variables tq, u 2 ..., u n _ x qu’il est inutile de préciser. 

Nous désignerons par D un symbole de différentiation quand 
toutes les variables t et il varieront, par d un symbole quand t 
variera seul, par r ' quand les u varieront seules. 

O 

Si l’on se déplace sur la caractéristique, 

dp- - <> ^ >1 dx i f- dx-> i ••• i d P' dx r . 

r <>Xi dX-2 " dXn 

En tenant compte des rapports (1) 

dp i __ p <>P i p «>P i ._ . p Ô P i. 

dt 1 àXi 2 t\Xî " <Ar>, 

Mais d’une façon générale, ^ . Donc 

ÔXl, àXi 


dp, p <>/>. H ..... p„ -V'". 

dt <vr, ' «Vf, «>0:, 


Nous obtiendrons le. groupement, qui figure au second membre, 
eu dérivant par rapport à .r t , l’équation (1), ce qui donne 


X, r p,/ +- Pi ^ 4-IN 

\ 


*P> 

<*T| 


t.t 



«Vf, 


( )n a donc 


X, 4- p,/ 


dp, 

dt 


Les rapports (I) sont donc aussi égaux à 


v ~ — et de même 
X, -t- 
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o> 

Réduction à un système. — On a donc finalement quand 

on se déplace sur une caractéristique 


(I f ) 


<kc A _ dxi 

\ "Pi ~ W 
/ 



- dp n 

X« ~h p«Z 


— dt. 


_ dz _ 

H- •“ “hpnPn 


— d Pj 

X, + p,z 


P 

On voit bien que ces équations sont indépendantes de la 
surface considérée : elles déterminent complètement les varia¬ 
tions des x, z , p tout le long de la caractéristique, et à la seule 
condition de connaître les valeurs initiales de toutes ces variables 
(valeurs qui devront satisfaire à 


f(x I, x 2 , z. p,, Pi,---p n ) — 0). 

a 

En intégrant le système (P), à la condition que pour les valeurs 
initiales, tous les dénominateurs ne soient pas nuis, et introduisant 
les valeurs initiales des variables, on obtiendra des relations de la 


forme 

/m 

f Xy - fi[tf XiOj Z, Pko)f 

1 Xz = fï(t, X{q, Z, pko), 

Pi = <Pi(t, tfto, Z, Pko) 


1 Xn — — fn(t)Xio, Z, p/co), 

Pn — X i0 , Z, Pk o) 


z — •£«>> z, pfro) 


Telles sont les expressions qui définissent une « caractéristique», 

suite simplement infinie d’éléments indépendants de toute surface, 
d 

On en conclut immédiatement que si deux surfaces ont 
un élément commun , elles sont tangentes tout le long de la caractérisa 
tique définie par cet élément de départ. 

Pour tout système des valeurs initiales, chacune de ces courbes 

d 

est tout entière tracée sur une surface intégrale. On peut 

donc considérer toute surface intégrale comme un lieu de courbes 
caractéristiques. 

Les coordonnées d’un point d’une surface devant être exprimées 
en fonction de n variables, les expressions ci-dessus de x iy z qui 

P 

dépendent déjà de t devront dépendre encore de (n — 1 ) 

X 

autres variables iq, u 2 ,... u n ^ x . Elles ne le pourront que par 

l’intermédiaire des valeurs initiales x t0i z, p ko . 
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a <1 

Nous sommes donc amenés à chercher comment 

Von doit choisir ces fonctions pour que le lieu des courbes caractéris¬ 
tiques correspondantes , constitue bien une surface intégrale . 

Il faut : 

1° Que toutes ces fonctions satisfassent identiquement à l’équa¬ 
tion 

f(X l$ * * • X n> Z, p i, p 2 , * * * p») — 0 

(quels que soient t, u Xl u 2 ,... u n _x). 

2° Qu’elles satisfassent de même à la condition 

(3) D z = PiDx l p,T)x> h -h p„Dx n 

a) Omme dans le cas de trois variables, on déduit facilement 

a, 

du système (P), une combinaison intégrable en multi¬ 

pliant les numérateurs et dénominateurs des rapports respective¬ 
ment par 

X„ X 2 , • * • X M , Z, — P,, — P 2 .-P. 

et les ajoutant : on obtient au dénominateur zéro. 

11 est donc certain que 

.Xid&i 4- Xocèc 2 *4~ • • • 4- Xndxn 4- Z dz -\~ Pidpi 4- • • • H - P«dp/j 0 
c’est-à-dire 

f(x 1 , x>, * * * x n , z, Pi, • • • pu) = const. -- /o. 

GJ 

Pour que la première condition soit satisfaite, il faut donc 
et il suffit que 

-• /() = f(x i 0 , Xw, * * • z 0 , p,o, * • • Pn o) — 0* 

b) Prenons la deuxième condition (3). 

Les variables indépendantes étant au nombre de n, soient t , u Xi 
u 2î ... u n — i, cette condition revient à n conditions. 

On doit d’abord avoir quand t varie seul 

(4) dz = — dx i -4- dxi H-4- dx n = pistai -+- pidx-i -4- ••• p n dx n . 

' t>a?i 

p + 

Cette condition est certainement satisfaite, puisque 

c’est une des équations du système (P). 
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°1 

11 faut maintenant que, quand les u varient seuls, 


(5) 


<>Z „ àZ ^ 

: ùX i -h — 0X-> \ 

«M?i 0:c 2 


àZ ? 

U ('Xn, 

àXn 


11 sem h le que nous ne puissions plus continuer, puisque 
nous ne connaissons pas les expressions des .r if z, p k en fonction 

des valeurs Initiales. Qu’allons nous faire ? 

R 

(.ette condition doit avoir lieu quel que soit t. Mais en 
c 

particulier, elle doit être satisfaite pour t = 0. 

Pour cette valeur z, :r,- p k} se réduisent aux valeurs initiales. 

$ 

On doit donc avoir, en particulier, 


5') ïz 0 Pi 0^10 PV'X 20 -I- * * • -+ Prnf'Xrn , 

quels que soient les iïu. 

Mais il semblerait que cette condition soit bien insuffisante. 

+ , 7 2 

domine dans le cas de trois variables, nous allons montrer, 
que, si elle est satisfaite , la condition (5) sera satisfaite quels que 
soient les u et quel que soit t. 

Pour le montrer, nous allons considérer la fonction 


U ----- — P\ïx 1 — pt ?j X> • -- p,/'Xr, ez — ~pfix l 


et étudier sa variation quand t varie. 

On a 

dV — dïz — Zdpjïxj — £p,dtau. 

Mais d et cî\ étant deux symboles de différentiation, 

peuvent évidemment être intervertis, et l’on peut écrire 

(7') d\J -- ïdz — Idpfixi — -pfidxi. 

D’ailleurs la condition (4) étant identiquement satisfaite, diffé- 

o 

rentions-là quand les u varient. Nous obtiendrons 

(8) tdz — Zïpidx, -f 'Zpfidxi 

En comparant (7') et (8) 


(9) 


d\J ----- Zïpidxi — ïdpfix,. 
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i>ans cette expression, nous connaissons les expressions de 


Axi , dp t tiréi 

es de (I). 

En les substituant, nous aurons 

c’est-à-dire 

dû - 

- |vp f gp t . 4 v^( X/ 

I p,Z)]dt 

(10) 

dU = 

| ïX,OX, +- Ip.op, i 

'Z)LpfjXi\dt. 


Nous voyons apparaître dans les deux premiers groupes 

du second membre, un groupement que nous obtiendrons en 

différenciant par rapport aux u l’identité ( \) satisfaite quel que soit t 
et quels que soient les u. 

H 

On aura 


ïXfix, \ 

ïVfipi \ ZZz ~- 0. 


En en tenant compte dans ( 10), on obtiendra simplement 


dU — - 

- Z(oz — Zp/jxàdt 


c’est-à-dire enfin 



dU 

= — /U du 


Si l’on fait varier 

seulement /, les u étant 

traités 

a 

comme des paramètres. 

on peut considérer cette < 

‘quation 

comme une simple équation 
de t = 0, ou aura 

différentielle. En l’intégrant 

à partir 

U 

— 1 L /a dt 

Ü„e • <> . 



°» f' 

On voit donc bien que si U 0 = 0, on a constam¬ 
ment U == 0. 


Il suffit que la condition (fO soit satisfaite pour les valeurs 
initiales , c'est-à-dire que l'on ait 

(b') OZ„ = piotohi -t I 

R 

Pour avoir une surface intégrale , il faut donc et il suffit que 
>r 10 , x no, t 0 , p 10 p no soient des fonctions de (n—\) variables 

satisfaisant à (1) et à (5*). 

Solution du problème de Cauchy. - En particulier, si l’on veut 
avoir l’intégrale de Cauchy qui pour v l0 = eonst. se réduit à 
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Zq = Æg,,,." %no) 011 pourra prendre comme variables u, les 

quantités ^no • 

*2 

La condition (5') exprime alors que p 2 0 , p^r^Pno sont les 

dérivées de <p par rapport à x^. 


Quant à p 10 , 


P ko : 


ÙXii o 


elle sera donnée par l’équation (1) 



SiO» ®20»* * *^no? <?> pio» 




Le système (II) détermine alors æ 1? x 2y - x ny z, p lv .. p n en fonction 
de t , £gov** 

De ces expressions (sauf celle donnant z) on pourra déduire t , 

P 

^ en fonction de x 1} x 2) ... x n) si le déterminant 


q I, Æ«o» * • * -Î*n0 
U x lt .To, • • • x n 

n’est pas nul. 

Or, pour la valeur t — 0, ce déterminant se réduit à c’est-à- 
dire à P 10 . Il n’est donc pas nul. 

ru 

On pourra donc bien tirer l , en fonction de x X) 

x 2 # n ; en les substituant dans l’expression de z, on aura z en 
fonction de x 1 , x 2r .. x n . 


Nous nous bornerons à ces considérations dans le cas de n va¬ 
riables indépendantes. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 
THÉORIE DES COURBES : 
FORMULES DE SERRET ET FRESNET 


I. — POINTS ORDINAIRES. — POINTS SINGULIERS. — TANGENTE 
PLAN TANGENT. — COURBES PLANES 


Sommaire. 

Points ordinaires, points singuliers : Tangente. — Plan tangent. 

Théorie du Contact : Contact de deux courbes planes ou gauches, de deux sur¬ 
faces, etc., Osculation. 

Courbes et surfaces enveloppes : Enveloppe de courbes planes : Relation de con¬ 
tact. — Cas des points singuliers. — Familles de surfaces à un paramètre : 
Arête de Rebroussement. — Familles à deux paramètres. 

Applications de la théorie du contact : Courbes planes. — Eléments géométriques 
en un point d’une courbe. — Deux tableaux de formules pour la résolution 
de tous les problèmes. — Développée. — Cercle osculateur. 

Courbes gauches : Plan osculateur. — Cercle osculateur. — Sphère osculatrice. 

Courbure. — Torsion. — Formules de Fresnet : Signification précise de o et t. 
— Remarques sur les formules. — Relations entre les rayons de courbure et 
de torsion des diverses indicatrices. 

Courbes réciproques : Courbure géodésique d’une courbe sphérique. — Courbes 
de Bertrand. 

Détermination d’une courbe connaissant p et x : Méthode de Darboux. — Mé¬ 
thode du développement des coordonnées. 

Application de la tltéorie générale à l’hélice : Théorème de Bertrand. — Hélices 
coniques. —- Hélices coniques et cylindriques. 

Une généralisation des hélices : Propriétés de ces courbes. — Relations entra 
les rayons. 


Une courbe plane peut être représentée : 

1° Soit par une équation f(x, y) = 0 à laquelle satisfont les coor¬ 
données d’un point de la courbe. 
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2° Soit par deux équations 

X /((), y = <f(t) 

donnant les coordonnées d’un point de la courbe eu fonction d'un 
para mère t. 

On peut aisément passer d’un mode de représentation à l’autre. 


Points ordinaires. — Supposons la courbe donnée sous la première 
forme /(.r, ?/) = (b 

Nous dirons qu’un point x, y est un point « ordinaire » de la 
courbe si les conditions suivantes sont satisfaites : 

1° Toutes les dérivées partielles de tous les ordres j' xy f' yy /"^V* 
ont des valeurs finies et bien déterminées au point x y y. 

2° Les dérivées du premier ordre j' x> / y , ne sont pas simultané¬ 
ment nulles. 

La courbe a été rapportée à certains axes de coordonnées et par 

conséquent ces conditions semblent dépendre de ces axes. 

'I 

Nous allons d’abord montrer que ces conditions sont indé¬ 
pendantes du choix des axes de coordonnées. 

°i 

Primons en effet un nouveau système d’axes. Les nouvelles 
coordonnées x l , y x d’un point seront liées aux anciennes par des 
relations de la forme 


x — ax i 


by i 


y 


ax { b'y { -t- i/o, [ah 1 — ba ;zf 0) 


L’équation de la courbe par rapport aux nouveaux axes est 
donc 

F(^ t , y t ) — f(axi 4 - by, - 4 - x 0y ax l 4 - b'y x 4 - y 0 ) ' 0. 

J,es nouvelles dérivées partielles sont données par les rela¬ 


tions 


aF i) , o/ 

= a ' - - 4 - a -, 
ôx dy 


= b V t- // d/ 

ÏSX 






1° foutes ces nouvelles dérivées seront donc finies et bien 
déterminées en même temps que les anciennes. 

2° De plus, comme ah' —- ba' ^ 0, > ^ ne peuvent 

1 ’ àXi dyt 1 

être simultanément nulles, car on aurait aussi 


àf_ 

dX 


0. 
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Signification géométrique. — Nous allons rechercher une signi¬ 
fication géométrique des conditions pour qu’un point soit simple. 

Soient M(x,y) un point ordinaire, M'(X, Y) un point voisin sur la 
courbe. On peut écrire 

/(X. Y) =-- f(x + <X- x), y -t- (Y — y)) - 0. 

X 

Appliquons la formule de Taylor. Nous obtiendrons puisque. 

/(*> y) = 0 

< x - *) t + < Y - ») | + ni< x - *> s + < v - o 4IV t) 

-+- .. • = 0. 

En posant X —• x = /i, Y — */ = /c, on voit que c’est une 
équation de la forme 



-t- ,A* -+- a,|/*/c ! ••• — Zdijh'kj ~ (). 


Supposons, par exemple, — = a ()1 ^ 0, et soit t/ao/t* le premier 

terme en /i diffèrent de zéro. On sait alors que, de celle 

équation, on pourra déduire un développement de k de la forme 


/c = mh* +- n/i I + 1 + • • « — “ l0 h* -+■ • • • 

«01 

d 

(Y — ?/) est donc un infiniment petit d’ordre a par rapport 
à (X — x). 

'i 

Si en particulier (/. — 1 ^ (Y — y) est un infiniment petit 

du premier ordre par rapport à (X —- x). En négligeant les inlini- 
ment petits d’ordre supérieur au premier, par rapport à (X — r> 
ou (Y — y) f on voit que l’on a sensiblement 

a 10 (X — x) +- «oi(Y — y) -0 

c’est-à-dire 

(X-*)^(*,y)+(Y- y )^ = 0. 

ti) 

La courbe, aux environs du point, se confond donc sensi¬ 
blement avec la droite ci-dessus, t.ette droite s’appelle la «tangente» 
au point. 

Si a > 1, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur 
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au premier, on a encore k =* 0, c’est-à-dire encore (2), puisque dans 
<>/ n 

ce cas o 10 = ~ = 0. 
à/ (if ^ 

Si ^ = 0, J- ;zf 0, en prenant alors (Y — y) comme infini¬ 

ment petit principal, et négligeant les termes d’ordre supérieur au 
premier, nous arrivons à la môme conclusion. 


Donc, dans tous les cas, si le point est un point ordinaire, la 
courbe se confond, aux infiniment petits d’ordre supérieur au pre¬ 
mier près, avec une droite, appelée « tangente », dont l’équation est (2). 

Supposons = 0, — = 0. Le point M est dit « point singulier ». 

a 

En appliquant la formule de Taylor, le développement (1) 
se réduira à 


t \ [( x -* ) à +(Y-y) è] (,,/( *’ |f)+ "' =0 

: 

Si les trois dérivées-partielles secondes ne sont pas toutes 
trois nulles, on voit comme ci-dessus, qu’en négligeant des termes 
du troisième ordre par rapport à (X — x) ou (Y — y ), on a 


[ ( x x ) ^ + (Y y) g~] y) ■— 0 

c’est-à-dire 


(X - *)■ g + 2(X - «)(Y - y) ~i- y -H CY - y] 


j>V 

iy‘ 


0. 


7 

Cette équation homogène, du Second degré en (X — x), 
(Y — y) rreprésente deux droites. 

Aux environs du point, la courbe se confond sensiblement avec 

(O 

Tune ou Vautre de ces droites. Deux branches de courbes 

viennent se couper au point M. On dit dans ce cas, que le point M 
est un point « double » de la courbe. 

5 

Si 



• les deux droites, tangentes, sont réelles et distinctes. 

Si H = 0, les deux droites sont réelles et confondues : les deux 
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branches réelles admettent même tangente. Le point double est 
dit « point de rebroussement ». On a en ce point 


*1 

dx 


= 0 



bxby) dx 2 dy 2 


Si II < 0, les deux droites sont imaginaires : il n’y aura pas de 
point réel de la courbe aux environs du point M qui est dit point 
double « isolé ». 

», 5 

Enfin, pour généraliser, supposons que toutes les déri¬ 

vées partielles soient nulles en un point M(æ, y) jusqu’à l’ordre 
(n — 1), une des dérivées partielles d’ordre n étant différente de 
zéro. 

En appliquant la formule de Taylor, on aura 


.= ° 

* 

En négligeant des termes d’ordre supérieur à n en (X — x) 
et (Y — y), on aura 


[ { X- X )» x + (Y-y)^ff {x , y) = 0. 

Cette équation homogène de degré n en (X — x), (Y — y) 
représente n droites réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues. 

Il y aura n branches de courbes, distinctes ou non, se croisant 
en M. 

Le point M est dit « point multiple d’ordre n ». 


Cas où la courbe est donnée sous la forme x = f(t)> y = <p(t). 

Théorème. — Si , la courbe étant supposée connue sous la forme 
f(x y y) = 0, la définition était la meme que ci-dessus , les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu'un point soit « ordinaire » sont : 

1° Les dérivées successives x ', x ",... yy"... par rapport à t 
sont en ce point finies et bien déterminées ; 

2° Les deux dérivées du premier ordre y' ne sont pas simultané¬ 
ment nulles . 

a 

Nous allons ramener ce cas au cas précédent. 

'h 

En effet supposons, par exemple, x' différent de zéro. 

a. 

De l’équation x — f(t)> nous pourrions tirer t en fonction 




COU US l)K CALCUL DiKFÉKKNTU’.L ET INTÉGRAL 


ô I 2 


de x, soit t = À(.r). Kn substituant, dans l’expression de î/, on aura 
bien l’équation de la courbe sous la forme 

F(x, y) = y — 9 (X(*)) — 0. 

°i 

Pour que le point .r, y soit ordinaire, il faut et il 

suffit que toutes les dérivées partielles de F soient finies et bien 
déterminées et que l’une des dérivées du premier ordre ne soit pas 
nulle. 

Or ici, Ÿ' y = 1 ; quant, aux dérivées partielles elles se ré¬ 
duisent. aux dérivées de la fonction composée <p(t) où t = X(;r). 
*2 

Otte fonction admet des dérivées de tous les ordres par 

rapport à x, puisque admet des dérivées par rapport à t, 

et que d’autre part t a des dérivées de tous ordres par rapport ù 

y 

x, obtenues en dérivant x = f(t) : 


Les expressions de t' Xf t" x % ... admettent toutes pour déno¬ 
minateur une puissance de x\ qui n’est, pas nul. 

Théorème. —- Réciproquement , étant donnée une courbe F(.r, y) = 0 
si le point x , y est un point ordinaire de cette courbe , on peut obtenir 
une représentation paramétrique 

x = /(O» y - ?W 

qwc conditions précédentes soient satisfaites au point x, y , i 
(i existence de dérivées de tous ordres , nnc des dérivées x\ y' différente 
de zéro). 

h 

Par hypothèse, le point étant simple., l’une des dérivées 

d t i) P , ,. . , t 

> n est pas nulle, soit par exemple . • 

ôx ày 1 51 1 dy 

z 

L’équation F(x, y) = 0 permet donc de considérer y comme 
une fonction de x , soit y = f(x), qui admet des dérivées successives 
déterminées par les équations 


ï>F 

dX 


ôF 

t 

ày - 


0, 


<V 2 F 

dX~ 


« à 2 F , 
2 y 
dxày u 


d*F 

i 

<>r v 


aF 

t 


Toutes ces dérivées y\ y"-.. admettent pour dénomina¬ 

teur une puissance de ^. On pourra donc calculer successive- 
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ment, y ', y "... Ces dérivées seront finies et bien déterminées puisque 
^ ;zf 0 et que toutes les dérivées partielles de F sont finies et bien 

déterminées. 

a 

Si donc nous prenons x comme variable indépendante, 
nous aurons x' = 1, x" — 0, x' n = 0... et les dérivées de y par 
rapport à x seront toutes finies et bien déterminées. ' 

Le point sera donc bien ordinaire sur la courbe 

x = b y ■= *(*) = <?(*)• 

Si X, Y sont les coordonnées d’un point voisin correspondant 
à t + AL on a 

X— f t 'M -t- *‘V(0 +••• 

Y — y = ?,'A| + *'« • • • 

Si f\ et 'p't ne sont pas tous deux nuis, aux infiniment petits du 
second ordre près, on a 

X x _ // 

Y — // <?/' 

7 

Le point voisin se trouve sur cette droite qui est la tangente 
au point. Si /' et y' sont tous deux nuis, en négligeant des infini¬ 
ment petits d’ordre supérieur, si /", cp" ne sont pas tous deux nuis, 
on a de meme 

X — rr __ f 

Y-y 

? 

C’est, dans ce cas, l’équation de la tangente, etc. L’équa¬ 

tion de la tangente est donc toujours déterminée meme si le point 
est singulier. 

Surfaces. — Une surface peut être représentée soit par 

une relation F(.t, y, z) = 0 entre les coordonnées de chacun de ses 
points, soit en considérant ces coordonnées comme fonctions de 
deux paramètres, sous la forme 

x — f(t, u), y = <p(t, n), z = <Kt, u) 

1 er Cas. — On dit qu’un point x , y , z est ordinaire sur la surface, 

, i 

lorsque : 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


33 



cou us m: calcul i>iffi':hkntikl kt intkohal 


1° La fonction F(.r, ?/, z) admet des dérivées partielles de tous 

les ordres finies et bien déterminées. 

, . , , . b i> b «A , , 

2° Les Irais dérivées 5 » ne sont pas simultanément 

t\x dy az 1 

milles. 

'V 

Lomme dans le cas des courbes, on démontrera que ces 

conditions sont indépendantes des axes de coordonnées. 

0 , ; 

Soit M(.r, //, z) un point ordinaire de la surface et 
M'(\, Y, Zj) un point voisin. Nous poserons 

N — :rss h , Y — y ~ k, Zt — z-l. 

Nous aurons 

F(.r -4- //, y -f- h , s -+- /) = 0, F(.r, y . z ) -- 0. 

bai développant la première par la formule de Taylor, nous 
obtiendrons 


(1) h 


aF 


aF 

f 


,aF 1 

+ 2 !l " fli 


, a .a . a i (2) 

/i - 4 - h -4- / - F (a:, w, z H- • • • = 0. 

dy az J v 


Puisque le point est ordinaire, l’une des trois dérivées du 
aF a7 2 


premier ordre, par exemple 


est différente de zéi 


Lomme dans le cas d’une courbe, on verra qu’en négligeant des 
infiniment petits d’ordre supérieur au premier, par rapport à 
(X — (Y — y), (Z — z), les points infiniment voisins de M 
satisfont à l’équation 


( 2 ) 


(X — x) + (Y • - y )*l +(Z-,) 


aF 


0. 


Us se trouvent dans un plan, le plan « tangent » à la surface 
au point M. 


h opposons maintenant 


aF 

dx 


~ 0 , 


a F 

*Ü 


0, 


aF 

az 


= 0. 


on dit alors que le point est un point « singulier ». L’équation (I) 
se réduit à 


l 

2! 


t 




( 2 ) 


F(x, y, z) 4- • • • = 0, 
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les termes suivant le terme écrit étant successivement du troisième, 
du quatrième ordre... par rapport à k , A*, /. 

7 

Lu négligeant les infiniment petits du troisième ordre, 

p 

on voit que les points de la surface voisins du point M 
satisfont a l’équation (en supposant les dérivées du deuxième 
ordre non toutes nu Iles ) 


( x -< * * <*-*>£ 


c’est-à-dire 


,(X '* 2S(X ~ *) (Y — — 0. 


Or cette équation homogène et du second degré en 

(X — x), (Y — /y), (Z — z) représente un cône du second degré 
ayant son sommet au point M(.r, //, z). 

La surface se confond donc sensiblement avec ce cône aux envi¬ 
rons de M. 

s i 

Si toutes les dérivées partielles du second ordre de h sont 
milles au point M, supposons, pour nous placer dans le cas général, 
que toutes les dérivées partielles soient milles jusqu’à l’ordre 
(n — 1), une dérivée au moins du n lème ordre n’étant pas nulle. 

Dans ce cas, en négligeant des infiniment petits d’ordre 

n + 1 par rapport à (X— x), (Y — y), Z — z)> les points voisins de 
M satisfont à l’équation 


1 

n 




(Y - y) 


d 'J 


\ i( /i ) 

(Z — z) L F(s, 2 h z ) = °- 


Sans qu’il soit nécessaire de la développer, on constate que c’est 
une équation homogène de degré n en (X — x ), (Y — y), (Z —■ z). 

O 

Llle représente donc un cène d’ordre n axant son sommet 
au point x> y , z. 

Le cône peut d’ailleurs se décomposer en cônes d’ordre moindre. 
‘2 e Las. — Supposons la surface donnée sous la forme 


x — f(t, u), y — 'fit, u), z = if(t, u). 

On dit qu’un point correspondant aux valeurs t, u est «ordinaire» 
si, pour ces valeurs : 
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1° Les fonctions ;r, y,z admettent des dérivées partielles de tous 
les ordres par rapport à t, u. 

2° L’un des trois déterminants fonctionnels 




D 


t, U 

.r, y' 


est différent de zéro. 

Nous allons montrer que cette définition du point ordi¬ 
naire se ramène à la précédente, et inversement si l’on donne une 
surface F(x, y , z) = 0, on pourra obtenir une représentation para¬ 
métrique, telle que les conditions ci-dessus soient satisfaites. 

a i 

Supposons, par exemple 


a 

Des équations 


y , z 


^0. 


y = ?(b m), « — u ')> 


on pourrait alors tirer t, u en fonction de y , z sous la forme 
t ~ Hy , 2 ), u - p(t/, z). 


En substituant dans l’expression de x , on aurait l’équation de la 
surface sous la forme 

F(«, y, z) = a; — /(X, >x) = 0. 

0l ^ . „ j,,., dF à F 

La condition que lune des denvees - > j . ne soit 
n àx dy bz 


pas nulle est bien satisfaite puisque 


1. 


? 


11 suffit donc de montrer que F admet des dérivées par¬ 
tielles de tous les ordres par rapport à x, y , z. 

On a -- = 1. Toutes les autres dérivées se réduisent (au signe 

près) aux dérivées partielles de la fonction composée /(X, p.). 
o v cr 2 

Or, cette fonction admet des dérivées de tous les ordres 
par rapport à X, u c’est-à dire t, u , et d’autre part t , u admettent 
des dérivées de tous les ordres par rapport à y , z. 
a 2 

On sait, en effet, qu’en dérivant par rapport à î/, z les équa¬ 
tions 

y = f(t, u), z — •: i{t, u), 
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on obtiendra successivement, les dérivées du premier ordre, du 
deuxième ordre de t , u. Toutes ces dérivées sont des expressions 
admettant comme dénominateur une puissance de R*’ “ 0 et le 

numérateur est fini. 

Réciproquement, soit M un point ordinaire d’une surface 
F(rr, t/, z) — 0. 

Puisque, par hypothèse, une des dérivées premières, par exemple 
à F a 

dz n’est pas nulle, cette équation permet de considérer z 

comme fonction de x , y sous la forme 

Z =: .Ifo y). 

*2 

dette fonction admettrait, comme on le sait, des dérivées 
de tous les ordres, finies, puisque —^ ;zf 0. 

7 

Si donc l’on pose 

x -- t , y — u d’où z — <R/, u), 

on aura bien une représentation paramétrique de la surface. 
D’ailleurs le déterminant l/’ u est égal à l’unité. 

Toutes les conditions relatives au point ordinaire sous la deuxième 
forme sont donc satisfaites. 

Plan tangent. — Si l’on considère un point X, Y, Z voisin du 
point x , ?/, z correspondant aux valeurs t + A /, u + A u. des 
paramètres, les coordonnées de ce point seront 

X — f(t "H A /, u -f- A u), 

et de meme Y et Z. 

On aura 

X — x = d J A/ -h ^ Au i I ^ A/ ° Au I /(/, u) t • ■ • 

0/ Ou 2 ! | ot Ou I 

On voit, qu’en négligeant des infiniment petits d’ordre supérieur 
au premier par rapport ù A/j Au, on a sensiblement 

X — .r — -{ A t + Au. 
o t ou 

«i 

l)e meme 

y _ y = * At + A». Z — z — AI + 2 Au. 

* o/ ou ’ oe ou 

Si le point est simple, on a par exemple lV* ^ ^ 0. 
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Des deux dernières expressions, on pourra déduire A t, A u 
et les transporter dans l’expression de (X — x). 

7 2 

Le résultat s’obtiendra sous forme de déterminant 


X 

— 2 

‘V 

«V 



i)t 

au 

Y 

— ?/ 

aep 

«Vf 


<>2 

<4 U 

Z 






ot 

<>u 


L’est, l’équation du plan tangent au point /, u. 


Courbes gauches. — Une courbe gauche, peut être considérée soit 
comme l’intersection de deux surfaces 

/(•*•» ?/, z ) — ?(- r , !/, z ) ~ 

soit comme la trajectoire d’un point. Les coordonnées d’un point 
sont alors définies par des (expressions de la forme 

•f - /(O, y ?( 0 , a - -KO, 

en fonction d’une variable 2, 

1 er Las. — Prenons la courbé sous la forme 


/O**» ?/, z ) = K- 1 ', 2/, z ) -■= °- 

On dit qu’un point M(;r, ?/, z ] est « ordinaire 1 » sur la courbe, si : 

•J 

1° Les dérivées part ielles de tous ordres (h; / et o sont 

finies et bien déterminées ; 

2° L’unau moins des déterminants 



o, J) 


.r, y 

/. Ÿ 


est différent de zéro. 

11 faut d’abord montrer que ce,s conditions sont indépen- 

dantes des axes de coordonnées choisis. En effet, si on change 

les axes, les nouvelles coordonnées v/ l5 d’un point seront liées 
aux anciennes x, y , z par des relations de la forme 


X — 3\T| -t- y\J , Sr - j- a 

y — 4 Kï/i Yi z i ^ 

z — 3 f 5 .T, -h K’ 2 /l ' + T‘ 22 j -t- c 


a {1 y 

3 i T< 

0t 2 {i 2 


avec 


^0. 
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Les équations de la courbe par rapport aux nouveaux 
axes seront donc 


F(x if y 1 Zi) — l(zx l ïy x -h yzi H- a, oc l x i -t • • - , -f-) = 0 

'H#!, y î, 2,) r- y(a Xi +- ??/, -P yz t -h a - , f • • - , x,#, H-) ■= 0. 

Or les fonctions P^q, y i9 z x ), ( P(.ri, y l9 z 1 i admettent des 

dérivées partielles de tous les ordres par rapport à x x , y lf % 
puisqu’on peut les considérer comme des fonctions composées de 
• r i> Vi) z i l >ar l’intermédiaire de x 9 y , z . Les fonctions /, y admettant 

des dérivées par rapport à x , y , s, et d’autre part x, y, z admettant 

(>) 

des dérivées par rapport à t 15 y l9 z x , les fonctions composées 

P ( I> admettent bien des dérivées de tous ordres par rapport à 

* 1 - .Vl’ Z l* 

°1 ’ ^ 

Il faut démontrer ensuite que l’un des nouveaux déter¬ 
minants 

a = d£;,;', a, * o%'\ a, = i>£"\ 

est différent de zéro. Pormons A. 

On a 

, , <V , <V 

- — -+' t-'l "T- p; > 

<>?/! «vr <n/ az 

et des expressions analogues pour les dérivées qui figurent dans A. 
On trouve ainsi 

A ----- (fi|Yj — '{/piV' + " (p2 y — Ï2 p) r o '■é- (p7» 

On aurait des expressions analogues pour les deux autres ([(‘ter¬ 
minants, par permutation circulaire de x, y , z, 7, y. 

p 

Or, ces trois expressions sont linéaires et homogènes par 

rapport à c?, 

Le déterminant des inconnues est 
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('.'est. le déterminant déduit du déterminant : 




a > Y 

?i Yi , 


I *2 Yt Ï2 I 

0 , / 

en remplaçant chaque élément par le mineur correspondant 

*2 

de d , c’est-à-dire le déterminant adjoint de d. On sait que, en 

général, si l’on fait la même opération sur un déterminant d’ordre n, 
on a entre les deux déterminants la relation D — d n ~~ l , comme on 
le voit immédiatement en multipliant les deux déterminants D, d. 


oj 

Dans le cas actuel 1) = d 2 . Or d est différent de zéro, si 
les axes coordonnées forment un véritable trièdre. 

Il n’est donc pas possible que l’on ait simultanément D = 0, 

]\ = 0, D t = 0. 

Voyons maintenant comment se comporte la courbe aux environs 

y 

d’un point x, ?/, z. Soit M'(a;, î/, z) un point voisin. Posons 


X — x’rh, Y “ y e k, Z — z 4- l. 


On a, puisque 


f(x 4 - h,y -h k, z l) — lh ^ -+- k * ^ ) f(x, y, z) 


f(x, y, z) = 0, <?(*, y, z) = 0, 

d , à , d 


f(x -h h, y f- k, z 4 - /) = ( h d -h k d -h l d ) <p(x n y, z) -h • • • 

TV * 7 \ <>x oy i)z ITK * 

Kn négligeant les termes d’ordre supérieur au premier en 
A, A*, /, ces équations se réduisent à 


h*J < k y 0 , 

dx iuy àZ 


h* ^Z* = 0. 

i>x oy ôz 


Les points voisins de la courbe satisfont donc sensiblement aux 
équations 

(X-x) d l MY-y)Y, 1- (Z — z)'ll — 0, 


dX 

\àf 


»y 

v dO 


dZ 


(X - x) a J 4- (Y . -f- (Z - z)°y = 0. 

v d# v ^ 01 / v €>z 


Ces équations représentent une droite car les trois mineurs 
}) z / \ ])*’* ne sont pas tous trois nuis. Cette droite est 

h ? h Y J* ? 




APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 


521 

d’ailleurs l’intersection des plans tangents aux deux surfaces 
/ = 0, rp — 0 au point M. (/est la « tangente » à Ja courbe au point \f. 


Cas d’un point singulier. — Si les déterminants r} t o\, r} 2 sont 
tous trois nuis, le point est « singulier ». Les deux équations ci-dessus 
sont identiques à un facteur près Mais alors si l’on forme la com¬ 
binaison 


f(x -f h, y k, z 4 - l) Ào(a; -t- h, y 4 - k , z l) — 0, 

cette équation pourra remplacer q = 0. Or, si on la déve¬ 

loppe, les termes du premier degré en h , k, l disparaissent. Si les 
premiers termes qui subsistent sont de degré n en h, k, /, en annu¬ 
lant leur ensemble et négligeant les infiniment petits d’ordre supc- 

o 

rieur, on obtiendra un cône de degré n . 


(h 


d.r 




a 1 

' l ) /(•!■•,'/, Z) 

<>* 


i , à J d . ù \ v 

/? 4 A* f - l ) //. z) 

' a.r a// <)z ' 4 •' 


O cône sera coupé par le plan tangent commun à / = 0, 
= 0 suivant n droites qui seront les tangentes aux diverses 
branches d’un point multiple d’ordre n. 

2 e ('.as. — Supposons que les équations de la courbe soient 


**=/(0> y = ?(*), s *’ W- 


Le point M(;r, ?/, z) correspondant à la valeur t de la variable sera 
un point ordinaire, 

1° Si /. q, admettent des dérivées de tous les ordres 
finies et bien déterminées ; 

2° Si les trois dérivées premières ne sont pas milles toutes trois. 

a 

Nous allons montrer que ces conditions se ramènent aux 
conditions précédentes, et que inversement, 'si un point d'une courbe f 
donnée sous la forme d'intersection de deux surfaces , est un point 
ordinaire , on peut trouver une représentation paramétrique telle 
que les conditions ci-dessus soient vérifiées. 

°i • , 

Ramenons ce nouveau cas au premier. Puisque l’une des 

n 

dérivées, par exemple f'(t) n’est pas nulle, nous pourrons 

tirer de l’équation x = f(t)> t en fonction de x sous la forme t — l(x;. 
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Mn substituant cette valeur dans les expressions de ;/ et z s 

on aura 

b “ r(M*)) - <>, ” ~ m*)) = 0 

Ce sont deux équations de la forme 

F(.r, if,z) — 0, ‘l‘(T, ?/, z ) -- 0. 

Or, la première par exemple admet des dérivées do tous 

ordres par rapport aux variables. Mlles se réduisent en 

effet aux dérivées de la fonct ion composée v(k(x)). Celles-ci existent 
puisque 0 0 admet des dérivées par rapport à /(#), et que, de x - - f(t) y 
on peut déduire des dérivées de tous les ordres de la fonction inverse 

t ~ /.(*). 
rj u ? 

Il faut encore montrer que les trois déterminants A, A lt 
A.j ne sont pas tous trois nuis. Or, 

°1 

Démontrons ifiaintenant la réciproque. 

Soit un point ordinaire x y //, 3 dune courbe définie par 

F(*» ?y> 2) - () , ?y> 2) — 0. 


Puisque, par hypothèse, A ----- D^’^par exemple, n’est pas nul, 


ces deux équations peuvent être résolues par rapport à 
//, 3 et permettent de les considérer comme fonctions de x. 

72 

On sait, qu’elles admettent alors des dérivées de tous les 

ordres. 

fl suffit donc do prendre x comme paramètre t. 

D’ailleurs, on aura alors 


dx 

dt 


;zf 0. 


On verra facilement que, les équations de la tangente en M sont 
X — x Y — // Z — z 

fi _ V 

si /', f', 'V ne sont pas simultanément nulles. 

Si elles sont toutes trois nulles, en désignant j»ar fK y*, A* les trois 
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premières dérivées qui ne soient pas milles simultanément, les équa- 
lions de la tangente seront 

X ~ x __ Y — y _Z — z 

l l! ~ 'r k } i k ‘ 

IL — THÉORIE DU CONTACT 


(Considérons d’abord deux courbes C, ('/ ayant un point com¬ 
mun M. Nous dirons que la courbe (Y a en ce point, un contact 
d'ordre n avec la courbe C, si à un point U 
de (' infiniment voisin de M, nous pouvons 
faire correspondre un point Q de (7, égale- 
ment infiniment voisin de* M, tel que la 
distance PQ soit infiniment petite d’ordre 
(n + 1) par rapport à MP pris comme infini¬ 
ment. petit principal. 

Nous adopterons la même définition pour le contact d’une sur¬ 
face S' avec une surface S ou pour le contact d’une courbe (7 avec 
une surface S. 

Nous supposerons toujours que le point M commun est point 
ordinaire pour chacun des éléments. 

Contact de deux courbes planes. — Nous supposerons d’abord, 
pour uni* plus grande commodité, que la courbe (’ est donnée sous 
la forme 

x = /(t), y — ç(t) 

et que l'équation de (Y est F(.r, y) — 0. 

Soient .r, y (/) les coordonnées du point, commun, .i\, y x les coor¬ 
données du point voisin P correspondant à la valeur t -j~ At, enfin 
• r i + 2/i + les coordonnées de Q. 

Nous allons d’abord montrer que MP est un infiniment petit 
du même ordre que A/. 

On a en effet 

.t'i = /(t -4- A t) ~ — x •+- ft At R. 

W étant infiniment petit d’ordre deux au moins par rapport à A t. 


C’ 
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On aura une expression analogue pour y v D’où 


MP 2 - (Xi — xY -h ( Ul — y )• --= Atn // 2 + <p/ 2 ] -H S 


S étant infiniment petit d’ordre trois au moins par rapport à A t. 

rj i 

Comme /' t , (p' t ne sont pas tous deux nuis, on voit que MP 
est un infiniment petit du même ordre que A t. 

* 1.5 

On aura 


PQ = y/a- f- 

3 

Pour que PQ soit infiniment petit d’ordre (n + 1) par 
rapport à MP, il faut et il suffit que l’un au moins des infiniment 
petits a ou fi soit d’ordre (n + I), l’autre pouvant être d’ordre supé¬ 
rieur. 

Nous allons démontrer que V(x ly /y 1 ) doit être infiniment petit 
d'ordre (n + Q P ar rapport à MP. 

°i 

On aura en effet 


F(j?, 


ou en développant. 


F(*„ 


?/» 


dF 

t - 
AT, 


e) = 0 


= 0 . 

‘à'/l 


les dérivées étant prises en un point intermédiaire 5, Y). 

Cj \ 

Or le point x. y étant ordinaire pour C', les dérivées 

àF dF , ,, 

dx 1 dy ne sorlt P as toutes deux nulles en ce point. 

On peut supposer .r l5 y l suffisamment voisins de .r, y et ot. fi 
suffisamment petits pour que les dérivées au point £, yj ne soient 
pas toutes deux nulles en ce point. 


Si a et fj sont tous les deux au moins d’ordre (/i -f- 1), il efi 
sera a fortiori de meme de F(;c 1 , y x ). Mais inversement, supposons 
que F(#i, y-a) soit un infiniment petit d’ordre (n -(• 1) et, par 

exemple, que ^ soit différent de zéro. 

Choisissons fj — (h Pour le point + a, ?/ l5 on aura 

(1) F(.r, n,ÿ,)=« ou P(x,,y,) i ^ (Ç, y,) — 0 

oX\ 

£ étant intermédiaire entre x et .r, + a. 
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Puisque ^ (x, y) n’est pas nul, on peut supposer x 1 et 

à p 

suffisamment petits pour que — (|, Vi) n <- x soit pas nul. De (1), on 

déduira alors pour a une valeur infiniment petite d’ordre (n + 1 ) 
par rapport à Ml\ 

O) 

En résumé, pour qu'il y ait contact (Tordre n, il faut et il 

suffit que F(# lt y^ soit infiniment petit d'ordre (n + 1) par rapport 
à MP ou ce qui reoient au même , par rapport à At. 

Posons alors 

F(/w), ?(t)) - m 

°i 

On aura 

F(^t, y\) = F {f{t At), cp(t At)) — ff(t -f- At) 

= 9(|) H- -4- ... H- 9*(t) -»-••• 

01, 3 

Pour que F(.t 1 . t/ 7 ) soit d’ordre (n + 1), il faut et il 

suffit que 

9{t) - 0, $\t) = 0, #"(*) = 0 • • • 9*(t) = 0 

Si le contact est d’ordre n seulement, on devra avoir & n+l (t) çzt 0 
<•> 

En résumé étant données deux courbes 
G x— f(t), y — <f(t) C' F(x, y) — 0 

formons la fonction 

m = F(/(o, *w) 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que C r ait un contact 
(Tordre n avec C sont que $ et ses dérivées jusqu'à Tordre n inclu¬ 
sivement, soient nulles au point t, la dérivée (n + 1 ) e n étant pas 
nulle . 

2 e (‘as. — Supposons les équations des deux courbes données 
sous la forme 

C y = f(x) C y -- fi{x). 

On ramènera ce cas au cas précédent en posant 

F;®, y) = y — f(x) = 0 
* = * 2 / = /|( 0 - 
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* 1 , ? 

La fonction i?(t) est donc 

—/(«)• 

Les conditions nécessaires et: suffisantes d’un contact 


d’ordre n 

de C ; avec C sont 

donc 






U (0 - 

- /w, 

//w = 

AO ■ 

■ • * /i n w 

= /”(<) 


ou 









/.(*) = 

= «*), 

/l’(*) = 

m 

• • • fY'{x) 

= /"(*)• 


Mais 

on 

remarque que ( 

.•es c 

audition; 

s sont sv 

métriques 

en / et f v 


(> sont 

donc aussi le 

s conditi 

ions pour 

que G ait 


d 


un contact d’ordre n avec G'. Il est donc inutile de spécifier 

quelle est celle des courbes qui a un contact d’ordre n avec l’autre 
et nous pourrons dire désormais que « les deux courbes G et G' ont 
un contact d’ordre n ». 

3 e Las. — Enfin, supposons les deux courbes données sous la 
forme 

C ^ /(*, y) = 0 G' /i(a?, y) 0. 

O 

Si nous pouvions les mettre sous la forme précédente, 
tirer y (ou x) en fonction de x (ou de y), ce qui suppose que les deux 
dérivées f x ',fy d’une part, f 1Xi f VJ d’autre part, ne sont pas simulta¬ 
nément nulles, c’est-à-dire que le point est ordinaire sur chacune 

a 

des deux courbes, il suffirait d’égaler les valeurs de y cl 

des n premières dérivées. 

?* 

Or, nous pouvons calculer ces dérivées successives sans 

avoir résolu préalablement les équations par rapport à y(oux). 

Elles sont données par les relat ions 

U +• ly'y' = o, + 2 f" xy y -t- />?/ 2 L fy'y" - 0 

qui donnent successivement y\ y",... et de même y\, y\. 

Le problème est donc résolu dans tous les cas. 

Contact d’une courbe et d’une surface. — La définition du contact 
d’une courbe (C) avec une surface (S) avant été donnée, soient 

s F(x, y, z) — 0, C X — f(t), y = <p(t), z == +(*) 


les équations de S et d» G. 
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Soient, x. y, z les coordonnées d’un point commun Al correspondant 
5 la valeur t du paramètre, x x , y x , z lf les coordonnées d’un point voi¬ 
sin P sur la courbe, correspondant à l \t ; x x + y, y x + fi, z x -f- y les 

coordonnées d’un point voisin Q de (Su 
^ t ’l 

On démontrera exactement comme dans le cas de deux 
courbes planes : 

1° Que si le point est ordinaire sur P, MP est un infiniment petit 
du même ordre que A/. 

2° Pour que PQ soit infiniment petit d’ordre (n -p 1 j, il 
faut et il suffit que l’une au moins des trois quantités a, fi, y soit 
infiniment petite d’ordre (n + 0» les deux autres pouvant être 
d’ordre supérieur. 

3 i, ; 

On a 


ou 

(i) 


FU, -+- 3, »/i -I- Z| + ï) = 0 


F(-<-|, !/,, z,) + 



,,«>F 
' à U 


o F 

' dZ 


, 0 


les dérivées étant prises cm un point £,*/}, 'Ç (ces coordonnées étant 
comprises entre x x et. x x + etc.). 


tu 


Si donc y., fi, y sont des infiniment petits d’ordre (n -p 1) au 
moins, connue les dérivées sont finies, il en sera certainement de 
même de FQq, y x , z x ) (au moins). 

t 


Mais inversement, 
dF ôF 


trois dérivées 


ôx ày 


ôF 

dZ 


le point M étant ordinaire sur S, les 
ne sont pas simultanément nulles en ce 


point. Si, par exemple, ^ ^ 0, on peut prendre fi = 0. y = 0 ; 

V 

l’équation (:l) se réduira à 


t 1 ') F(*i) j/i, *i) -+- y*» = °- 

d 

Si le point P est suffisamment voisin de M, et si y est suffi¬ 
samment petit ~~ (2, t/ l5 Zj) sera différent de zéro et par suite a sera 

(U 

un infiniment petit du même ordre que F(aq, y x , z t ). Si donc 

P(aVt/i, zfi) est un infiniment petit d’ordre (n + 1), PQ = | a | 
sera également d’ordre (n + 1). 
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B 

En résumé , il faut donc ei il suffit que F(.r 1 , y l9 z x ) soit infi¬ 
niment petit d'ordre (n + 1) par rapport à A U 

*1. 5 

Posons 

m = f(/(o, ?(t), m 

On aura 

F(*„ y„ *, ) = 9(t M) = 9{t) -4-. * F'(t) + pl F"(t) + •••+- + • • • 

CO 

Pour qu’il y ait contact d’ordre net n seulement, il faut donc 
et il suffit que 

3(«) = 0, 3*(l) = 0, 3 f (t) = 0, • • • 3"(l) = 0, 3*^(t) ;zf 0. 

2 e Cas. — La courbe est définie par les deux équations 
C f(x, y , z) = 0, <p(z, y, z) = 0. 

Il suffit de supposer que y et z, par exemple, sont des 
fonctions de x définies par ces deux équations. 

On pourra, sans les résoudre, calculer les dérivées successives 
de y et z. 

On pourra donc calculer les dérivées successives de la fonction 
composée b'(z 9 y , z). 

Contact de deux courbes gauches. — 1 er Cas. — Nous nous donne» 
rons d’abord les deux courbes sous la forme 

€ x = /(*), y = ç(0, z = W) 

C F{x,y,z) = 0, Fi (s, y, z) = 0. 

Cette forme est dissymétrique mais elle se prête le mieux au cal¬ 
cul : nous pourrons ensuite étendre les résultats. 

'U 

Soient x, y , z,(t) le point M, x Xi y l9 z ly (t + A t) le point P, x x + a, 
y x + [3, z x + y, le point Q de C\ 

On démontrera comme dans les cas précédents que : 

’l 

1° La distance MP est un infiniment petit du même ordre 
que A t 9 si M est un point ordinaire de C. 

2° Pour que PQ soit infiniment petit d’ordre (n + 1), il 
faut et il suffit que l’une des trois quantités a, y au moins soit 
d’ordre (n + 1). les deux autres pouvant être d’ordre supérieur. 
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3° Il faut et il suffit que F(a; 1 , y 1% Zj) et y u z t ) soient 

elles-mêmes d’ordre (n + 1). 
a * 

Posons 

m = P(/W, ?M, +W)» *.« - F,(/(f), cp(e), *(*)). 

On est alors conduit aux 2(n + l) conditions suivantes : 

? 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que (/ ail un 
contact d'ordre n avec C, (et n seulement ), sont 

&(t) = 0, &(t) = 0, • • •, # w (f) = 0, #"+*(*) ;zi 0, 

*tW = 0, ??/(!) = o, •. - , .^;(0 ='ü, ^ï+*w ^ o. 

2 e Cas. — Donnons-nous les deux courbes sous la forme 
C J/ = /(*), 2 = o(.r), 

C' >/ = /i(«), z == 

a 

On est ramené à la forme précédente si l’on écrit 

C x = t, y = /(O, ^ = <?(*), 

C' F(æ, y, z) = y — fi(x) — 0, F,(.r, y, z) = z ~ ?,(») 0. 

$i. ; 

On doit donc considérer les deux fonctions 

*« = /«-/ «(o, 

ou ce qui revient au même 

8(x) = /(*) — /i(‘Oi ^i(jr) = y(x) — 9,00, 

et les annuler ainsi que les n premières dérivées, 
o 

On obtient ainsi 

/(*) = ft( x ), /'(*) = /i'( c ) • • • /"(*) = /i"(*) 

®(*) = ?’(*) = Çl'(*) • • • = ?!*(*)• 

Or, on remarque que ces conditions sont symétriques par 

d 

rapport aux deux courbes C, C/. Si donc C' a un contact 

d’ordre n avec C, inversement C a un contact d’ordre n avec C ; . 
Nous pouvons donc dire désormais que « les deux courbes C et C' 
ont un contact d’ordre n ». 


Carrus. — Cours de calcul diflérentiel et intégral .II. 


34 
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3 e Cas. — Si enfin, les deux courbes sont données sous la forme 

c /(*, y , z) = 0, o(Æ, y,z) — 0 

C' f,(x, y , z) = 0 , <?,(*, y, z) = 0 . 

a 

ces équations doivent permettre de calculer deux des coor¬ 
données y et z, par exemple, en fonction de la troisième si le point 

*2 

est ordinaire sur chacune des courbes. On pourra calculer 

les dérivées successives de y et z sans résoudre ces équations. Il suf¬ 
fira d’égaler ces couples de dérivées successives jusqu’à l’ordre n. 


Contact de deux surfaces. — La définition du contact de deux sur¬ 
faces est la même que pour deux courbes, ou pour une courbe et une 
surface. 

1 er Cas. — Nous prendrons la surface S sous la forme 
S x — f(t , u), y = <p(t, u), z = <Kt, u) 

et la surface S' sous la forme 


S' 


F(a\ y, z ) = 0. 


Le point M(.r, y , z) sur S correspondra aux valeurs i, u. 

Le point P(a lt î/ 1} z.) sur S correspondra aux valeurs t + Af, w + Ait 
Le point Q sur S' aura pour coordonnées x 1 + a, y t [3. ^ -f y. 
Ici, il y a une légère modification aux raisonnements et aux ré¬ 
sultats précédents. 

? 

Il faut d’abord avoir un infiniment petit équivalent à MP. 

P 

Or, cet infiniment petit dépend de A t, An. 

Nous allons d’abord démontrer que MP est un infiniment petit 

du même ordre que \/A t 2 + An 2 > si le point M est ordinaire sur S. 

^1 

En effet, on a 


MP==v/(^Ai-f- —Ann-) A*-f* ^Au f- 

V \bt du } \dt bu 



bz . 

H— Au-f-- 
du 



La partie principale de la quantité sous le radical est, 
quels que soient A t, An, comprise dans le groupe 
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On voit que, quel que soit l’ordre d’infinitude relatif de 
Ai, Au, c’est un infiniment petit du même ordre que Al 2 + Au 2 , 
à moins que l’on ait simultanément 


d3C » > n 

-7 At -- Au = 0, 

dt du 


dt 


At -h Au = 0, 
du 


dz A 4 , A 

- - Ai -f- --- Au ■ 

dt du 


0. 


d 


Il faudrait pour cela que les trois déterminants 


D 


t, U 

y, 


D 


D 


ty U 

x. y 


TC 

soient nuis simultanément, ce qui n’est point, puisque le 

point M est simple sur S. 

2° Pour que la distance PQ soit infiniment petite d’ordre 
(n + 1), il faut que l’une des trois quantités a, [3, y au moins soit 
d’ordre (n + 1), les deux autres pouvant être d’ordre supérieur. 

$i, ? 

3° On a 


F(*i + *7 y\ + ?» Y) = 0. 

? 

Comme dans les cas précédents, on en déduit que 

F(a?i, y x , z x ), doit être d’ordre (n + 1) par rapport à MP, c’est-à-dire 
par rapport à \JAt? 4- Au*. 

y. 

Posons 


«1 


9{t, u) = F(/(£, u), <r(t, u), <]«(£, «)). 

On aura 


F(a;,, î/i, Zi) = 9(t -h Ai, u -h Au) = #(i, u) -h Ai#/ -h Au# tt ' 

P ...... 

Il faut exprimer que cette expression est infiniment petite 
d’ordre (n + 1) par rapport à \/At z + Au 2 . 

Au 

Supposons d’abord Ai, Au du même ordre et posons = À, 
X restant fini. 

*i 


Dans F(a: 1 , y x , zj, l’ensemble 
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deviendra 





C’est, donc un infiniment petit d’ordre k. 

*1 

Pour que y lf %) soit infiniment petit d’ordre (n + 1) 

par rapport à y/Â t 2 + Au 2 c’est-à-dire par rapport à A t, il faut donc 
que 


*(«, u) - 0, 


X - : 

dt dU 




Mais X pouvant être arbitraire, ces 

posent, à leur tour, en 


conditions se déeom- 


*(*, «-) - 0, 

(O 


d:r 

dt 


0, 


àif 

dU 


--- 0, 


à*iï 

dt* 


0 . . . 


d n fï< 

dU n 


: 0. 


Toutes les dérivées partielles de $(/, u ), jusqu’à l’ordre n 
inclusivement, doivent donc être nulles. 

Ç . . «i 

Inversement. supposons ces conditions remplies. On 

aura 

9(t + Ai, u 4- Au) = ( - l r)( (~ Ai + £ A«) , " + ".*(t > u) 4 


Choisissons Af et An du même ordre, mais ne satisfaisant pas à 
l’équation homogène de degré (n + Pi 

/ A A (»+l) 

(<>t A ‘ + .>u Au ) = 

O 

On voit que &(t + At, u + An) sera d’ordre (n + 1 ) par 
rapport à A t et par suite par rapport à \/At 2 + An 2 . Il en sera de 
même a fortiori si An et A t ne sont pas du même ordre. 

R 

Règle. — On forme donc la fonction 

$(t, u) = F(/, cp, ^). 

conditions nécessaires et suffisantes pour quil y ait contact 
d'ordre n (et n seulement) sont que toutes les dérivées partielles de 
cette fonction soient nulles jusquà l'ordre n inclusivement. 

2 e Cas. — Supposons les deux surfaces données sous la forme 


S 


z - f(x, y). 


z — <f{x, y). 




APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 


533 


Nous ramenons ce cas au précédent en écrivant 

S x~t, y -r= U, z~ f(t, U ), S' z - Ij) = F(x, y, z) ~ 0. 

Nous devons prendre la fonction 

$(£, u) c’est-à-dire j(t, u) — <p(t, u). 

J1 faut que toutes les dérivées partielles de cette fonction soient 
milles jusqu’à l’ordre n inclusivement. On a donc 


i(t, u) = <?(t, u ), 

P 


df acp 0 / _ dtp 

dt dt du du 


à”/ _ d’*<f _ 
dU n dU n 


Or, ces conditions sont symétriques par rapport aux deux 

surfaces. Comme dans les cas précédents, on peut désormais dire : 
les surfaces S et ont un contact (Tordre n. 

2 e Cas. — Si l’on a les deux surfaces 


F(®, y, z) = 0 , 'H'e, y, z) — 0. 

1 

si le point est simple, les trois dérivées partielles du premier 
ordre n’étant pas milles, on pourra tirer l’une des coordonnées, 

z par exemple, en fonction des deux autres. Il suffira d’égaler 

les dérivées partielles, jusqu’à l’ordre n, des fonctions implicites 
z (.r, y) déterminées par ces deux équations. 

Or, on peut obtenir ces dérivées sans avoir résolu au préa¬ 

lable les équations par rapport à z. Le problème est donc résolu. 

o 

Par exemple, pour un contact du premier ordre, les déri¬ 

vées étant données par 

aF dF dz _ <W> dz _ 

dx dz dX ~ ’ dX dz dX 


On devra avoir 


et de même 



D 


!/, * 

F, <l> 


= 0. 


Ces deux conditions peuvent se mettre sous la forme plus symé¬ 
trique 


dF 

dF 

dF 

dX 


dZ 

<Yt> 


d<P 

dX 


dz 
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Osculation. — Soit C une courbe (ou surface) quelconque. Soit 
d’autre part C' une autre courbe (ou surface) dont l’équation (ou les 
équations) dépendent d’un certain nombre de paramètres a. 2y ... a n . 
On pourra chercher à déterminer ces paramètres de manière que 
C' et C aient en un point commun M, le contact d’ordre le plus élevé 
possible. 

Les courbes (ou surfaces) correspondantes s’appellent « oscu- 
latriees » au point M. 

Courbes planes. — Soit, par exemple, une courbe plane L 
x = /(<), y = <f(t) 
et une autre courbe plane (C') 

F(æ, t/, a,, a 2 , • • • a n ) — 0. 

On peut déterminer les valeurs des paramètres de telle façon que. 

P 

en un point donné, ait avec L un contact d’ordre (n — 1). 

a , a 2 

11 faut en effet former la fonction 

&(t) — F (f(t) y <p(t ), ai, a 2 , • ■ ■ an) 

O 

et l’annuler ainsi que les (n — 1) premières dérivées. On 

obtiendra n équations pour déterminer les valeurs des paramètres 

ai* u 2 ,... a n . 

Le théorème suivant fournit une deuxième définition d’une courbe 
osculatrice à une autre en un point M. 

Théorème. — La courbe C # osculatrice , en un point M, à une courbe 
donnée C peut être considérée comme la limite d'une courbe passant 
par le point M et par (n — 1) autres points voisins de M, quand ces 
derniers se rapprochent indéfiniment de M, d'une manière quelconque , 
et viennent se confondre avec lui. 

Soient, en effet, 

t, t - 4- A \t, t -f- Ajf, • • • t ~f A„_i* 

les paramètres correspondant au point M et aux points voisins 
Mi, M_i. 

*i.5 

Les valeurs des paramètres a ly a 2 , • • • a n de la courbe C, 
passant par ces n points satisfont aux équations 


ff(t) = 0, 0(Hh A t t) =(),•.. 9(t -h A„__,*) =r- 0. 
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*2 

Cherchons ce que deviennent ces équations, lorsque tous les 
points se rapprochent indéfiniment de M, c’est-à-dire lorsque tous 
les A t tendent simultanément vers zéro. 

Supposons d’abord qu’il n’v ait que deux points M, M x . 

*1 

Nous aurons 

9(t) = 0, 9(t -4- A,*) r= 0. 

a 

En tenant compte de la première, cette deuxième équation 

s’écrit 

A { 0t(t -t- OA x t) — 0. 

Les paramètres de la courbe doivent donc satisfaire aux deux 
équations 

9(t) = 0, 9i(t -h OA,*) = 0 

(O 

Lorsque A^ tend vers zéro, on voit que ces paramètres satis¬ 
font à la limite (si SV est continue, ce qu’il faut nécessairement 
supposer pour la suite) à 

^(t) = 0 , 9{(t) = 0 . 

Nous allons montrer que, si l’on a k points voisins de M 
tendant simultanément vers M, les paramètres doivent satisfaire, à 
la limite, à 

9(t) = 0, .*'(*) = 0, • • • W(t) = 0. 

Ot, V 

Nous allons supposer la loi vraie pour k points (elle est 
vraie pour 1,2) et démontrer que si l’on considère un (k + 1 
point tendant vers M, il faut ajouter l’équation 

£*+•(*) ~ 0. 

01,(72 

En effet, par hypothèse, les paramètres de toute courbe 
passant par k points infiniment voisins de M satisfont, à la limite, 
aux équations 

9(%) = 0, ï?(t) = 0 • • • 9*(t) = 0. 

0l . 

Or, dans les positions successives de la courbe C', si elle 

passe constamment de plus par le point M* +1 ( t + A*+i t), on aura 
aussi 


9(t H- A^jj) — 0 
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*1 

Si l’on tient compte des premières conditions, cette équation 

s’écrit 

-h OAjt+,0 = 0. 

Lorsque Atend vers zéro, cette condition devient à la limite 
**+*(*) == 0. 

en supposant continue la dérivée d’ordre (k + 1). 

Le résultat est donc établi. 

(U 

Les paramètres d'une courbe (('/) passant par (n — l) 
points voisitis de M, lorsque ces points se rapprochent indéfiniment 
de M, satisfont donc, à la limite , aux équations 

ff(t) = 0, #{t) = 0 • • • = 0. 

(.es conditions sont bien celles qui déterminent la courbe L' 
osculatriee en M à L. 

Le même raisonnement s’appliquerait si la courbe L était une 
courbe gauche et si l’élément variable était une surface dépendant 
de n paramètres. 

O 

La surface osculatriee à la courbe est celle qui aurait avec la 
courbe un contact d’ordre (n — I). On pourrait la considérer comme 
la limite d’une surface passant par M et par (n — 1) autres points 
infiniment voisins de M. 


III. — COURBES ET SURFACES ENVELOPPES 


Avant de donner des applications de la théorie du contact aux 
cas les plus simples (contact du premier et du second ordre), nous 
allons exposer une théorie qui a avec elle de nombreux points 
communs. 

Enveloppe de courbes planes. — Considérons une famille de courbes 
planes dont l’équation 

(1) f(x, y, a) — 0 

dépende d’un paramètre a. 

Prenons deux courbes voisines C, (/ correspondant aux valeurs 
a, a + A a du paramètre. Elles se coupent en un ou plusieurs points M. 
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•l 

Nous allons montrer que : 

Ces points ont une position limite sur C, lorsque la courbe C' se 
rapproche indéfiniment de C, c est-à-dire lorsque Aa tend vers zéro. 
r 'u î 

Les coordonnées de l’un des points satisfont aux équations 


f(x y y , a) — (), j(x, y, a 4- Aa) — 0 
a 

et par suite, en appliquant le théorème des accroissements 
finis, pour chaque valeur de A a différente de zéro, mais du reste 
aussi petite que l’on voudra, elles satisfont à une équation de la forme 


*i> 5 


àf_ 

àa 


(.t, y. a -h OA a) = 0. 


« 0/ 
ÏM 


Si est continue au point considéré, lorsque Aa tend 


vers zéro, on voit que les coordonnées des points limites communs 
satisfont à l’équation 

(2) 'il (.T, y, a) — 0. 


Ainsi, il existe sur chaque courbe C, un ou plusieurs points 
limites définis par les équations 

/(.r, y, a) — 0, il (.r, y, a) ~ 0. 
t 

l^e lieu de ces points limites, sur toutes les courbes C, c’est-à- 
dire lorsque a varie, constitue, une courbe E appelée «enveloppe de 
la famille de courbes ». Ces courbes C sont les « enveloppées ». 

On peut, soit considérer les coordonnées d’un point de E définies 

a 

en fonction du paramètre a, par les équations (h et (2), soit 

en éliminant a, obtenir l’équation 


E(.r, y) = 0. 


■de l’enveloppe (elle peut parfois se décomposer en plusieurs). 

Tiiéorèmk. — F 'enveloppe est tangente , en chacun de ses points , à 
Venveloppée correspondante (à condition que ce point soit simple pour 
Vun et Vautre des éléments ). 

'h 

Donnons-nous une enveloppée C 0 correspondant à la valeur 
«o- Ea courbe enveloppe est définie par les équations 

(1) /(.r, y, a ) — 0, 

(2) il (.r, y, a) = 0. 


E 
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A la valeur Oq correspondent un ou plusieurs points communs à 

Cq et E. Soit M(æ 0 , y 0 ) un de ces points. Il faut d’abord expri¬ 

mer que ce point est ordinaire sur Cj,. On na donc pas simultanément 

^ (*b, I/o. «o) = d J y (# 0 , !/«, Oo) — 0. 

*1 ' . ' . . , P 

D’autre part, ce point est ordinaire sur E : Les 

dérivées x', y' des fonctions de a déduites de (1) et (2) ne sont pas 
toutes deux nullcs au point x 0 , y 0 (a 0 ). 

7 2 

Or, ces dérivées sont données par les équations 


' d î 

x - 

<*i 

-Ft/ — 


= 0, 

dX 


da 


, d J f 

x - 1 -f- 

a — 1 + 

_#l 

= 0. 

dadx 

’ dady 

da 2 



La première se réduit à 


X ' d ( t- yi : 

dx J dy 


■ 0. 


Les valeurs y ' ne seront certainement pas toutes deux 


milles si 




i/o, <*o) ^ 0. 


Nous supposerons cette condition remplie. 

Nous devons exprimer que les courbes C 0 et E sont tan- 

» 7 2 

gentes en M 0 (.r 0 , y 0 ). D’après la méthode générale, nous 

devons prendre sur E le point voisin .Tj, y Jf correspondant à la valeur 

P 

a 0 + Aa, substituer ces coordonnées dans l’équation de L 0 et 
montrer que le résultat, est infiniment petit du deuxième ordre par 
rapport à Aa. 

*1 


Or, 


/(z 1 , yi , Oo) = f(x î, yu «ft 4 - Aa — Aa) 


= i/b«o 4- Aa) — ^fa(x\,y\,ao 4- A a) .-h ~ fat(x\,yua* 4- «iAab 


Or, puisque le point x u y^ correspond sur l’enveloppe à 

d 

la valeur a 0 + A a, les deux premiers termes sont nuis : 
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f(xi, î/x, a 0 ) est donc bien un infiniment petit du deuxième ordre par 
rapport à A a, et du deuxième ordre seulement, si la dérivée f' a2 est 
continue en rr 0 , y 0 , a 0 ; cette dérivée n’étant pas nulle en ce point, 
11 e sera en effet pas nulle au point infiniment voisin y x , a 0 + O x Aa. 

Sans appliquer cette théorie générale du contact, il est aisé de 
démontrer, de façon plus élémentaire, qu’au point a 0 , y 0 , les deux 
courbes C 0 , E ont même tangente. 

r 'i 

En effet, le coefficient angulaire de la tangente en M 0 à C 

est donné par l’équation 

y " aa) * ay (a '»’ !h ' ao) x S ~ 

D’autre part, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente 
à l’enveloppe, comme les coordonnées d’un point de celte enveloppe 

sont données en fonction de a par les équations ( 1 ), (2), il faut 

différentier lés équations (1), (2) et éliminer iïa. Or, en différentiant 
la première, on obtient 

^(* 0 , ?/», ao)àx -+- d J y ( x »i y o, « 0 +- ^(*ü, J/n, « 0 V'CI = 0. 

Nous devrions également différentier, la seconde, mais si nous 
? 

tenons compte de (2), cette équation se réduit à 

^(*o, i/o, a 0 )fa -4- o, i/o, «o)fy 0. 

p 'h 

L’élimination de c?a s’est faite d’elle-mème. Cette 

équation détermine le rapport (les deux dérivées n’étant pas 

toutes deux nulles). Les deux expressions des coefficients angulaires 
des tangentes à C 0 et à E sont bien les mêmes. 

En tout point non singulier de C 0 et de E, et commun aux deux 
courbes, les deux courbes sont bien tangentes. 

Cas des points singuliers. — Supposons que, pour certaines valeurs- 

7 2 

de a, la courbe C admette des points singuliers. Les coordon¬ 

nées de ces points satisfont aux conditions 

%(x, y y «) = °> à Jr,(x, y, a) '= 0, f(x, y, a) — 0. 
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Or, les fonctions de a qui représentent les coordonnées d’un point 
de la courbe enveloppe K sont déterminées par les équations 

/(•t, .»/, «) = (x, !/, a) — 0. 

oa 


Si l’on différentie la première de ces équations (qui est identique¬ 
ment satisfaite), les coordonnées satisfont aussi, en tenant compte 
de la seconde, à 

d J x (x, y, a)dx +- ^(.r, y, a)dy = 0. 

H 

Cette condition est remplie par les coordonnées de tout 
point singulier. 

a 

Inversement, si pour certaines valeurs de a on obtient des 

points singuliers, dont les coordonnées satisfont à 


OC 

il 


f(x, //, a) = 0, 




en différentiant la première, et tenant compte des 
restera simplement 


au très. 


<t 

On en conclut que les coordonnées de tous les points singu¬ 
liers des courbes C satisfont aux équations de l'enveloppe . 

Si pour obtenir l’équation de l’enveloppe, on élimine a entre les 
équations (I ), (2), l’équation résultante 


Cf.T, y) = 0, 

pourra se décomposer en : 
o 

1° Une courbe lieu des points singuliers des courbes C ; 

2° La véritable courbe enveloppe des courbes L. 

* 

Familles de surfaces à un paramètre. — Considérons de 

même une famille de surfaces dont l’équation dépende d’un para¬ 
mètre a 


o 

OC, 0! 


Soit 


/(a-, y, z, a) = 0. 


/(a-, y , z, a \a) = 0, 


une surface S voisine. 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 


541 


Cherchons si la courbe d’intersection définie par ces deux équa¬ 
tions a une position limite sur S quand S' se rapproche indéfiniment 
de S, c’est-à-dire quand A a tend vers zéro. 

^1 

Tous les points de la courbe d’intersection satisfont, pour 
chaque valeur de A a non nulle, mais aussi petite que l’on voudra, à 
l’équation 

à J a i x , */, z, a H- OAa) = 0. 

Si la dérivée ^ est fonction continue de a, lorsque A a tend vers 
zéro, les points d’intersection satisfont, à la limite, à l’équation 

( 2 ) ÿ(*:,!/,z,a)—(). 

(O 

Ainsi, sur chaque surface S, il existe une courbe appelée 
« caractéristique » dont les équations sont 

f(x, y, z, a) — 0, d J a {x, y, z, a) ■— 0, 

position limite de la courbe dé intersection de S avec une surface infi¬ 
niment voisine. 

Le lieu de ces courbes, lorsque a varie, constitue une surface 
qui est appelée « surface enveloppe » de la famille de surfaces à un 
paramètre. 

On obtiendrait l’équation de cette surface enveloppe E en élimi¬ 
nant a entre les équations (1), (2). 

Comme dans le cas des courbes : 

«A 

Théorème. — En tout point de la caractéristique, ordi¬ 

naire pour la surface et pour la surface enveloppe , Venveloppe est 
tangente à Venveloppée correspondante. 

. 

11 faut d’abord exprimer que le point est ordinaire sur S 
et sur la surface enveloppe correspondante. 

Soit une surface S 0 correspondant à la valeur a 0 , un point # 0 , t/ 0 , % 
de la caractéristique correspondante. 

i ,, . ,, . , d/ d/ df 

Ce point étant simple sur S 0 , les trois denvees ^ 

ne sont pas simultanément nulles en ce point. 

D’autre part, l’enveloppe est définie par les deux équations 

d J a (x, y, z, a )•= 0. 


f(x, y, z, a) = 0, 
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On peut y considérer, par exemple, y et z comme fonctions des 

deux paramètres x , a. On sait que. si le point est ordinaire, 

les trois déterminants 


ne doivent pas être simultanément nuis. Ces deux derniers se ré> 

. . . , by bz 

duisent respectivement a 

h 

Or les dérivées par rapport à a des fonctions y 7 z sont définies 
par les équations 

»f ày bf àz bf •>*/ . dy ft 2 / dz , <> 2 / _ a 


by da bz ba ba 


baby ba babz ba ba* 


La première se réduit à 

à /. s i + l a ? = o, 

by ba bz ba 

tO 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux déri 
vées ne soient pas simultanément nulles est donc que 


*7 

ba 2 


*0. 


C’est ce que nous supposerons. 

Le point x 0 , y Q) z 0 étant alors simple sur l’enveloppe et sur l’en¬ 
veloppée S 0 , pour exprimer que ces deux surfaces sont tangentes, 

P’®* 

nous devons prendre sur la caractéristique un point infi¬ 
niment voisin correspondant à la valeur a 0 + Aa et substituer ces 

P 

coordonnées dans l’équation de S 0 . Le résultat doit être 

infiniment petit du second ordre par rapport à Aa. 

Remarquons d’abord que l’on a 

i(x i, y,, z,, a„ -+- A a) = 0, !/>> z h «« -+- A a) — 0, 


puisque le point x ly y l7 Zj est un point de E correspondant à la 
valeur a 0 + Aa. 

6i 

On a alors 

i(*i, 2/i, «I, a 0 ) -= f(x i, t/i, *i, oo -h Aoo) — A a^(x h y h z,, a 0 -I- A a 

Aa* d 2 / 

H- yr *•> °» ■+• 9A °)' 
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0, (u 

Les deux premiers termes sont nuis. Le résultat est donc 
bien infiniment petit du deuxième ordre, et du deuxième ordre seu¬ 
lement puisque le coefficient de A a 2 n’est pas nul en x 0 , y 0 , z 0 , a 0 et 
par suite aussi en x x , y l9 z ly a’ 0 + 6 A a, si ces valeurs sont suffisamment 

voisines des premières et si la dérivée seconde ^J 2 est continue en 
*o> Vo> z o> a o- 


Arête de rebroussement. — Considérons une enveloppée (a) et, 
sur cette surface* la courbe caractéristique C, 

(1) f(x, y , z, a) — 0, 

(2) #(*, y, z, a) = 0. 

Prenons une surface S' voisine de S correspondant à la valeur 
a 2 

a 4* Aa. La courbe caractéristique la rencontre en un cer- 

o>i v 

tain nombre de points. Cherchons si ces points ont sur C 

des positions limites quand A a tend vers zéro. 

Les coordonnées de ces points satisfont à (1), (2) et à 

f(x , y y z, a H- A a) — 0. 

*i 

En développant le premier membre par la formule de 
Taylor réduite aux trois premiers termes, et tenant compte de (1), 
(2), cette dernière se réduit à 

Yï bM x ’ y ’ *’ ° H ~ °* 

Les coordonnées des points de rencontre satisfont donc pour 
chaque valeur de A a différente de zéro, mais aussi petite qu’on le 
veut, à une équation de la forme 

~A X , y, z, « -+- 0 ^a) = 0. 

(u . . d*f ■ 

Si donc A a tend vers zéro, et si la dérivée r~i est continue 

7 oa 

au point considéré, on voit que les coordonnées satisfont, à la limite, 
à l’équation 


(3) 


d 2 / 

2 /> a) = 0 . 
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Ainsi, les points dé intersection de C avec une surface infiniment 
voisine S', ont donc sur chaque courbe caractéristique , des positions 
limites définies par les équations (1 ), (2), (3). 

Le lieu de ces points quand a varie, constitue une courbe 17 
Pour l’obtenir, on pourrait soit éliminer a entre ces trois équations, 
soit, mieux, les considérer comme définissant x, y, 3 en fonction du 
paramètre a. 

Cette courbe s’appelle « l’arète de rebroussement » de la famille de 
surfaces à un paramètre. 

Nous avons considéré la limite des points d’intersection d’une 
courbe C avec une surface voisine ; toutes ces courbes C sont tracées 
sur la surface enveloppe E. L’arète de rebroussement est aussi sur E. 
De même que nous avons considéré dans le plan l’enveloppe 

d’une famille de courbes dépendant d’un paramètre, nous 

pourrions considérer deux courbes caractéristiques C, (C voisines, 
situées sur E, et chercher si leurs points d’intersection ont une limite 
sur C quand (7 se rapproche indéfiniment de C. 

Prenons deux courbes caractéristiques voisines 

c f{x, y, Z, a) = 0, (x, IJ, z, a) — O 

C' f(x, y, z,a -+- fa) = 0, ^ ( x , y, z, a + fa) — 0. 

oa 

7T 

Ces deux courbes se rencontrent évidemment, puisque, 

si l’on éliminait a entre les équations de C, ou a + Aa entre 
celles de (7, on obtiendrait la même équation, celle de la surface 
enveloppe. 

ot 

En développant par la formule de Taylor les équations de C\ 

on a 

f{x, y,z,a-+- fa) —f(x,y,z,a) + ^(a,j ),z,a) + ^ + #Aa) =0 

( x , y, *. “ -+- Aa) = d J a (x , y, z,a)-^j y ' *' a + °' Ao ) ~ 

H 

Mais, en tenant compte de C, ces équations se réduisent à 
d 2 / d 2 / 

da a (*> lh z , « ■+• ° Aa ) = 0, ^ (x, y,z,a + 'h fa) — 0. 
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(O 

Si donc la dérivée seconde est continue, lorsque A a tendra 
vers zéro, elles se réduiront à la limite à une seule 

(4) * o ( (x, y , z, a) = 0. 

Ainsi, les points (Vintersection de deux courbes caractéristiques 
infiniment voisines , ont une limite sur chaque courbe C. 

Les coordonnées de chacun de ces points sont déterminées par les 
équations 


f(x, y, z, o) = 0, 



à 2 / 

da* 


0 . 


Autrement dit, les courbes caractéristiques ont une enveloppe, et 

p 

cette enveloppe est précisément l’arête de rebroussement de 
la famille de surfaces. 

De même que nous avons étudié le contact de la surface enveloppe 

a, v 

avec chaque enveloppée, de même nous sommes amenés 

à étudier le contact de l’arête de rebroussement, d’une part, avec 
chacune des surfaces de la famille, d’autre part, avec chaque courbe 
caractéristique. 


Relations de contact. — Théorème. — U arête de rebroussement a, 
en chaque point ordinaire , un contact du second ordre avec chaque en - 
veloppéCy et un contact du premier ordre avec chaque caractéristique. 

h 

Soit un point M(æ 0 , î/ 0 , s 0 ) de l’arête de rebroussement cor- 

M 

respondant à la valeur a 0 . Il faut d’abord exprimer que 

ce point est ordinaire sur la surface f(x , y. z, a 0 ) = 0. 


Les trois dérivées partielles ne sont donc pas 

simultanément nulles. 

Pour que ce point soit simple sur l’arête de rebroussement, les 
coordonnées x , y, z étant fonctions de a, il faut que les trois 

dérivées ^ ne soient pas toutes trois nulles. Les 
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La condition nécessaire et suffisante pour que (‘es trois dé¬ 
rivées ne soient pas milles toutes trois, est donc que soit différent 
de zéro. 

Nous nous placerons dans ces conditions. 

Pour démontrer que L a un contact du second ordre avec chaque 
surface enveloppée S en chaque point M(.r 0 , ?/ 0 , 5 0 ), correspondant à 

M 

a 0 , nous devons considérer sur Y un point Af l voisin de ÎV1, 

de coordonnées y 1 , z lr correspondant «à la valeur a v + Aa et 

substituer ces coordonnées dans l’équation de la surface a 0 . 

P 

Le résultat devra être un infiniment petit du troisième ordre 
en A a. 

r 'i 

Or, 

/(*!, 2 / 1 , Zi, a 0 ) --- l{x 1, tj u Z\ , a„ -h A a) — Aa^(x h ?/,, z u a„ t A a) 

, A a- ô' £ f , A x A a s ù 3 / , , ... x 

2 f-OAo). 

Le point .l’i, 2/i,Zi correspondant sur l’arête de rebroussement a 

p 

la valeur a 0 + Aa, les trois premiers termes sont nuis et 

j{x i, r/ 1? a 0 ) est bien un infiniment petit du troisième ordre eu Aa 

TC 

et du troisième ordre seulement, la dérivée troisième, coeffi¬ 

cient de Aa 3 , n’étant pas nulle pour les valeurs x 0 , y 0 , z 0 , a 0 et par suite, 
en vertu de la continuité, pour les valeurs voisines x x , y Xj z l5 a u + QAa. 
Considérons maintenant la eourbe caractéristique C 

il ( x , y > z. O») ==■ 0. 


f(x, y, z, a„) — 0, 
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^2 

Pour que le contact de I" avec C soit du premier ordre, il 

faut qu’en substituant les coordonnées x ti ?y l , z l d’un point voisin 
sur P, dans les équations de C, on obtienne des résultats du 
deuxième ordre en Aa. 

r 'i 

\fais nous venons de voir qu’en substituant dans la pre¬ 
mière, on obtient un infiniment petit du troisième ordre en A a. 

? 

Il faut donc et il suffit que le résultat de la substitution 
dans la deuxième équation soit un infiniment petit du deuxième 
ordre. 

Or, 

y I, Zl, flo) =- ^(* 1 , y u Zl, t Aa) — Aa^(.r,, y,, z,, a 0 -h A a) 

2 t <)a 3 ( r i, //• Zl, «0 h OA a). 

Les deux premiers termes étant nuis, la dérivée troisième 
étant, comme noiis l’avons vu, différente de zéro, le résultat est 
bien un infiniment petit du deuxième ordre et du deuxième ordre 
seulement. 

Familles de surfaces à deux paramètres. — Considérons mainte¬ 
nant une famille de surfaces S dont l’équation 

(1) /(.r, y , Z, a, b) = 0 

lépende de deux paramètres a, b. 

Prenons une surface voisine correspondant aux valeurs 
a f Au, b -f Aè, des paramètres. Une surface S et la surface voisine 
se coupent suivant une courbe 

/(t, î/, z, a, b ) — 0, /(rr, y, z, a -I- Aa, 6 -h A6) ~ 0. 

a 

Si l’on tient compte de la première, cette deuxième équation 
se réduit à 

(- T - y > z ,?) ^ (*, !/> z , a , , s ) = o 

« et |S étant intermédiaires entre a et a + Aa, 6 et b + A b. 

Supposons que Aa, A b tendent simultanément vers zéro, de telle 

manière que le rapport ^ tende vers une limite 1. 
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Si les dérivées partielles ^ ^ sont continues, cette deuxième 
équation aura pour limite 

il (*, .V, 2, a, b) + l il (x, y z, a, b) - = 0. 

P 

On voit que la courbe d’intersection d’une surface avec une 
surface infiniment voisine est variable, mais ne dépend que du 
rapport limite X. 

Mais de plus, quelle que soit cette limite, cette courbe 

passe par les points dont les coordonnées satisfont simultanément à 


( 2 ) 




U) 

Il existe sur chaque surface , un ou plusieurs points limites , 
dont les coordonnées sont définies par ( 1 ), ( 2 ), qui sont points 
d > intersection limites de deux surfaces infiniment voisines , quelles 
qu elles soient. 

Le lieu de ces points, sur toutes les surfaces, constitue une 
surface 1 qui s’appelle la « surface enveloppe » de la famille de sur¬ 
faces à deux paramètres. On obtiendrait son équation en éliminant 
a, h entre les trois équations. On peut encore considérer les trois 
équations comme définissant .t, y , zen fonction de deux paramètres 
a, h. 

*, + , . . 

On démontrera qu 'en tout point « ordinaire » Venveloppe 

est tangente en chaque point à Venveloppée correspondante. 

3 i 

On appliquera, comme dans les cas précédents, la théorie 
générale du contact. On pourra également démontrer que le plan 
tangent à la surface enveloppe est le meme qu’à la surface envelop- 

ot 

pée. Pour déterminer le plan tangent à la surface enveloppe, on 

pourra considérer les trois équations ( 1 ), ( 2 ) comme définissant 
trois fonctions a, b, z de x et y. 


Enveloppe d’une famille de courbes gauches. — Enfin, l’on pour¬ 
rait se demander si une famille de courbes gauches dépendant d’un 
paramètre a. soit 


( 1 ) 


C f(x, y, z, a) — 0 , 9 (s, y, z, a) — 0 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 


549 


peut admettre une enveloppe. 

°i, \ 

Soit une courbe voisine (V 

f(x , ?/, z, a -h Aa) — 0, //, z, a H- Aa) = 0. 

Par un raisonnement souvent fait, les solutions communes, à ces 
quatre équations si elles existent, satisfont également, à la limite, aux 
équations 

( 2 ) d t = 0 , 0 . 

Aa Aa 

(i> 

Les quatre équations (1), (2) doivent avoir quel que soit 
a, des solutions communes en x. ij> z. La courbe lieu de ce point 

est alors tangente en chaque point à chacune des enve¬ 
loppées. 

Dans te cas des courbes caractéristiques d’une famille de surfaces 
à un paramètre, courbes qui ont pour équations 

(1) /(*, y, z, a) = 0, (x, y, z, o) = ü 


les deux équations complémentaires sont 


( 2 ') 



*7 

Aa* 


= 0 . 


Les quatre équations se réduisent donc à trois qui définissent 
l’arète de rebroussement. 


IV. — APPLICATIONS DK LA THÉ01UK DU CONTACT 

Courbes planes. — Soit une courbe plane 

(i) *=/M, u = ?(«). 

L’équation d’une droite (non parallèle à oy), Y = m X + n f dé- 

OL 

pend de deux paramètres. On peut en disposer de manière 

que cette droite ait, en un point donné, M(.r, //, t), un contact du 
premier ordre avec la courbe. 

Nous devons h cet effet considérer la fonction 

$(t) = v(t) — mf(t) — n 



550 


cours or: calcul oifkuru.ntiul ut intkural 


et l’annuler ainsi que sa dérivée première. On obtient ainsi 
o(t) — m/(t) — n = 0 , <p'(t) — tnf'(t) — 0 . 

(les équations permettent (si f'(t) ;zf 0' d’avoir ni et n. 

L’équation de la droite s’écrit 

(2) Y -o(t) - j|J[X — /{*)] ou A*)(Y—y) —?’(0(X —*) -0. 
L’est l’équation de la tangente en M. 

Si, au point donné, j\t) — 0, c’est que, en ce point, la tangente est 

parallèle à oy. 11 faudrait prendre l’équation de la droite 

sous la forme X mY -f- n - 

On retrouverait la même équation de la tangente. 

Pour qu’il y ait contact du second ordre, il faudrait que l’on eut 
aussi 

'/(*) — m f(t) ~ d 

et que par suite, au point donné 

?" k. /" 

?' ~ r 

Aux valeurs de l, racines de cette équation, correspondent les 
« points d’inflexion » de la courbe. 

La normale a pour équation (axes rectangulaires) 

(3) //'(Y — //) u .r'(X -—* .r) — 0 . 


Courbe /(.r, y) 0. Si la courbe est, donnée sous la forme 


f(Xj y) = 0, nous devons égaler les valeurs do y et des 

dérivées successives tirées de l’équation de la courbe et de l’équation 
de la droite. 

Or la dérivée y' déduite de réquation de la courbe est donnée par 


<>/ 

ùx 


à , 

h 1 y -- 

ày J 


o. 


Ori a donc les deux conditions 
y ni. r t n, 


«>/ 

<vr 


l ■ m ^ - 0. 

'VJ 


Les deux conditions donnent ni et n. Kn portant ces valeurs dan» 
l’équation de la droite, on obtient 

(x -(y 
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La normale «a pour équation (axes rectangulaires) 
(X — x)~ — (Y — ;/) -J- ---■ 0. 


Eléments géométriques en un point d’une courbe. — ^appelons 

H 

la définition de la concavité en un point d’une courbe : 
on dit qu’aux environs d’un point M, une courbe tourne sa con¬ 
cavité vers les y positifs, si tous les points d’un are suffisamment 
petit, et de part et d’autre de M, sont, par rapport aux points de 
la tangente en M ayant meme abscisse, du coté des y positifs. 
(Louvexité vers les y négatifs.' 

hn un point d’une courbe, nous convenons de choisir comme direc¬ 
tion positive sur la normale, la demi-normale, MX située dans la 
concavité de la courbe. La courbe étant rapportée à des axes rec¬ 
tangulaires ox, o ;/, nous choisirons alors comme direction positive 
sur la tangente, la direction MT telle que l’angle (MT, MN) ait la 
même disposition que l’angle des axes de coordonnées (ox. oy ). 

Nous choisirons enfin comme sens de déplacement positif sur la 
courbe, le sens de la tangente positive. Nous désignerons par s la 
valeur algébrique de l’arc M 0 M compté à partir d’un point initial M 0 . 
Lu désignant par « l’angle de ox avec MT, l’angle de ox avec MN 

sera alors r J - 4 - () ■ 

On aura dans tous les cas de figure, pour un déplacement 
infiniment petit MM' ds 


dx cos * ds, dy —- sin i ds, ds 2 — dy 2 +- dy 2 , 


dy 

ix* 


Avec l(‘s conventions ci-dessus, 

ou peut vérifier que U et s s'aident 

toujours dans le même sens . l'in 

■, ds . 

o autres termes, ^ est toujours 

positif. 

Tangente. Sous-tangente. — 
Normale. Sous-normale. — Me¬ 
nons la normale et la tangente en 
un point M d’une courbe, billes ren¬ 
contrent ox respectivement en t et n. 



Fig-. 18 . 
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Nous désignerons par tangente, sous-tangente, normale, sous-nor¬ 
male, les segments algébriques suivants : 

— ► - ► 

Tangente T = M* Sous-tangente S ( — mt 

Normale N = Mn Sous-normale S n = mn 

Dans le cas de la figure, S M seule est positive. 

0 , O 

On peut vérifier que, dans tous les cas de figure, ces élé¬ 
ments ont les expressions suivantes 


(l) 


( T = — . y -, S, 
) sm a’ 


N — — ?' 


s„ 


■y Ctgi 
y tg ». 


D’autre part, nous verrons que te rayon de courbure en un point 
d’une courbe a pour expression 


(I) 


On a enfin 


(D 


^ _ ds _ 1 dy 

dx sin x dx 


ds ~ , dx = etc xdy. 

sin » ’ s J 


Nous établirons un deuxième groupe de formules eu partant de 
la forme « normale » de l’équation d’une droite 

x sin a —• y cos x — p — 0 

et considérant une courbe comme l’enveloppe de ses tangentes, 
p étant une fonction donnée de r J. 

Mais, dès maintenant, d’après le groupe (1), on voit que 

tous les éléments (sauf l’arc et x) s’expriment simplement en 
fonction de y et de a. Le rayon de courbure seul fait intervenir les 
différentielles dy, de/.. 


Problèmes sur les courbes planes. On peut se proposer de déter¬ 
miner une courbe par certaine propriété se traduisant par une rela¬ 
tion entre quelques-uns de ces éléments ( x , y, T, N, S,, S w , H, s). 

Règle pratique. — Si cette relation ne dépend pas de .r, ni de 

a 

il est préférable d’exprimer tous les éléments au moyen de y 

P 

et de «. Si la relation ne dépend pas de R, on aura, immédia- 
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te me nt et sans quadrature , y en fonction de y sous la forme y — '> ( y. ). 
H 

On aura ensuite x par une simple quadrature 
dx — ctg ady = ctg <x<f’(a)d 2 . 

O 

Si la relation donnée dépend de H, on aura une équation 

différentielle définissant y en fonction de y. On aura ensuite x par une 
quadrature. 


Problèmes simples. — Les problèmes les plus simples consistent 
a déterminer les courbes telles que l’un de ces éléments soit constant. 

1 ° Sous-tangente constante. 
o 

On a S t ~ a 


( 1 ) 


1 )’où 


y ctg % = — a, y = — a tg 


dx = — a ctg id tg i = 

En intégrant, 


tg * 


<1 te 


(2) x — x {) ----- — a log tg 

Les formules f l), (2), donnent les expressions des coordonnées en 
fonction de y.. À un transport d’axes près, la courbe a*pour équation 


x — — a log tg a, 

ou simplement 


x = — a lo S L 

En éliminant /, 


y = —- a tg Jt 
y • - — at. 


y — — ae 

2 ° Sous-normale constante. 
o 

On a de meme 


D’où 


y tg a = a 


dx — a ctg ad ctg Jf, x — x 0 ~ % ctg 2 a. 

A un transport d’axe près, en éliminant ctg y. on obtient 


y 2 = 2 ax, 


(parabole de paramètre a). 
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d° Normale constante 


y —= - a cos je 

dx -- — a ctg je</ cos je - a cos je dx , x — x 0 —= a sin je. 

lün éliminant v 

[x — x 0 )* -+- y 2 = a-. 

\° Tangente constante. 

y ~- — a sin je, dx a ctg *d sin je 

Lu intégrant, 

I , je 

x — :r„ — a cos je — log tg „ 

Los deux équations 

x — a | cos je — log tg 2 J t l J — a s i n 
représentent la courbe aux « tangentes égales » ou « traduire n. 


cos^je 
a . 

sin je 


Courbe considérée comme enveloppe de ses tangentes. — L équa- 



(1) X sin x - y 


tion de la tangente à une courbe 
(donnée, par exemple, sous la forme 
paramétrique) dépend d’uri seul 
paramètre. 

On est donc amené à considérer 
•l 

une courbe comme l’enve¬ 
loppe de ces droites à un para¬ 
mètre. 

On a souvent avantage dans 
ce cas à prendre la droite sous la 
forme normale 


Nous adoptons le même sens positif sur la normale et sur la 
tangente, que dans les formules précédentes ; a désigne l’angle de 
la tangente avec ox. 

Olf désignant la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente, 
nous posons 


o -- 110 , 
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cp segment ayant pour direction positive la direction positive 
sur la normale. 

Dans le ras de la figure, p est positif. 

^1 

L’enveloppe de cette droite s’obtiendra en ajoutant 

l’équation dérivée par rapport à ü. 

(2) x cos a | y sin y — p'( y) - 0. 

Lu éliminant « entre (l i et (2), on obtiendrait l’équation de l’en- 

veloppe. Mais il est préférable, évidemment, d’en déduire les 

coordonnées x , y du point de contact M en fonction de a. On trouve 
ainsi 

y x - p sin a f p' cos y 
! y — - p cos a f p' sin y. 

On a 

dx ( p -h p") cos y d*, dy (p f-- p") sin jrd*. 

d 

Il en résulte que 

ds = {p p")<h, '• 

Si l’on considère r, // comme des coordonnées courantes, l’équa¬ 
tion (2) représente une droite passant par le point M, per¬ 

pendiculaire à ( L : c’est donc la normale en M à la courbe. 


Développée. - Son équation dépend aussi de r J . L’enve¬ 

loppe des normales s’obtiendra donc en considérant l’équation 
dérivée par rapport à v 

(3) - v sin y -F- y cos y - p"(*) - ~ 0. 

Les équations (2), (3), donnent les coordonnées du point de contact 
de la normale avec son enveloppe, c’est-à-dire les coordonnées d’un 
point de la « développée » de la courbe (.. On trouve ainsi pour ces 
coordonnées 

V ^ P ( ‘ os 3 — P" sin 3 v 

* y = p 1 sin y a- p" cos y 

p 

On constate tout d’abord que ces expressions ne changent 

d 

pas si l’on ajoute une constante quelconque à p(a). La déve¬ 

loppée est donc la meme pour deux courbes quelconques dont les 
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tangentes sont constamment parallèles et à distance constante I une 
de l’autre. 

Les coordonnées d’un point d’une de ces courbes sont 

X\ = ( p -h k) sin a - 4 - p' cos a ~ p sin a -4 ~ p cos a ••+ k sin a 

ij\ ~ — (p -+- k) cos a f- p sin a — p cos a 4 - p' sin a /r cos a. 

On constate que 1 un de ces points se déduit du point 
M(.r, y) en portant sur la normale en M la distance constante k. 

Foutes ces courbes, qui se déduisent ainsi de la courbe donnée L, 
sont les « courbes parallèles » à ( .. 

Le point de contact X d’une normale avec la développée est, 
comme on le sait, le « centre de courbure » de la courbe donnée en M. 

La distance MX est le « rayon de courbure ». 

71 

Pour obtenir son expression, on pourrait calculer les coor¬ 

données de M et de N par les formules (1) et (II). 

Mais il est plus simple de remarquer que les deux droites 

x sin a —• y cos 2 — p —: U, x sin a --- y cos 2 t p — b, 


qui sont la tangente a la courbe donnée et la normale a I 
sont deux droites parallèles. La distance MN est donc, la distance 
de ces deux droites. Elle est donc égale à dt (/> + P" • Mais nous 
savons que 

<ls „ 

da = P +^ 

et que est positif: (p + p" ) est donc positif (avec les directions 
positives choisies) 

H p i- p". 

Expression des éléments géométriques. 

aisément les segments géométriques que 11 
trouve ainsi 




X = p sin a ~b p' COS a, T ™ p ctg : 


( 11 ) 

i ?/ — — I 


On 

calculera 

avons df 

‘finis. On 

, COS 2 3 

1 , 

“ p "•— 

-p COS a 

r sin ^ 

t r 

„ / sin 

a 

>„ = p 

r cos 

^ — p sin a 


R = (p -h p"), d-s (p -+- p")d&. 


Nous remarquons que tous cos cléments sont exprimés en 
fonction linéaire de p et de ses dérivées et en fonction de V.. 
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Nous avons donc établi un deuxième groupe de formules per¬ 
mettant de déterminer une courbe connaissant une relation entre 
deux ou plusieurs des éléments. 

(2 h T, N, S„ S,„ K), K 5, p), 

que nous partageons.en deux groupes pour les raisons ci-après. 

Solution des problèmes : Règle pratique. — Pour traiter pratique¬ 
ment tous les problèmes, nous donnerons les règles générales sui¬ 
vantes : 

I. — La relation ne dépend pas de x, p, s. 

2 

On exprimera tous les éléments par le groupe (I) en fonction 
de y et de c/.. On aura une relation 

^ ■■*> = «• = 

Oh intégrera cette équation différentielle qui donnera y en fonction 
de a. Si même la relation donnée ne dépend pas de R et dépend seule¬ 
ment de y , a, T, N, S t , S n , on aura sans quadrature, comme nous 
l’avons dit, y en fonction de v. 

h 

De toutes façons, ayant cette expression de y , on aura x 

par une quadrature en intégrant 

x = J ctg ady. 

II. — La relation dépend , en outre , de x , p, non de s. 

2 

On applique le groupe de formules (II), en exprimant tous 

o 

les éléments en fonction de p, p', p", a. On aura une équa¬ 

tion différentielle du second ordre (du premier ordre seulement si la 
relation ne dépend pas de R). 

III. — La relation ne dépend que de R, s , a. 

F(«, R, ») = 0. 

On remplacera R par^. L’équation 
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déterminera s en fonction de a. On aura ensuite 

da; —- cos ids, dy --- sin ads, 

.r et y seront donnés par deux quadratures. 

IV. — La relation dépend de s. 

U faudra la différentiel' pour introduire ds. 

On éliminera alors 6’ entre la relation donnée et. cette der¬ 
nière, et on pourra remplacer ds par son expression (groupe (I) 
ou (U)). 

ds = sin otdy ou ds == (p I- p")do. 

O 

On aura une équation différentielle entre y et a ou entre 

p et a. 


Applications. — (1). Courbes telles (pi en chacun des points le rayon 
de courbure soit égal et de signe contraire à la normale 

R -f-- N *= 0. 

p, 

(Las (1)). — On a l’équation 


dy __ y = () 
sin ado cos a 


ou 

cos otdy — y sin ada — 0, y cos a = const. a. 
On a ensuite 

, 1 a sin a a , 

dx — -— dot — —- do. 

tg a cos w ot cos a 

En intégrant, 


■x 0 = a log IgQ +- 2 ) 


On peut éliminer facilement a. On trouve 

al x —- | 

y — 2 i e ' e 

en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au point r 0 , 0. 
La courbe est une chaînette. 

11. Déterminer les courbes telles , qu entre le rayon de courbure et 
Varc , on ait la relation 


(cas III) 


4s 2 -h R 2 — 6/s. 
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ds 

bn remplaçant H par ^ on obtient 


4s ‘ + (*) 


b/s, 


équation différentielle entre 5 et a que l’on intégrerait facilement, 
baisons le changement 


3/ * 

$ - - 2 Lu -, 


ds OI du 
di = 3 lu d>- 


I/équation devient, après division par 9 Pu 1 , 


1 )onç 
Par suite 


u = sin (a — a 0 ). 


3 

s --- 2 l sin u (* — *,»). 


baisons tourner les axes d’un angle « 0 , on aura 

,9 2 l sin 2 ^. ds ~ 2 l sin 2 a dot. 

On aura ensuite x et y par deux quadratures. 

On peut aussi déterminer la fonction p(a). 

H* o 

On aura 

1 1/ ds _ 3 1 • q 

P ‘ p = = g l sm 2a. 

On voit aisément une solution particulière 

l • 0 

p — — 2 sin 


*1 


et par suite la solution générale est 


p = x 0 sin a — t / 0 cos a ■ 


l . 


sin 2 a. 


La courbe est donc l’enveloppe de la droite. 

{x — # 0 ) sin a — (y — y 0 ) eos a -h ~ sin 2 a -- 0 . 
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En transportant les axes en x 0 , t/ 0 , (c’est-à-dire finalement 
à un changement complet d’axes de coordonnées), la courbe est 
l’enveloppe de la droite 

x sin a — y cos a 4 - ^ s i n 2® = 0. 

La longueur de la portion de droite interceptée par les axes est l. 

La courbe générale est donc l'enveloppe d'une droite de 
longueur constante s'appuyant sur deux droites rectangulaires quel¬ 
conques . 

Les coordonnées du point de contact de la droite (1) avec son enve¬ 
loppe, sont définies par (1) et par 

(2) X COS a -t- y sin a -f- l cos 2a — 0. 

O 11 trouve aisément 

x — l cos 3 or, y — l sin 3 a. 

D’où l’équation de la courbe 

C’est une hypocycloïde à quatre rebroussements. 

Développée. On a vu que les coordonnées d’un point de la 
développée sont 

( x —- p cos a — p" sin a 

* * *■) ) t • ff 

[ y -- p sin a -f - p cos a. 

P 

Ces formules se déduisent des formules (1) par le change¬ 

ment de p en p' et celui de a en (a 4 * 5 ) • 

La différentielle d’un arc de de la développée se déduira donc 
de la différentielle ds de l’arc de courbe par le meme changement. 
On a donc 

d* = zb (p 1 -+- p m )dot. 

Il faudra prendre le signe + si la direction de la normale MN 
qui est la tangente à la développée) est la direction positive sur 
cette tangente, c’est-à-dire si les arcs 5 et <7 sur la courbe et sur la 
développée varient dans le môme sens. En prenant un sens conve- 
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nable sur la développée pour compter les arcs, on peut toujours 
écrire 

ch — (p f- p'")doL. 

Nous pourrons alors intégrer et écrire 
7 -- p h p' 1 t- const. 

Mais nous avons vu que 

H *= p i p\ 

On a donc finalement 

7 H -h const. 7 — 7 n ----- R — R 0 . 


Ainsi, si M 0 N 0 , MN désignenl deux 

o 

tangentes à la développée, on 

aura 

arc N 0 N rrr MN — M 0 N 0 . 

Lette propriété de la développée 
peut se traduire sous la forme vul¬ 
gaire suivante : enroulons mi fil 
de longueur arbitraire sur la déve¬ 
loppée à partir d’un point initial N, 

O 

de N en N 0 . Son extrémité M 

décrira la courbe L. 

En modifiant la longueur du fil, 


normales, c’est-à-dire deux 


M 



0 

on obtiendra une courbe parallèle à ('. 

Le rayon de courbure o de la développée a pour expression 


. - dl{ 
P dot 


On voit qu’entre les arcs et les rayons de courbure on a la relation 

d7 _ p 

ds R ’ 

et. comme de — d IL on en déduit 

Rdli 

? ds ‘ 
d 

Toutes les fois que le rayon de courbure d'une courbe passe 
Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 36 
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par un maximum ou un minimum , le rayon de courbure de la déve¬ 
loppée s*annule ; le point de la développée est un point de rebrousse¬ 
ment de première espèce. 


Développées successives. — On peut prendre à son tour, l’enve¬ 
loppe des normales à T c’est-à-dire la développée de F ou la déve¬ 
loppée seconde de C. 

On peut donc considérer les développées successives d’une courbe* 
leurs rayons de courbure en des points correspondants, où leurs 
arcs. 

«.6 

Les rayons de courbure successifs seront les dérivées 
successives du rayon de courbure R de la courbe initiale, par 
rapport à a. 

Les formules que nous avons données 



d<j = dR, 


permettent de traiter tous les problèmes se traduisant par une 
relation entre les rayons de courbure et les arcs d’une courbe ou 
de ses développées successives. 


Cercle osculateur. — L’équation générale d’un cercle 
(X-*,,) 2 r- (Y — yoY — R 2 = 0, 

dépend de trois paramètres. On peut disposer de ces paramètres 
de manière que le cercle ait, en un point donné M, un contact du 
second ordre avec une courbe donnée. 

h 

Si les équations de cette courbe sont 

* = /('), y = ?'A 

on sait qu’il faut considérer la fonction 

9{t) ~(x — x 0 ) % (y — i/o) 2 — R a , 

(x et y remplacés en fonction de t). 

P 

Cette fonction doit s’annuler, ainsi que ses deux premières 
dérivées, pour la valeur de t correspondant au point M. On a donc 


(1) 

(x- 

- zo ) 2 -h (y — 

-!/o)“-R 2 

= 0 

(2) 

(*- 

- x it )x' -+(?/- 

- y»)>j 

= 0 

(3) 

(* 

- x v )a? (y - 

- y*W -t- ri* 

-h y'* = 0 . 
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Os trois équations déterminent x 0 y 0 , R. Le cercle correspondant 

est le « cercle osculateur ». Les deux dernières déterminent 

x 0 , y 0 ; la première donnera alors R. 

Or, si dans l’équation (2) on remplace x 0 , y 0 par des coor- 

p 

données courantes, cette équation représente la normale au 

d 

point M. L’équation (3) est sa dérivée par rapport à t. Les 

équations (2) et (3) déterminent donc l’enveloppe de la normale. 
Le point x Q , y Q se confond donc avec le point de contact de la 

<o 

normale avec la développée. Le centre du cercle oscillateur 

se confond donc avec le centre du « cercle do courbure » que nous 
définirons prochainement, et par suite le cercle osculateur avec le 
cercle de courbure. 

Toutes les fois que l’on voudra déterminer le centre de courbure 

r 

; 

en un point d’une courbe, et par suite son rayon de courbure,, il 

faudra, comme nous venons de le faire, considérer l’enveloppe de 
la normale. Ce centre sera alors déterminé sans ambiguïté. 


Applications. — Développée d'une parabole. 

h 

Soit la parabole 

ÿ* —2px = 0, x = • 

L’équation de la normale en un point x , y est 

(2 ) ^ = ou J(Y-î,)-4-X-£ = 0. 

P 

h 

Le paramètre variable est ici y. En dérivant cette équation 

par rapport à y, on obtient 



-ï = 0 

P 



Par suite, en substituant dans (2), on trouve 

X = p 

En éliminant y, on a l’équation de la développée : 


3 y' 
W 


8(X - P Y = 27 pY 2 . 
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Ellipse . 


Pour l’ellipse 
x —• a cos f, y ~ b sin 


il faudra prendre l'enveloppe de la normale 

aX sin t — bY cos t = c 2 sin t cos t. 


On trouvera 


cos 3 t , Y — C y sin 3 < 


(a 2 — c 2 cos 2 t ) 3 
à À b' 2 


Cette expression de K donne lieu a une formule très intéressante. 

P. ° 

Ou voit qu’elle ne dépend ({lie de (a 2 — c 2 cos 2 t). Or, 
cette expression se retrouve dans bien d’autres éléments. 

Si l’on considère les rayons vecteurs de M, on sait qu’ils 

ont pour expression 

r ~~ a — Cl — a — c cos t, r' — a H- = a t c cos t 
a a 


On a donc 


rr = a 2 — c 2 cos 2 t. 


D’autre part, l’angle 'l r J. des rayons vecteurs se détermine aisé 

o 

lent dans le triangle PM F 7 . On trouve 


a 1 — c a cos 2 t 


Enfin, la normale ayant pour équation 

aX sin t — h Y cos t — c 1 sin t eus t 
la longueur MN de la normale a pour valeur 


MN“ = 2 (a 2 - c 2 cos 2 t). 
a 2 x 


De meme, la portion MN', limitée à oy. a pour valeur 


c 2 cos 2 t). 
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On déduit, on particulier, de ces expressions 



CO 8“ OL * 


ce qui permet une construction simple du rayon de courbure. 


Il suffit d’élever en X 
la perpendiculaire NI à la nor¬ 
male MX. 

La perpendiculaire en I à b'M 
rencontre la normale au centre de 
courbure cherché L. 

Cycloïde. ----- Lomme dernière ap¬ 
plication, cherchons le centre de 
courbure en un point «d’une cycloïde 



Fig. 21. 


x --- a(t — sin t ), // = a(t — c »s t). 

r 'i 

On trouve aisément, on formant l’équation de la normale, 
que cette normale passe par le point A de contact du cercle généra¬ 
teur avec 07. 

Les coordonnées du centre de courbure sont 


X — a(t sin t), Y - — a(\ — cos t). 

Si l’on pose t ---■ 71 4 r, elles deviennent 

X ----- a~ i- a(~ — sin *:), Y — 2a H- a( i — cos "). 

p 

On voit (pie le lieu de X. \ c’est-à-dire la développée, est 
une cycloïde égale à la cycloïde donnée, déplacée de o7r dans le 
sens de ox et de (— 2a) dans le sens de oy. 


V. — COUHHKS GAUCHES 
Tangente. — Considérons une courbe gauche 

™ /(*), u ~ ?( 0 , 2 ~ 4 ( 0 * 

Les équations d’une droite 


X -= raZ -F n, 

dépendent de quatre paramètres. 


Y — pZ -t- 9 

», 

On pourra en disposer 
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de manière qu’elle ait un contact du premier ordre avec la courLo, 
en un point donné M(æ, y, z, t). 

Ê > °'2 _ 

On sait qu’il faut considérer les fonctions de t 

$(t) — x — mz — n, &t(t) = y —- pz — q 

( x , y, z étant remplacés en fonction de t ,) et les annuler ainsique les 
dérivées premières. 

On obtient ainsi 

x — mz — n = 0, x — mz = 0 
y - pz ~ q^ 0, y' - pz = 0. 

Ces équations déterminent m, n , p ; q. Les équations de la 
droite se mettent alors sous la forme 

X ~~ x __ Y - y __ Z - z . ' 
æ' t/' “ z' 

C’est la « tangente » à la courbe en M 
L’équation du plan « normal » est 

s'(X - s) 4- y \Y - y) 4- Z (Z - l) = 0. 

Si la courbe est donnée sous la forme 


/(»> 2/» z ) = 0, ?(*, î/, z) = 0, 

a 

on peut considérer ces équations comme définissant x et y 

? 

par exemple, en fonction de z. Ces fonctions, ainsi que leurs 

dérivées, devront prendre les mêmes valeurs que les fonctions 

X = mZ r n, Y = pZ -4- q 

au point x, y, z. 

ür, les dérivées de x y y sont déterminées par 
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On met d'abord les équations de la droite sous la forme 

X — x ~ m(Z — z), Y — y — p(7. — z). 

En éliminant m, p entre ces équations et les deux précé¬ 
dentes, on obtient 

(X — x) à J- -+- (Y - y) d J -+- (Z - z) -J = 0 
V 1 bX V ày dZ 

(X - x) ~ -4- (Y - y) + (Z - z) = 0. 

Plan oscillateur. — L'équation d’un plan 

AX h- B Y -h CZ + D = 0 

dépend de trois paramètres, les rapports des coefficients À, B, C, D. 
a 

On peut en disposer de manière que le plan admette un 
contact du second ordre avec la courbe en un point M(:r, î/, z, t). 

£ 

Il faut, pour cela considérer la fonction 
&(t) = Ax -t- B y •+ Cz D 

x } y, z étant exprimées en fonction de t, l’annuler ainsi que ses deux 
premières dérivées pour la valeur t. On aura donc 


(1) 

Ax 

-+■ B?/ 

t- Cz H- D 

= 0 

(2) 

Ax 

t- Bj/' 

Cz 

= 0 

(3) 

Ax" 

-t- B y" 

-t- Cz" 

= 0 . 


En tenant compte de (1), réquation du plan se met d’abord sous 
la forme 

(l f ) " A(X — x) + B(Y - y) h C(Z - z) == 0. 

En éliminant A, B, C entre les équations (1'), (2), (3), on 

obtient 

X — x, Y - y, Z — z 

<4) x ' y' z' =0. 

x* xf z" 

On peut prendre pour A, B, C, à un facteur près, les valeurs 
A — y'z* — z’y\ B = z'x* — x'd’, C = — y'x. 
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Autre définition. — Ainsi que nous l’avons démontré en général. 

*2 

le plan oscillateur peut être considéré comme la limite d’un 

plan passant par trois points infiniment voisins de la courbe. 

On peut, le considérer aussi comme la limite d’un plan passant 
par la tangente et parallèle à la tangente infiniment voisine. 

A 

Soit en effet le plan 

A(X — x) i- B( Y - y) t- C(Z — z) 0. 

S’il contient la tangente, ou a la condition 
Ax r c B y I Cz' = 0. 

i, 

O’autrc part, les coefficients de direction de la tangente au point 
infiniment voisin t A i, sont 

x'(t -t- Ai), y'(t t - Ai), z'(t -h A t). 

On a donc aussi 

A x'(t f- A/) B y (t t- Ai) -t- Cz'(i Ai) — 0. 

En en retranchant l’équation précédente, on peut, écrire 
A x\t -\ OAi) -h Bî/"(i -t- OAi) -f- Cz"(i t- OAi) = 0. 

ro 

Si les dérivées secondes sont continues, en faisant tendre Ai 
vers zéro, cette dernière condition devient. 

A. v"(t) -t- Bi/'(i) 4- Cz"(i) 0. 

On retrouve bien les équations qui déterminent les coefficients 
du plan oscillateur. 

Points stationnaires. — Kn général le contact est du second ordre. 
Il sera du troisième, ordre si l’on a, de plus 
(5) Ax w B f h- Cz'" = 0. 

L’élimination de A. B, C entre (2'i, (,‘Ç, (5) donne 
x' y t! 

X" if Z" =: 0. 

x m f z w 


C’est une équation qui ne sera vérifiée en général que pour cer- 
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taines valeurs de t. Les points correspondants s’appellent « station¬ 
naires ». 

5 -1/ 

Pourrait-il arriver que celte équation soit une identité 

en t ? 

En prenant, par exemple, x comme paramètre, (en supposant 
que la courbe ne soit pas dans un plan parallèle à yoz), on aura 

x 1, x ~ 0, x'" = 0. 

J .a condition deviendra 

y"z m - z"if t*= 0. 

°i 

En intégrant, 

y" = kz". 

En intégrant deux fois encore, 

y — kz t ax h b. 

(O 

La courbe serait donc plane. 

Théorkmk. — Le plan oscillateur traverse la courbe. 

Nous allons montrer que l’on peut déterminer, de part et d’autre 
d’un point M, des arcs suffisamment petits et situés de part et 
d’autre du plan oscillateur. 

On sait que pour déterminer la position d’un point ;r 1} i/ 1? z 1 . par* 

7 2 . : 

rapport h un plan, il faut substituer les coordonnées de 

ce point aux coordonnées courantes dans l'équation du plan, et 
étudier le signe du résultat 

À,t, -4- B#/, l Cz t -4- I). 

h 

Or les coordonnées d’un point voisin de la courbe, corres¬ 
pondant à t + A t, sont 

= le +- a*) = /(o + a tnt) + % m +-•••, 

c’est-à-dire 

X\ — x +- t'A t -4- ~j x" -h x" -4- ■ • •, 
vtde môme pour y l et z x . 

h 

En substituant dans le premier membre de l’équation 
A(X — x) 4- B(Y — y) h C(Z — z) 0, 
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du plan osculateur, on obtient 

At(Ai' +- By' -+■ Cz’) ■+- y (Ax" + By" + Cz') ■+• -g- (kx m 4 -By” -+- Cz") H- 

Or, les deux premiers termes sont nuis. 11 reste donc 

y (A*'" +- BjT + Cz'") •+ • • • 

Si 

Ax m b B y m h C z m 0. 

d 

c’est-à-dire, si le plan osculateur n’est pus « stationnaire », on 

voit que, pour de petites valeurs de A t. le premier terme donne son 
signe au résultat. Or, ce signe change avec A t, Deux arcs suffisam¬ 
ment petits, pris de part et d’autre de M, sont donc situés de part 
et d’autre du plan osculateur. 

Enveloppe des plans osculateurs. — L’équation du plan oscula¬ 
teur en un point d’une courbe 

(1) A(X — x) 4- B(Y — y) + C(Z — z) 0, 

7 . V 

dépend d’un paramètre t. Il est donc naturel de rechercher 

h 

l’enveloppe du plan osculateur. On l’obtiendra en formant 

l’équation dérivée 

A'(X — x) -b B'(Y — y) t - C'(Z — z) — (kx -4- B y -h- Cz') = 0. 

Elle se réduit 

(2) A'(X — x) B'(Y — y) C'(Z — z) ^ (). 

La caractéristique est donc la droite 

A(X — x) -h B(Y — y) 4 C(Z — z) = 0, 

A'(X — x) 4- B'(Y — y) 4 C'(Z — z) —- 0. 

$ 

Les coefficients de direction de cette droite sont 

BC' — CB', CA' — AC', AB' — BA\ 


On pourrait voir qu’ils sont proportionnels à x', y ', z'. 
Mais on peut montrer immédiatement ce résultat. 


Il 
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faut et il suffit que chacun des plans soit parallèle à cette direction, 
ce qui donne les conditions 

kx' -4- B y' 4- Cz' = 0, AV -f- B 'y C'y' — 0. 

La première est une des conditions qui déterminent A. B. C. 

p 

La seconde s’obtient en dérivant la première et tenant 

compte de ce que kx" + B y" + C z " = 0. 

(O 

La droite caractéristique des plans oscillateurs est donc la 

tangente en M à la courbe. 

? 

Cherchons le point de contact de cette courbe caractéris¬ 

tique avec son enveloppe, c’est-à-dire le point de l’arète de rebrous- 

sement de la famille de plans. Nous savons qu’il faut déri¬ 

ver encore une fois l’équation (2), ce qui donne 

(3) A f (X — x) -+• B"(Y — y) 4- (7(Z — z) — (AV' B 'y +- C'z) = 0. 

Comme nous venons de le voir, cette équation se réduit à 

(3) A ff (X — x) 4- B" (Y — y) V C"(Z — z) = 0. 

Les trois équations (1), (2), (3) donnent 

X —• Y — y y Z — z. 

Varête de tebroussement se confond avec la courbe donnée. 
Cette conclusion ne pourrait être en défaut que si l’on avait 

A B C 

(4) A’ B' (V ==0. 

A" b" c 

Or, 

A = \j%” zy\ A' — y'z!” — z't/ w , k” — y’z lx — z'y lx 4- y Y" —- z't/Y 

On a des formules analogues pour B, B', B", C, C\ C". 

Pour interpréter la condition (4), supposons que l on ait 

h 

pris pour paramètre x. Il faut faire 

x - t, rf* --- X w X lx = 0. 
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Les deux dernières colonnes du déterminant se réduisent à 
B — /, B' - - s-. B" ----- — z", C = y", [C = y'\ C" - y". 
J/équation (V) devient donc 

y* —- * y" — *" y" 

y'z w — z y'" — z" y w ^ 0 . 

y'z™ — z't/ lv f y"z w — z'V" — z lv */ ,v 

Multiplions les deux dernières colonnes par y', z' et 
ajoutons-les à la première, on aura 


0 -z" y" 

0 — z'" if - 0 . (y"z'" — z"//”')" = 0 

yV" —<V W — 2 iv î/ lV 

Mais alors nous avons vu que la courbe se réduit à une 

courbe plane. 

Inversement, prenons l’enveloppe d’une famille quel¬ 

conque de plans dont l’équation dépende d’un seul paramètre. 

Formons les caractéristiques et Barète de rebroussement. 

Les caractéristiques sont des droites qui ont un contact du premier 
ordre avec Barète de rebroussement. Le sont donc les tangentes à 
cet te courbe. 

Mais nous savons de plus que chaque surface enveloppée 

à un contact du deuxième ordre avec Barète de rebroussement. 


Les plans sont donc les plans oscillateurs de cette courbe. 

On appelle « surfaces développables » les surfaces enveloppes 

d’une famille de plans dont Béquation dépend d’un paramètre. 

<1 

D’après ce que nous venons de voir, on peut, aussi les 

considérer comme engendrées parles tangentes à une courbe gauche. 
Chaque plan tangent est tangent à la surface tout le long d’une des 
droites caractéristiques (tangentes à la courbe). Les surfaces déve¬ 
loppables sont donc des surfaces « réglées » admettant même plan 
tangent tout le long d'une génératrice (exemples : surfaces coniques 
ou cylindriques). 

Nous verrons que inversement, si une surface réglée est 

telle que le plan tangent soit le meme tout le long de chaque géné¬ 
ratrice rectiligne, cette surface est « développable ». 

Nous étudierons ultérieurement les propriétés de ces surfaces. 
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Plan normal. — Les équations de la tangente à une courbe gauche 
en un point M (t) sont 

X — a; __ Y — y _ Z —z 
æ ?/ z' 

L’équation du plan normal est 

(1) (X — x)x -h (Y — y)y -h (Z — z)z' = 0. 

? a 

Cette équation dépendant d’un paramètre, cher¬ 
chons l’enveloppe de cette famille de plans. Il faudra ajouter 

l’équation dérivée 

(2) (X — x)x" -h (Y — y)y" 4- (Z — z)z" — (x * h ?/- h z'*) = 0. 

La droite caractéristique du plan normal, que nous appellerons 

t 

« droite polaire », est représentée par les équations ( 1 >, (2y Ses 

coefficients de direction sont 

i/z" — zxf, z'x" — x'z\ x'y" — y'x". 

0 

Elle est donc perpendiculaire au plan oscillateur. On 
l’appelle aussi « axe du plan oscillateur » pour les raisons que nous 
donnerons. 

L’arête de rebroussement de la famille des plans normaux 
se déterminera en dérivant encore une fois l’équation (2), ce qui 
donne 

(3) (X — x)x m -h (Y — y)f -h (Z — s)z m — 3(a/> 4 y'y" 4- z'z") = 0. 

Le point déterminé par les trois plans ( I ), (2), (3), est, comme nous 
le verrons, le centre de la sphère oseulatrice à la courbe au point M.. 

Cercle oscillateur. — Pour déterminer un cercle de l’espace, 

t 

* 

il faut se donner son centre ,r 0 , y 0 , z 0 , son rayon U, la direc¬ 
tion de son plan. 

Cü 

Les équations générales d’un cercle de l’espace, dépendent 

donc de six paramètres. Ce cercle sera l’intersection d’une 

sphère de centre # 0 , t/ 0 , z 0 de rayon H, et d’un plan passant par le' 
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centre de la sphère. Les équations de ce cercle seront donc de la 
forme 

(1) m(X — x 0 ) n( Y — y 0 ) 4- p( Z — z 0 ) — 0 

(2) (X — x o y> H- (Y — t/o) 2 (Z - z 0 ) 2 — R 8 = 0. 

On peut disposer de ces paramètres, de manière que ce 
cercle ait, en un point donné M d’une courbe gauche, un contact 
du second ordre. 

Soit la courbe 

x = /(O, 2/ = ?W» 2 = 

a 

En substituant ces expressions dans les équations du 
cercle (1), (2), on obtient deux fonctions de t 

0(0 = w(a; — x 0 ) -f* n(y — i/ 0 ) 4- p(z — z 0 ) 

0i(0 = (x — 4- (y — î/„) 8 4- (z — z 0 ) 2 — R 2 . 

P 

Pour qu’il y ait contact du second ordre au point M(J), 
il faut annuler ces deux fonctions et les dérivées du premier et du 
second ordre, ce qui donne 


(1) 


m(x — a? 0 ) 

n(y 

— .Vo) 

4- p(z — Z„) 

= 0 

(2) 




mx 

-h ny 4- pz 

= 0 

(3) 




mx” 

-h ny” -h pz” 

= 0 

(4) 

(x 

— x„y 4- ( y 

— y «y 

4- (z 

- z 0 ) 2 - R 2 

— 0 

(5) 


(x — x 0 )x' 

+ (y — 

y«)y' 

-f- (z — z 0 )z 

----- 0 

(6) 

(x — XoW 4- (y 

- y»)'f +■ ( z 



-h y 1 4 - z' 2 

= 0. 


P 

Les équations (1), (2), (3) montrent que le plan est le plan 

osculateur à la courbe au point M(a?, y } z ) : Le centre du cercle doit 

P 

être dans ce plan. Les équations (5), (6), indiquent que le 

point x 0f y 0 , z 0 se trouve sur la droite 

(X — x)x' 4- (Y — y)ij 4- (Z — z)z ^ 0 
• (X - x)x” h- (Y — y)y" h- (Z - z)z” — (z' 2 -t- t/ 2 -f- z' 2 ) = 0. 

*2 

Ce sont les équations de l’axe du plan osculateur ou de la 
droite polaire. 

(JJ 

Le centre C du cercle osculateur est donc le point d’intersec- 
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tion de Taxe (caractéristique du plan normal) avec le plan oscula- 
teur. 

Cette propriété justifie la désignation d’ « axe » donnée à cette 
droite caractéristique. 

Enfin, le rayon du cercle déterminé par (4) est alors la distance de 
ce point C au point M. 

a i 

On peut obtenir les expressions de x 0 , y 0 , z 0 , R. Le déter¬ 

minant des coefficients de (.x — x 0 ), (y — y 0 ), (z — Zq) dans les 
équations (1), (5), (6) est, en prenant pour rn, n, p les coefficients 
A, B, C du plan osculateur 


ABC 

x y z' 
s" y" z ' 


A 2 -h B 2 4- C 2 . 


A(X — x 0 ) = 
De même 


D’après la règle de Cramer, on a donc 

0 B C 

ü y ' z 


_ ÇgJt y' 2 ^ yft 


— (0/ — Bz!){x 2 4- y * 4 * z' 2 ). 


A(Y — y a ) — (A z — Cx)(x 2 4- y' 2 4- z' 2 ) 
A(Z — z 0 ) = (Bx A y)(x' 2 4- y 2 4- z' 2 ). 

En substituant dans (4), on a alors 


A 2 R 2 = (x ’ 2 4- y'* 4- z") 2 [(C y 1 — Bz') 2 4- (Az' — CxJ 4- (B*' — Ai/) 2 ]. 
On peut simplifier la deuxième parenthèse. 

a 

D’après la règle de Lagrange, on peut l’écrire 
(A 2 4- B 2 4- C 2 )(x* -r- y 2 4- z'*) - (A*' 4 - Dt/ 4- Cz') 2 . 

Elle se réduit donc à ( A 2 -j- B 2 + C 2 ) (a:' 2 + i/' 2 + z' 2 ). 

fu 

Par suite 

n ~ A- -r B 2 -h C 2 

P . a * . . 

On remarque l’analogie avec l’expression du rayon de 

courbure en un point d’une courbe plane. 

Nous verrons que R se confond avec le rayon de courbure de la 
courbe gauche (que nous définirons). 
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Dans la pratique, il ne faudra pas appliquer les formules qui 
donnent les expressions des coordonnées, (qu’il ne faut pas essayer 
de retenir). Mais on déterminera directement le point de rencontre 
de la caractéristique du plan normal avec le plan osculateur. 

De même, pour déterminer le plan osculateur, il peut être avan¬ 
tageux d’exprimer que ce plan doit rencontrer la courbe en troi& 
points confondus. 

Application. — Soit, par exemple, la courbe 

x ^=z t, y — P, z — P. 

Pour déterminer le plan osculateur au point de paramètre r, 

AX -h BY CZ -t- D 0 
*1 

il suffit d’exprimer que l’équation 

A t t- BP l - CP -h I ) — 0 

admet la racine triple t = r. On a donc identiquement 
A t 4- BP +- CP -4 l> = C(t — T y 

^1 

ce qui donne 

A 3CP 2 , B — - 3Ct, 1 ) = — Cx :! 
et par suite le plan 

3' 2 X — 3xY h Z — r* = 0. 

Sphère osculatrice. —- J,'équation générale d’une sphère 

(X - .r 0 ) 2 4- (Y - y o y 4- (Z - z 0 ) 2 - R 2 - 0 

'h 

dépend de quatre paramètres. On peut donc en disposer 

de manière que cette sphère ait. en un point donné M de la courbe 
gauche, un contact du troisième ordre avec la courbe. 

11 faut considérer la fonction de t 

:7(t) — (x — x 0 ) 2 h (y — i/o)* ■+■ (r — z 0 ) 2 — R 2 

et l’annuler au point t ainsi que ses trois premières dérivées. 

°1 

On obtient ainsi : 

(x - x 0 )~ -{- (y — i/o) 2 (z — z 0 )- -- R J 0 

(x — x 0 )x' 4 - (y - 2/0)2/ - 4 - (z — z 0 )z ' = ü 

{x - x Q )x" 4- (y — î/o)/ -+- (z — z 0 )z" 4- x' 2 -h y' 2 -t- z 2 = 0 

(x - x Q )x" (y — 2/0)2/" 4 - (z — z 0 )z w f - 3(x'x" -4- y'y" -4- zz") = 0 . 
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('.es trois dernières équations déterminent x b , y 0 , z 0 , la première 
donne R. Si dans les trois dernières équations, on remplace x 0 , î/ 0 , z 0 

-, 7 2 

par des coordonnées courantes, on obtient précisément 

les trois équations qui déterminent le point de contact de la carac¬ 
téristique du plan normal avec son enveloppe. Ainsi que nous l’avons 
dit, ce point de contact est donc bien le centre de la sphère oscula- 
trice. 


VI. — COURBURE. — TORSION. — FORMULES DE FRENET 


Soit une courbe gauche 

.r — /(<), x — z = <)<(«). 

Pour définir un point sur la courbe, prenons une origine M u 
et choisissons, à partir de ce point (arbitrairement), un sens de par¬ 
cours sur la courbe, que nous prendrons comme sens positif. 

Un point M sera complètement défini par l’arc s = M 0 M compté 
positivement ou négativement suivant que l’on se déplace (de Mo 
en M) dans le sens positif choisi ou dans le sens contraire. 

On sait que 

ds 2 ~ dx* +- dy 2 -I- dz~ = [ f -(t ) 4- cp' 2 (f) 4 - <{/ 2 (t)]efr 2 . 

Par suite 

l't _ 

s ~ zfc I \ff'* -f- s/ 2 4- y-dt. 

J h 

Le signe serd d’ailleurs bien déterminé par le sens positif choisi. 

/ 

Si, en se déplaçant dans le sens des arcs croissants, le para¬ 
mètre t va en croissant, il faut prendre le signe +. 

Nous désignerons par F (t) la fonction 

F (t) = -h v / f r +>' 2 -e ÿ*. 

Nous aurons donc 



Définition de la tangente. — Nous désignerons par « tangente » 
la demi-droite dirigée tangentiellement à la courbe dans le sens des 
arcs croissants. 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


37 
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Pour deux points M, M 7 (l’arc MM' étant positif) correspondant 
aux valeurs t> t + A t, les cosinus directeurs de la direction MM 7 sont 


\x Ai/ Az 

MM 7 ’ MM 7 ’ MM' 


ou 


A x A s 

Ys ’ MMT’ 


etc. 


On sait que la limite du rapport d’une corde à l’arc sous- 
tendu tend vers l’unité quand l’arc tend vers zéro ; A s et MM 7 sont 
d’ailleurs deux quantités positives. 

Donc 

.. A s . 


(Ce résultat se déduirait immédiatement de l’expression de 6y 

i / 

Les limites des cosinus directeurs, c’est-à-dire les cosinus 
directeurs de la tangente sont donc 


.. Aæ dx 
a = lim. -t- ==• , , 
As ds 



dz 
ds • 


On en déduit 

a __ a _ a” _ 1 _ 1 

dx dy dz ds ~~ eF (t) * 

dt dt dt dt 


Donc 


a _ a _• a_ _ i 

/ (0 ~ ?'(0 ~~ VW.«F(0* 


Rayon de courbure. — Prenons sur la courbe deux points voisins 
M, M 7 correspondant aux valeurs t, t + Af ou aux arcs s, s -f- A& 
(A s positif). 

Menons en ce point les tangentes MT, M 7 T 7 à la courbe (sens 
positif). Ces tangentes forment entre elles un petit angle e appelé 
« angle de contingence ». 

Le rapport positif ^ s’appelle « courbure moyenne » de l’arc 

MM 7 . La limite de ce rapport quand A s tend vers zéro s’appelle la 
« courbure » au point M. L’inverse sera le « rayon de courbure », R. 

Pour calculer cette limite, menons par l’origine des parallèles 
om, o'm 7 aux tangentes et prenons leur intersection m, m 7 avec 
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n 

la sphère de rayon unité. Le point m a pour coordonnées 

0 

a, a\ a ", Lorsque le point M décrit C, le point m décrit 
sur la sphère une courbe appelée « indicatrice sphérique des tan¬ 
gentes ». Sur cette courbe prenons une origine m ô - correspondant 
au point M 0 et un sens positif des* arcs 7 correspondant au sens 

A« 

positif des arcs s sur C. Il en résultera que le rapport ^ 

sera positif. 

Théorème. — La courbure en M a pour expression 


1 

R 


— lim. 

As 


do 

ds 


°i ^ —~— 

En effet, l’angle £ des tangentes est égal à mom'. 

Il est mesuré sur la sphère par l’arc de grand cercle A7 V 
7 2 

Mais Agi et A<7 sont tous deux infiniment petits équi¬ 

valents à la corde mm'. En d’autres termes, on peut écrire 


z _ A<t 4 __ Aa 4 x corde mm' A o 
A s As coide mm A<r As 


U) 

Les deux premiers rapports avant pour limite l’unité, on 
voit que la courbure jjjr limite de ^ est aussi la limite de ™ 

On a donc bien 


1 .. A o do 

R = hm - a = ds' 


si 7 et s sont exprimés au moyen d’une même variable t. 

Oj 

Expression de 11. — Les coordonnées du point m qui 

décrit l’arc 7 sont a, a', a 
On a donc 

do 2 da % -Y- àa l -h dd'\ 

D’où 

L — do* da l +- dd* 

R J * dx* dy 2 -y dz * 

Nous avons trouvé les expressions de a, a\ a" en fonction de t 
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Il existe des procédés plus ou moins détournés pour calculer 

1 

l’expression j^ a . 11 est tout aussi simple de calculer, sans aucune pré¬ 
tention d’élégance, mais sans aucun artifice, les différentielles da, 
da\ da". 

On a (au signe près), 

^ = _ ri 

\/ri 2 y' 2 -4-- z 2 

da __ £(*'_*.-+: y' 2 4- z' 2 ) — ri ( ri ri' -4- y 'y" zz") ^ 

(ri 2 -4- y * -t- z 2 ) * 

On aurait des expressions analogues pour da, da ". 
h 

Si l’on fait la somme des carrés et qu’on ajoute les numéra¬ 
teurs en groupant les termes correspondants, on aura au numérateur 

N = (x 2 -4- y 2 -h z 2 ) 1 Zx* — 2(ri 2 -4- y 2 -h ri 2 )(x'x" -4- y y" -+- z'z")Zxx" 
H- (x'x" -4- y'y" -4- z'z") 2 £a/ 2 

ou simplement 

N = (x' 2 -I- y 1 ■ t- z 2 ) 2 Zx" 2 — (x'x" -f- y y" - 4 - z'z") 2 £a/ 2 . 

En divisant le numérateur et le dénominateur par 
ds 2 — (x 2 4 - y - H- z *)dt 2 , 

on a donc 

1 _ (x' 2 -h y’ 2 -4- z 2 )Zx" 2 — (x'x" -h y y" -4- zz) 2 

R a ~ (4" J ". 

p 

On voit qu’on peut appliquer au numérateur l’identité de 
Lagrange et l’écrire 

(y'z" — z'y") 2 -4- (ri ri' — x 'z'') 2 -4- (ri y" — y ri') 2 — A 2 -h B 2 -4- C 2 . 

(O 

On a donc finalement 

1 __ A 2 -h B 2 -u C 2 

R 2 (x' 2 H- y' 2 -4~ z *)*' 

L 72 

Telle est l’expression de la courbure en un point. On 

reconnaît le résultat que nous avons obtenu pour le rayon du cercle 
oscillateur p 2 = R 2 . 

Ce résultat s’explique aisément. Le rayon de courbure en un 
point ne dépend que des dérivées première^ et secondes de x , y, z. 
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d 

Si donc en un point commun, deux courbes admettent 
mêmes valeurs pour les dérivées premières et secondes de x , y, z, 
*2 

c’est-à-dire si les deux courbes ont, en ce point, un contact 

du second ordre, ces deux courbes auront en ce point même rayon 

de courbure. Or, c’est le cas pour une courbe et son cercle 

d 

oscillateur. La courbe et le cercle oscillateur admettent donc 

même courbure en M. l)onc, le cercle oscillateur et le cercle de cour¬ 
bure se confondent. 

O 

Si la variable indépendante est l’arc s de courbe, on aura 

X 1 +- y' 3 4- z' 1 — 1, xx 4- y y" -f- z'z” 0. 

Il reste donc, simplement 


Normale principale. — 11 existe, en un point d’une courbe, une 
infinité de normales situées dans le plan normal à la courbe. 

Nous désignerons par « normale principale » celle qui est située 
dans le plan oscillateur de la courbe. 

Nous désignerons par b , b ', à", les cosinus directeurs de la demi- 
normale dirigée vers le centre du cercle oscillateur. 

Lnfin nous appellerons « binormale )T une demi-droite perpendi¬ 
culaire à la tangente et à la normale principale., c’est-à-dire perpen¬ 
diculaire au plan oscillateur, et faisant avec ces deux droites lin 
trièdre de même sens que le trièdre des axes de coordonnées. Nous 
désignerons par c, c', c", ses cosinus directeurs. Le trièdre est ainsi 
parfaitement déterminé quand on fixe le sens de parcours positif 
sur la courbe. 

Torsion. — Nous allons définir un nouvel élément géométrique de 
la courbe. De même que nous avons introduit l’angle e de deux 
tangentes infiniment voisines et la limite de son rapport à l’arc 
7 > £ 

correspondant, , de même, on peut introduire l’angle de 

deux binomiales, c’est-à-dire l’angle de deux plans oscillateurs 
infiniment voisins. 
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Soit donc w l’angle aigu de deux plans oscillateurs en deux 
points voisins M, M' distants d’un arc positif As. 

S 

Le rapport ^ s’appelle la « torsion moyenne » de l’arc. 

La limite de ce rapport quand As tend vers zéro s’appelle la 
« torsion » de la courbe au point M ; l’inverse sera le « rayon de tor¬ 
sion ». 

7 . 

Nous pouvons répéter les considérations présentées à propos 
de la courbure. 

Par l’origine, menons des parallèles aux binormales et prenons 
leur intersection avec la sphère de rayon unité. 

Quand M décrira G, le point d’intersection décrira sur la sphère 
une « courbe indicatrice des binormales » ou des plans oscillateurs. 

h 

Nous prendrons sur cette courbe une origine 4 a 0 corres¬ 
pondant à M 0 et un sens positif de parcours correspondant au sens 
positif de déplacement sur G. Nous désignerons par 0 l’arc Uq pu 

On aura ^ > 0. 

.1 

Théorème. — La torsion ~ a pour expression 

I .. AO dO 
t ~ im ' As ~ ds' 

h 

En effet l’angle des deux binormales est mesuré sur la 
sphère par l’arc de grand cercle A^. 

On peut écrire 

(o _AO, _ AO, w corde MM' AO 

\» ~ ~ cordkTMM' X ÂO X \s' 

O) 

Les deux premiers rapports ayant pour limite l’unité, la 

limite du rapport est bien la même que celle du rapport ^ 
dO 

c’est-à-dire ^ si l’on exprime 0 et s au moyen d’une même variable. 

Les coordonnées du point qui décrit l’indicatrice sont 
c, c', c". On a donc 

dO 2 = de 2 ~h de 8 4- de" 2 

1 __ de 8 -h de' 2 4 de"' 1 
t* ds % 


et par suite 
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A _ B /== C 

£\/A« + B' t C*’ n/A' + B'+’t^’ c e V 'Â r i W -»• C« 

« 

Malgré la forme compliquée de ces expressions, nous 

calculerons tout simplement, et sans aucun artifice de calcul, les 

1 

différentielles de, de ', de" et les substituerons dans 
*1 

On a 

^ _ A'(A 2 4 B 2 4 C 2 ) - A(AA' 4 BB' 4- CC') 
e(A 2 4 B 2 4 C 2 ) * 

et des expressions analogues pour de ', de". 

On en déduit 

x Wc 3 _(A 8 +B 2 -fC 2 ) 2 '-:A' i ~2(A 2 +B J 4C 2 )(AA' + BB'4CC , ) 2 4(AA'4BB , +CG , ) 2 £A 2 
±é<U A ~ ' (A* 4B*4C 2 ) 5 

4 

Le numérateur se réduit à 

(A 2 4- B a 4 C 2 ) 2 (A’ 2 4 B’ 2 4 C' 2 ) - (AA' 4- BB’ 4- CC r ) s (A 2 4 B 2 4 C 2 ). 

O’où, en divisant les deux termes delà fraction par (A 2 + B 2 -f- C 2 ), 

V de 3 _ (A 2 4- B* 4 C 2 )(A'* 4 B' 2 4 C' 2 ) - (AA' ♦- BB' 4- CC') 8 

dt* ~ ... ' (A 8 4 B' 2 -+- Cf 

(BC - CB’) 2 4 (CA* - AC’) 2 h- (AB' — BA') 2 
.~ (A T *4 B 5 * 4 C-) 2 " 

11 est aisé de voir que les parenthèses sont proportionnelles à x\ 

*2 

y', z'. On a en effet, comme on Ta déjà vu 

kx h By' 4 C z = 0 AV 4 B't/ r 4 Cz = 0. 

On a donc bien 

_ __ y ^ _ 

BC V - CB' “ CA' — AC' “ AB' - BA' ‘ 

Fm désignant par 1) le déterminant 

x y z 

D= / / * 

x M y m z” 
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on trouve en développant les parenthèses, 

BC' - CB r — IXr', CA' — AC' - 1)^, AB' — BA' Dz\ 

*1 . i 

En substituant dans il reste simplement 

i DV 2 + y ' 1 h -*' 2 ) 2 w de i ) 2 

-* ds-' . x (A* I B 3 +• C 2 ) s ~ (A 2 -+- B 2 +•C*)-' 

Far suite 

•*' y z ’ 

x" y" z" 

1 __ a" y m z m 

t A* 4- B 2 -t- C* 

? n 

Cette expression est remarquable. Elle ne dépend 

pas d’un radical comme le rayon de courbure. 

On prendra le signe — si l’on veut avoir la valeur absolue de t, 
car on peut démontrer que le déterminant est négatif si les deux 
trièdres o(x,y,z) et M(T, N, B) sont de môme sens. Mais nous défi¬ 
nirons plus tard la valeur algébrique de la torsion. 

Remarque. — 1. On retrouverait facilement les expressions de 
BT/ — CB', etc., en se basant sur les propriétés d’un déterminant 
et du déterminant « adjoint » A, formé en remplaçant chaque élément 
de 1) par le mineur correspondant. 

On sait que si l’on considère un élément quelconque aj 
d’un déterminant Oetle mineur correspondant AV du déterminant 
adjoint, on a entre eux la relation 

A/- ; » a/ X R w “ 2 

n étant le degré du déterminant 1). 

11 suffit d’appliquer cette propriété au déterminant 

x' y z 

I ) — x” y" z" 

x"' y'" z"' 

fj \ 

Le déterminant « adjoint » sera, en écrivant pour abréger 

(?/V) = yV - Z'Y 

(yz m ) (z'V") (x",f) j 

A — — A' — B’ - C' . 

j A B C 
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Liî mineur BC'— CB' correspondra à l’élément x' de 1). 
On a donc 

BC' — CIV == x X D, (n - 3). 

II. — Si la courbe est plane, la torsion est nulle en chaque point. 
Inversement, si la torsion est constamment nulle, le déter¬ 
minant I) est nul. Nous avons vu que, dans ce cas, la courbe est 
plane. 


Formules de Serret et Frenet. Nous avons défini en chaque 
point d’une courbe gauche un trièdre fondamental formé par la 
tangente (sens des arcs croissants), la normale principale (vers le 
centre du cercle osculateur), la binormale. 

Les cosinus directeurs sont respectivement 

a, d, a", 6, //, 6", e, c , c". 

72 

On a entre ces neuf cosinus les six relations (nous n’écrivons 
que Ios premières) 

a 2 -b a' 2 H- a" 2 ^ I, bc -b b' c' f b”<? 0. 

On sait qu’on eu déduit un deuxième groupe 

a' -b b' 1 -t - c 1 — l, ad I- bb' -t- cc = 0. 


Le trièdre étant de même sens que le trièdre des axes, 
sait de plus que 

a d d' 

d = b b' b" -b I 


Enfin, l’un quelconque des cosinus est égal, en grandeur et en 
signe, au mineur correspondant dans le déterminant 

a = b'e" ~ c'a". 


En différentiant, les six relations, on obtiendra six rela¬ 
tions homogènes entre les différentielles \ 

(I) ada -b dda' c a"dd r - 0. 

(II) bdc b b'de' K b" de" = — (cdb -b c db' -t- c"db"). 

/>, 7 2 

Mais nous obtiendrons une nouvelle relation , en 
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écrivant que le plan TON est le plan osculateur à la courbe 
la binormale est donc perpendiculaire à la tangente et à la tangente 
infiniment voisine. 

Si l’on désigne par y, y', y" les cosinus directeurs de la 
perpendiculaire à la tangente a, a', a " et à la tangente voisine 
a + Aa, a' + Aa', a" + Au". 

On aura 

a? f a y' -f- a'Y' — 0, (a t- Aa)^ 4 (a I Aa')y -t (a" -h Aa")/ — 0. 

La deuxième de ces relations, en tenant compte de la per- 
mière, se réduit à 

a ia > it \ h t \ Aa , A a! , „ Aa" .. . 

t- y Aa t- y Aa = 0 ou Ïîj +T ïs 1 T As = 

O 

Si As tend vers zéro, on voit que les cosinus c, c\ c" de 

la binormale satisfont, à la limite, aux deux conditions 

(3) ca 4- ca 4- c"a" — 0, cda 4- cda 4- c"da" = 0. 

«t» 

Ainsi donc, les neuf différentielles satisfont aux sept condi¬ 
tions (1), (II), (3). Or toutes ces différentielles peuvent s’exprimer 
au moyen de dt , ou ce qui revient au même, de ds . 

Nous poserons, en introduisant deux inconnues auxiliaires 

l bd,a t- b'da f- b"da" = ^ 

(1V) ■' 1 
I bdc 4- b’de 4- b"de" • 

^ sont des facteurs de proportionnalité dont nous donnerons la 

7 

signification. Nous pourrons alors exprimer toutes les 

t 1 

différentielles au moven de ds et des facteurs » : - 

0 T 

Il faut résoudre le système d’équations (1), (11), (3) (IV). 

Voyons comment se groupent les différentielles. On cons¬ 

tate que les différentielles da , da\ da" ne paraissent que dans les 
trois équations 

ds 

ada ♦ aida \-a."da ~ 0, bda 4 b'da t b'da” = - , cda -h c'da -t- c"da # =0. 

P ’ 

£ 

* 

Le déterminant des inconnues est le déterminant d = + 1. 
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Multiplions les équations respectivement par a, 6, c et 
ajoutons-les : les coefficients de da’ > da" sont nuis. Il reste seu¬ 
lement 

da = b — ■ 

P 

l)e môme 

da'=--b ,d? , dd'=rb' ,ds . 

Pelles sont les expressions du premier groupe de différentielles. 

Prenons maintenant les équations contenant les différen- 
P . . 

tielles db , db ’, db" Ces différentielles ne paraissent égale¬ 

ment que dans les trois équations 

ad b +- a'db 1 -+- a"db‘ = — bdb - 4 - b'db' 4- b"db" r= 0, 

P 

cdb + c'db' -+■ c’db" = - 

» X 

*1 

On les résoudra comme les précédentes. On obtient 


,, ds ds ... ,ds ,ds nH a ds „ds 

<lb~ — a — c , db — - a — c , db H = - a — c • 

0 T p X * P T 

$1 

Enfin les différentielles de, de', de " sont déterminées par 
les trois équations (dont la première se déduit immédiatement 
de (3)) 

adt-t-a'dc 1 +a"dc"^=0, bdc + b'dc' + b’dc" = d ?, ede NW + c'dc'=0. 

T 7 

Elles donnent 


de = è 


d$ 


de' = b' 


/ ds 


de'= 6'-- 

X 



En résumé, on a donc 
ds 


db rzs — a 


ds 


ds 


(u) > = 




j * . ds 

a — — c — 
o x 


de 


ds 


(III) jde' = 6'^ 

f de' = 6'-. 


Ces formules donnant les différentielles des neuf cosinus au 
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moyen des deux fonctions-» _ s’appellent « formules de Serret et 

de Frenet. » 

P 

On voit combien ces relations sont particulièrement 

simples. 

Signification de o et T. Théorème. — 0 et z sont en valeur absolue 

le rayon de courbure et le rayon de torsion. 
a 

En effet, élevons au carré les relations du premier groupe 

et ajoutons-les. Nous obtiendrons 

da 2 -} da 2 f- da"' 2 — . 

?" 

(l’est l’égalité qui définit le rayon de courbure. 

Elevons de môme au carré les équations du troisième 
groupe et ajoutons-les. Nous obtenons 

de 1 -f* de'- h de' 1 — ^ 

égalité qui définit le rayon de torsion. 

d 

Des formules de Serret, on déduit eu particulier 



da 

da 

da" 

ds 

De môme 

h 

b' 

- b" 

? 


de 

de 

de" 

ds 

et par suite 

h 

b 1 

r " ' v ~~ z 



da da _ da 
de de' de' 


(les résultats peuvent s’obtenir par quelques considérations géo¬ 
métriques simples. 

Considérons sur la sphère de rayon un, l’indicatrice des tangentes 
lieu des points m, om étant parallèle à la tangente en m, et l’indi¬ 
catrice des binormales, lieu des points b. ob étant parallèle à la 
binomiale. Menons les tangentes mt, bz à ces deux indicatrices. 

°i> ? 

Le point m ayant pour coordonnées a, a\ a”, les para¬ 
mètres directeurs de la tangente mt sont proportionnels à da , àa\ 
da". 
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î)e môme le point b a pour coordonnées c, c'. c" ; les paramètres 
directeurs de la tangente br sont proportionnels à de, dc\ de". 

j 

Nous voulons démontrer que 

da da' da" 

de de de" 


ou que les deux tangentes mt f br sont parallèles. 

*2 

Nous savons déjà que oà, perpendiculaire au pian oscil¬ 
lateur, c’est-à-dire à la tangente om. 
et à la tangente infiniment voisine 
est perpendiculaire au plan oint. 

11 en résulte que nit, déjà per¬ 
pendiculaire à om , est perpendi¬ 
culaire au plan mob. 

'h» P 

11 faut donc démontrer 
que br est perpendiculaire à ce 
meme plan. Or, br est déjà per¬ 
pendiculaire à ob. 

11 ne reste donc plus à démontrer que br est perpendiculaire 
à om. 

Nous allons démontrer que om est perpendiculaire au plan obr. 

fj i 

En effet, quand m décrit C< la droite om décrit un cône 
((5) et la droite ob> menée à chaque instant perpendiculairement 

au plan tangent, décrit le cône (T) supplémentaire de (C<). 

*2 

Mais on sait que, inversement, chaque génératrice om de 

(C*) est perpendiculaire au plan tangent correspondant de (F) ; 

fi) 

om est donc bien perpendiculaire au plan obr et par suite 
br perpendiculaire à ob et à om est aussi perpendiculaire au plan 
mob. Les deux droites mt , br sont donc bien parallèles. 

Les courbes décrites par m et b seront deux courbes supplémen¬ 
taires de la sphère. 


t 



Signification précise de p et r. — Nous avons vu que p et r sont, 
en valeur absolue, les rayons de courbure et de torsion. Nous allons 
préciser leur signe. 
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Nous avons pris la tangente MT à C dans le sens des arcs crois- 
sants. Les cosinus directeurs a, a', a" de cette droite sont donc : 

„ dæ * __ dy * _ dz 

a ~~ ds' a — ds' 

Nous allons reprendre la définition du cercle osculateur et de 
la sphère oscuîatrice. 

*1 ' 

Le plan normal a pour équation 

a(X - x) 4- a (Y — y) -f~ a"(Z - z) = 0. 

La droite polaire s’obtiendra en ajoutant l’équation différentiée 

(2) (X — x)da (Y — y)da - 4 - (Z — z)da — (adx -h a'dy -h a n dz) = 0. 
a 

Remplaçons les différentielles da> dada n par leurs expres¬ 
sions déduites des formules de Serret et a, a', a", par leurs valeurs. 
On aura 

(2 ) [6(X — x) + è'(Y — y) •+- fc’(Z — z)l - — ds = 0 

? 

OU 

(2’) 6(X - *) 4- 6'(Y — y) h- 6"(Z - z) = p. 

«i ? 

Pour avoir le centre du cercle osculateur, il faut 

prendre l’intersection de la droite (1), (2') avec le plan osculateur 

(3) c(X -x) -h c'( Y — y) - 4 - c"(Z — z) = 0. 

Résolvons les équations (1), (2'), (3) par rapport à (X — x ), 
* 

(Y —- y), (Z — z). En les multipliant respectivement par 

a, 6, c et les ajoutant en obtient simplement 

X - z = 6p. 

De môme 

(I) Y-y = y?, Z — z — b"p. 

Or nous avons désigné par 6, 6', b " les cosinus directeurs de la 
demi-normale dirigée vers le centre du cercle osculateur. Les 

P» * 1 _ 

expressions ci-dessus montrent donc que p = Ml, ce 

tu 

segment étant compté positivement de M vers C ; p est donc 

essentiellement positif : c’est le rayon du cercle osculateur. 
p est parfaitement déterminé en grandeur et en signe. 
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Prenons' le centre de la sphère osculatrice. 

Comme nous le savons, c’est le point de contact de la 

0 

droite polaire avec son enveloppe. Il faut donc ajouter aux 

équations (1) et (2') l’équation différentiée de (2') ce qui donne : 

(X — x)db 4- (Y - y)<W I (Z - z)db " - (bdx -h b'dy -h b"dz) = do. 

Or 

bdx 4- b'dy -4 b"dz 0. 

Remplaçons c/6, db', db" par leurs expressions tirées des 
formules de Serret, on obtiendra ' 


( 4 ) 




: 4 

<6?* 


Les équations (1), (2), (4), définissent le centre de la sphère 
o 

osculatrice. En tenant compte de (1), (4) se réduit à 


(4') c(X - x) -+■ c'(Y — y) -+- c'(Z - z) = ~ t 

î, 

Résolvons les équations (1), (2), (4') comme les précédentes, 
on obtiendra 


(ii) 



X — 6p — CT 
1/ = 6'p — CT 


dp 

ds 

dp 

ds 


z -- 6"p 


dp. 
d$ 


Si S désigne le centre de la sphère, les premiers membres 

représentent les projections sur les axes du segment MS ; 6p, 6'p 

d 

6"p sont d’autre part, les projections du segment MC. Les 

formules (II) expriment donc que les termes du deuxième membre 




.d? 

* ds 


sont les projections du segment CS. 

Ce segment est bien porté par la binormale. 

D’autre part, en prenant MB comme sens positif (c, c\ c") 
on a 
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et par suite 

1 1 dp 

x ~ LS ds * 

Nous avons défini en grandeur et en signe (toujours positif) 
p et par suite nous connaissons ^ (qui peut être positif ou négatif). 

Le segment. CS qui va du centre du cercle oscillateur au centre 
de la sphère oseulatrice, et compté positivement dans le sens choisi 
sur la binormale, (trièdre direct avec MT et MC) est aussi parfai- 
(0 .1 

tement déterminé. Donc la torsion - est parfaitement déter¬ 

minée en grandeur et en signe. 

Contrairement à la courbure elle peut être positive ou néga¬ 
tive. 

Remarques sur les formules de Serret. — En désignant par R 
et r les rayons de courbure et de torsion d’une courbe, les formules 
de Serret 

da _ b de b db _ a c 

ds R ’ ds x ’ ds R x ’ 

sont symétriques en a, c , d’une part, R et t d’autre part. 
Elles ne changent pas si on permute ces éléments. 

Les dérivées premières (par rapport à l’arc) des cosinus s’expriment 

linéairement en fonction de ces cosinus et en fonction de R et T. 
d 

Les dérivées secondes qui s’expriment linéairement en 
fonction des dérivées premières, s’expriment donc aussi linéaire¬ 
ment en fonction de a, b , c, etc... 

On voit que d'une façon générale , les dérivées d'un ordre 
quelconque /c, des cosinus s'expriment linéairement en fonction de 
a, b , c et en fonction des dérivées d'ordre k de R et r. 

D’après la remarque précédente, si l’on fait la permutation de 

n 

a et c, de R et t, ces dérivées successives ne changeront 

donc pas par cette permutation. 

Si, en particulier, on considère les courbes 

a l Ç, = c 

a! ' (L) ] r (1 = c 

a ( Ci - c" 



(h) 
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a , a\ a" étant des fonctions données de s satisfaisant à 
a 2 -4- a'* 4- a" 2 = 1, 

c, c\ c" les fonctions correspondantes, si l’on a calculé une 

certaine expression (fonction de £, yj, Ç et des dérivées) pour 

<J/, a 

la courbe (I f ) et si le résultat ne dépend que de R et r, * on 

obtiendra l’expression correspondante pour la courbe (I*) en per¬ 
mutant R et r. 

Nous allons donner des applications. 


Rayon de courbure de l’indicatrice des tangentes. — Les coor¬ 
données d’un point de l’indicatrice des tangentes sont 

? ” y t — a , C — a\ 

Le rayon de courbure de l’indicatrice est donné par la formule 


1 _ (Ç' 2 -4- r/ 2 + -r" 2 H- C" 2 ) - av -+ T)V; -h KVr 

.. W* -H *r / 2 -t- C 2 ) 3 

Nous prenons pour variable indépendante l’arc 5 de la courbe 
donnée. 

On a 


(nous n’écrivons qu’une seule formule). 
Donc 


r* v 2 4- r 2 = 


i 

ID* 


D’où 


«i 


D’autre part, 




J dR 
U 3 ds * 


r w _ î_ db _/ dR \ _ 1 t _ a c\ b dR 

* ~~T\ds K 2 \ ds ' RI R t * IR dT 


En élevant au carré (ainsi que les expressions correspondantes 

P 

rç", C"). et ajoutant, les doubles produits vont évidemment 

disparaître et il restera simplement 



Càriius. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 38 
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devient 


En substituant dans l’expression de . 2 , le numérateur 

P* 


r„ 1 I 

' ~~ H 6 1 
Donc 




1 f R* 

2 1 o > 

T* ’ 


pt = 


R* 


Telle est l’express’on très simple du rayon de courbure en un 
point <|e l’indicatrice des tangentes. 

Si inversement, on donne l’indicatrice des tangentes toutes les 
courbes C correspondantes seront telles que, en des points corres¬ 
pondant à un même point de l’indicatrice, le rapport ^ aura la 
même valeur pour toutes. 


Indicatrice des binormales. — Un point de l’indicatrice des bi- 
normales a pour coordonnées 

= c, r lt = c\ Çi = c\ 

D’après la remarque que nous avons faite, sans qu’il soit besoin 

a 

d’aucun calcul, nous obtiendrons le rayon de courbure en 

un point de cette indicatrice, simplement, en permutant dans le 

résultat précédent R et r. (Le calcul se ferait d’ailleurs exactement 
o 

de la même manière), on a donc 


d 


\_ 

p i, 2 


= 1 ~h 


R 2 


R 2 
R 2 + 


on déduit de ces deux relations les relations très simples 


PU 


t, 


Pt, _R 

Pt ~ ~ X * 


R 

Théorème. — Pour une courbe quelconque , si Von prend 

la courbe indicatrice des tangentes et V indicatrice des binormales : 

1° La somme des carrés des rayons de courbure en deux points 
correspondants est constante , égale à Vunité . 

Ce résultat est général pour deux courbes supplémentaires quel¬ 
conques ; 
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2° Le rapport des rayons de courbure ^ est égal au rapport -- des 
rayons de courbure et de torsion de la courbe donnée. 

Conséquence. — Si, pour une courbe donnée, ^ est constant, 
d 

il en est de meme de o h et. o t . Les indicatrices sont des 

i 0 i 1 

petits cercles de la sphère. Les tangentes à la courbe sont donc 
également inclinées sur une direction fixe : la courbe est une hélice 
(théorème de Bertrand). Inversement, pour toutes les courbes C 
correspondant à une même indicatrice des tangentes (et à une 

même indicatrice des binormales), le rapport ^ est égal au rapport 
des rayons de courbure de ces indicatrices. 


Indicatrice des normales principales. — On calculerait de même 
le rayon de courbure en un point de l’indicatrice des normales 

principales (lieu du point b , b', b"). 
o 

On trouvera 



RV / d 
R* -4 - t* 2 V cfi 


arc tg 


R , 


Si ^ = const. (hélice), la courbe indicatrice des normales 

principales est un grand cercle : les normales principales restent 
donc parallèles à un plan fixe. 

Le rayon On passe par un maxilnum quand ^ passe par un 

maximum ou un minimum. L’arc de l’indicatrice des normales 
principales se confond alors avec l’arc de grand cercle. 


Rayons de torsion des indicatrices. Relations. — On calculerait 
de la même façon le rayon de torsion en un point de l’indicatrice 
des tangentes 

Ê = a> Tj — a', Ç = a”. 

Nous avons calculé 5', etc. 

On trouve ensuite 
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et par suite 


On a 


1/1 1 

A 2 + B a C 2 - i (jJ a 


r «/ c 

? V c 

5"' rT C w 




1 

’ 


' A* -h B 2 H- C* 

Le déterminant A est égal à 

A -- — SÊ"(r/f" — ÇV) — SA T 
S 

On trouve simplement 


0 i ,0 


et par suite 


1 


= R L) arc tg * 


Pour avoir le rayon de torsion de l’indicatrice des binormales. 
4 », 7 2 

il suffit dans l’expression ci-dessus de permuter R et r 

1 n ♦ R 
- = 'zu arc tg —. 

b T 

En divisant membre à membre, on a 




R 


Théorème. — Entre les rayons de torsion de Vindicatrice 

des tangentes et de Vindicatrice des binormales d'une courbe quel• 
conque (en des points correspondants) on a la relation 


I? 


R 


Pà, 

Pt' 


Courbes réciproques. — Nous avons considéré 1, comme l’indi- 

catrice des tangentes de C. Mais nous pouvons considérer I ô 
comme une indicatrice de tangentes d’une famille de courbes Ci- 
Nous dirons que les courbes C et Ci sont réciproques. 
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Elles sont telles que l’indicatrice des tangentes de l’une est 
l’indicatrice des binormales de l’autre et réciproquement. 

Elles ont toutes deux en des points correspondants môme 
direction de normale principale. 

Nous supposerons de plus que les arcs correspondants soient 
égaux sur les courbes C et (\ v 

Y 

Désignons par H x , r x les rayons de courbure et de torsion 

a 

de Cherchons leurs relations avec K, r. 

Il suffira dans les expressions que nous avons données de per¬ 
muter p t et o b , r t et r b . On a ainsi 

r „ T, __ Ri 

P'- — /U 2 - .,i Pt — ' :r 

v/HC -+- x i vEi h- 

P 

En comparant avec les valeurs que nous avons obtenues, 
R x 

o(, =. _, Pi — _ ... 

v/R* v/R a h- ^ 

On en déduit que 

1 — R i 

R ” x,' ‘ 


Egalons les rayons de torsion 


et 


c b x l 


■e" 


On aura 
R 


R 


/ ; Xi . (H. M- - x,R,') + R2 ; (Rx- - XR') = 0 


R , 3 


R," -4- x.^R, ) ~ R* -+- x s \ x ) ‘ 

En vertu de la relation précédente, il reste simplement 

R, 3 _ 

Rr f- x? " R 2 h T 2 


et par suite 


xi = R, 


x — R,. 
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Nous appellerons « points correspondants » sur les deux courbes 
réciproques, deux points tels que la tangente à l’une soit parallèle 
à la binormale à l’autre. 

LO 

En deux points correspondants de deux courbes réci¬ 
proques , ayant mêmes arcs , le rayon de courbure de Vune est égal 
au rayon de torsion de Vautre. 


Courbure géodésique d’une courbe sphérique. Considérons la 
« courbure géodésique » en un point d’une courbe sphérique quel¬ 
conque. Nous la définirons de la façon suivante : 

Etant donnés deux points voisins M, M' sur la courbe, menons 
les arcs de grand cercle tangents à la courbe en ces points. Ils se 

coupent sous un petit angle e. On appelle « courbure géodé¬ 

sique )> au point M, la limite du rapport ^ (As = MM') quand 
As tend vers zéro. 

On trouve comme expression de cette courbure géodésique 
(voir, par exemple, M. Picard, Traité d'analyse, tome J, p. 379) 



p désignant le rayon de courbure de la courbe sphérique. 

a 

Appliquons cette formule aux deux indicatrices, on aura 


c’est-à-dire 




h 


G, =% ? \ Gi, [ b - 

, H 
(O 

« Le rayon de courbure géodésique » d'une courbe sphé¬ 
rique est donc égal au rapport des rayons de courbure de cette courbe 
et de la courbe supplémentaire. 

Et aussi : 
d 

Le produis des rayons de courbure géodésique en des points 
correspondants de deux courbes supplémentaires quelconques est 
égal à V unité. 


Courbes de Bertrand. — Les normales (principales) à une courbe 
plane sont en même temps les normales principales d’une infinité 
de courbes planes, toutes les courbes parallèles à la première. 
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Bertrand s’est proposé de déterminer toutes les courbes 

gauches dont les normales principales soient aussi normales prin¬ 
cipales d’une seconde courbe gauche. 

On trouve que l’on doit porter sur chaque normale principale 
une longueur a constante et que ces courbes sont celles pour les¬ 
quelles il existe une relation linéaire entre la courbure et la torsion. 
(Voir, par exemple, M. (ioursat, Cours d’analyse , tome I, p. 578) 



Prenons pour (' une telle courbe gauche. 

'JL, ; 

Si l’on considère la courbe réciproque C x avec égalité 
des arcs, de rayons B 1% on aura pour cette courbe 



Toute courbe réciproque d’une courbe de Bertrand est 
donc aussi une courbe de Bertrand. 

On obtiendrait la nouvelle courbe déduite de 0 en portant sur 
les normales principales une longueur constante a. 

<* f. 

On obtiendra la nouvelle courbe déduite de lh en 

portant sur les normales la longueur constante b. 

relie est donc la signification des coefficients a t 6, dans la for¬ 
mule linéaire. Ce sont les quantités constantes qu’il faut porter sur 
les normales soit à C, soit à(\, pour obtenir deux nouvelles courbes 
correspondantes. 

Kn particulier si (] est à courbure constante, on doit avoir 

H a. 

La courbe déduite de L est donc la courbe lieu des centres 
de courbure principaux de (.. 

d 

A la courbe C à courbure constante, correspond pour L l5 

une courbe à torsion constante. 

Détermination d’une courbe connaissant les rayons de courbure 
et de torsion. — Lorsqu’on donne une courbe gauche, on peut 
déterminer en chaque point, les rayons de courbure et de torsion 
en fonction du paramètre t qui fixe la position du point ainsi que 
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Tare de courbe 5. En éliminant t, on peut dire que H et r sont des 

5 

fonctions de s. Inversement, si Ton se donne pour R et r 

<1 

deux fonctions de s, nous allons montrer que la courbe 

gauche est bien déterminée. Plus rigoureusement : 

Théorème. — A un déplacement quelconque dans Vespace près, 
il y a une courbe et une seule qui admette pour rayons de courbure et 
de torsion , des jonctions données de Varc. 

a i 

Nous allons, en effet, chercher à déterminer les coordonnées 
x, y, z d’un point de la courbe en fonction de l’arc s. 

On a d’abord 

dx , do n dz 

a “ ds' ° ~ ds' a ” ds' 

f p 

Pour déterminer x , y , z , il faut donc d’abord déterminer 

ay a’y a". 

*2 

Or, les neuf cosinus a , a', a", b , b', b", c, c 1 , c u sont 

liés à R et t par les formules de Serret 


da — 

, ds 
b H ’ 

db 

ds 

- a H 

ds 

de 

. ds 

- o — 

x 

da — 

b K* 

db' = 

, ds 

a R 

, ds 

~ c t- 

de' 

b' ^ 

X 

da* = 

j» ds 

b R , 

db" = 

rr ds 

“ a R 

H ds 
- c , 

X 

de" 

.-= b" ds 

X 


?. Ri 

Si r on examine ces équations avec attention, on remarque 

que a, b, c ne figurent que dans les premières équations de chaque 
groupe, a\ b ', c' dans les secondes, a", b", c" dans les troisièmes 

de chaque groupe. 

* 

On pourra donc traiter séparément ces trois groupes de 

P 

variables. l)e plus, on remarque que les équations qui dé¬ 

terminent a', b', c' ou a", b", c" sont les mêmes que celles qui 
déterminent a, b , c. 

(SJ 

On est donc amené à considérer le système de trois 

équations 


db 

ds 



de ^ b 

ds X 


(I) 


da _ b^ 

ds ~~ R’ 


c 
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Méthode de Darboux. — Darboux a généralisé ce système, dans 


lequel les seconds membres sont linéaires par rapport aux 

fonctions inconnues, en se donnant trois fonctions p, g, r de s et 
étudiant le système 

l È +- «T “ r ' fi = ° 

("> j 

! j v - °- 


Le système (I) que nous étudions est, en effet, un cas parti¬ 
culier du système (II), dans lequel 

a —• 6, 'p — c, y — a, p — 0, 


1 


9 = 


R’ 


ainsi qu’on le vérifie aisément, 
a, Ri 

En multipliant les équations (11) respectivement par 
a, fi y y et les ajoutant, on obtient 

là* t- -+- ydy = 0 

c’est-à-dire 


** -f- i y 2 — ronst. 


La constante doit être prise égale à l’unité. 

Pour la résolution pratique du système, Darboux introduit les 
fonctions x , y définies par 


(NI) 


3 -+ it 1 Y 

or — “ * T ’ 


_ 1 — y 

1 f- y <* — 


2 /* 


Leci n’a rien d’anormal. Il était tout à fait naturel, étant donnée 
la relation 


^ -» P* t f 1 

' 

de rechercher une représentation, au moyen de deux 
paramètres, des coordonnées |3, y d’un point de la sphère, surface 


du second degré. Il était naturel alors de prendre comme 

paramètres ceux qui déterminent les génératrices rectilignes (ima- 

ginaires) de cette surface du second degré : x et y sont 

précisément les paramètres de ces génératrices. Si l’on fait 
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par exemple, x — const., le point «, j5, y décrit une droite tout 
entière située sur la sphère, 
h 

Des relations (111), on déduit 

_ L— x v *y v _ ? - y 

x — y' * ' * y' { x — y 

En remplaçant a, r'i, y par ces expressions dans les relations (II), 

5 

on est certain a priori, qu’elles doivent se réduire à 
r n 

deux. Or, on trouve que x et y satisfont à une même équa¬ 
tion (ce qui était évident a priori , étant donnée la signifi¬ 

cation de x et y) 


du 

dt 


— ip q t- ip 

} r - im T r ir 


(/est une équation de Kiccat.i. 

O 

Dans le cas qui nous occupe, on aurait à résoudre réqua¬ 

tion 


du 1 iu 1 
ds 2K H T 1 2R “ 


a , b, c, dépendent donc de deux constantes arbitraires, et par 
suite le trièdre fondamental de trois constantes seulement., qui défi¬ 
nissent l’orientation des axes dans l’espace. 

Les quadratures qui détermineront ensuite x , y, z introduiront 
ensuite l’origine des axes. 

La solution est donc bien unique, à un transport général d’axes 
près. 


2 e Méthode : Développement des coordonnées. — Ainsi une courbe 
est déterminée par les deux fonctions K et t. 

Nous allons établir ce résultat important par un procédé tout à 
fait différent. 

Nous prendrons comme origine des coordonnées et des arcs, un 
point quelconque de la courbe, et en choisissant des axes simples, 
nous étudierons la courbe aux environs de l’origine. Nous mon* 

P 

trerons que si l’on donne les fonctions H (s), t (s), les coor¬ 

données d’un point de l’arc sont parfaitement déterminées en 
fonction de s. 

Il en sera donc de même d’un arc quelconque. 
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Nous prendrons comme axes de coordonnées : 
pour Ox , lu tangente h la courbe dans le sens des ares croissants ; 
pour Oy, la normale principale dirigée vers le centre de courbure ; 
pour Oz, Ja binormale faisant avec les deux autres un trièdre direct. 

Dans ces conditions on connaît donc les valeurs initiales des 
cosinus directeurs 


«o =■ 1, ao — 0, a 0 " -- 0 

A 0 — 0, 6/ = 1, W «fc 0 

c 0 = 0, Cq' 0, c 0 " — 1. 


Nous supposons que les coordonnées x, ?/, z d’un point sont des 
fonctions de s développables en série par la formule de Mac-Laurin. 

°i 


Pour 


connaître ces 


s 

x = .r fl \ - 

y ~ 2/o -H j 
, s 

z - z ft -4- 1 


dé v e I o p p e me n t s 



il suffit de connaître, pour l'origine , les valeurs des dérivées 
successives de .t, y , z. 

*2 

On a d’abord 


— 2/0 2.) — I). 

Knsuite 

dx du , dz i, 

ds ~ a ' ds a ’ d* a ‘ 

Les valeurs à l’origine sont 1, 0, 0. 

Calculons ^ ^ ‘ a 

d 2 x _ da 

ds 1 ds 

% et d’après les formules de Serre t, 

d-x _ b d 2 y _ b 1 d~z _ b" 

ds ~ ~ R ’ ds - ~ R ’ d? U ' 

Pour l’origine 
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r ‘\ 

De même 

d'x _ d b Wdb — bdl\ 

ils ' ds R R U h 


l / a c *_6R' 

U \ H " x / W 


Pour l’origine, toutes les quantités du second membre sont 
connues. On trouve ainsi 


( d ' x ) 
'• ds < ) 


ïv’ 


i d 'y 


D’une façon générale, 
on a obtenu 


\ds À 

01 , 5 


_R ( / ( dH\ ___1 

IV 1 \ ds ' / o “ 1W 

on voit que si, jusqu’à l’ordre /c, 


£? ^ /(R, x, a, b, c), 

a 

(la fonction dépendant de R>ret de leurs dérivées), en dérivant 

encore une fois, on introduira qui, d’après les formules 


de Serret, sont elles-mêmes fonctions de a, à, c, R, r. 
aura donc 

d K + x x 

6,c), 


On 


et on pourra encore avoir la valeur du second membre à l’origine. 

Dans le cas actuel, on peut même dire qu’une dérivée quelconque 
est une fonction linéaire de a, 6, c, les coefficients étant fonctions 
de R, r et des dérivées. 

On peut donc avoir les valeurs de tous les coefficients des 
développements à l’origine. On obtiendra ainsi 


x ----- 


s 

i 


L 

IV ' 6 + " ' ' 


1 s 2 

y ~~ R„ 2 


R.' , 

R,, 2 ' 6 + 


1 s-' 

R„x„ 6 _t 


(ü 

Un arc suffisamment petit autour de 0 est donc déterminé 
entièrement. De proche en proche, la courbe est donc complètement 
déterminée. 

¥ 

Pour avoir les développements de a, a', a" il suffit de 
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prendre les dérivées de x , y , z. Pour ceux de 6, b', b’\ c, c', c" on 
appliquerait la même méthode. 

Expression de certains infiniment petits. — lin prenant l’arc s , 

comme infiniment petit principal. on voit d’abord que x 

est un infiniment petit équivalent à s. Une corde infiniment petite 
a pour longueur 


( )n en déduit 


y +- a* 


1 ~ * 24R„ a + 


La différence entre un arc et sa corde est un infiniment petit du 

troisième ordre par rapport à Varc. 

ar 2 

y, c’est-à-dire la distance d’un point à la tangente (z étant 

infiniment petit d’ordre supérieur) a pour valeur 

1 s 2 

y ~ Ro 2 ’ 

ou, si l’on veut, le rayon de courbure en un point est la limite du 

g ^ 

rapport ^ {d distance à la tangente au point). 

'U 7 2 

z, c’est-à-dire la distance d’un point au plan osculateur 

infiniment voisin, est un infiniment petit du troisième ordre. 


2° D’autre part, x 


change de signe avec s : la courbe est 


de part et d’autre du plan normal ; y ne change pas de signe : 

la courbe est tout entière du même côté du plan MTB ; enfin z 
change de signe : la courbe traverse le plan osculateur. 

Enfin, si l’on considère l’arc correspondant à s > 0, cet arc est 
au-dessus du plan osculateur, si r 0 < 0. 

La projection de la courbe sur le plan osculateur présente un point 
d’inflexion au point. 

On trouvera aisément la plus courte distance entre la tangente à 

l’origine et la tangente au point infiniment voisin qui a pour expres- 

8 

sion, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur h trois, 


C’est un infiniment petit du troisième ordre. 
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Application de la théorie générale : Hélice. — On appelle « hé¬ 
lice » une courbe C dont les tangentes font avec une direction fixe 
un angle constant a ; on peut la considérer comme tracée sur un 
cylindre et rencontrant les génératrices du cylindre sous un angle 
constant. 

a 

Si, pour simplifier, on prend pour direction fixe l’axe oz, 
nous aurons 


u* n 

= a — const. = cos 
ds 


z — s cos i y 


en prenant pour origine des arcs, un point de rencontre avec le 

* 

plan xoy. Les coordonnées x , y peuvent être des fonctions 

quelconques de s. 

x = f(s), y = 9 ( 5 ), z — s cos i. 

La projection de la courbe sur le plan xoy a pour équations 


s = f(s)> y = ?(*). 


L’arc d7 de la projection est donc 


Or 

Donc 


dv* = (p 4 - P)ds\ 


f i .4- çp'2 COS 2£ — 1. 

d 7 i — sin 


Si l’on convient de compter dans le même sens l’arc de courbe et 
l’arc de sa projection, on aura 


d<j — sin i • d$. 

(I 

Varc élémentaire de courbe est donc proportionnel à Varc 
de sa projection sur le plan des xy, et cela est vrai pour un arc quel¬ 
conque. 

+ 

Cette propriété caractérise l’hélice : Si une courbe est telle 

que tout arc soit proportionnel à Varc de sa projection sur un plan , 
cette courbe est une hélice ayant pour axe la perpendiculaire au 
plan . 
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En prenant, en effet, le plan comme plan des xy, on devra 


d 1 t = kds f x 2 }- y 1 — /c 2 . 

d 

On en déduit 

z' 2 = 1 — k\ 

La tangente à la courbe fait bien un angle constant avec Oz. 


Normale principale. — D’après la formule de Serret 

da" = b " ds, 

0 1 

(O 

on a b" — 0. La normale principale est constamment pa¬ 

rallèle au plan de section droite du cylindre. Elle se confond avec 

i . + 

la normale à la section. Cette propriété est encore caracté¬ 

ristique de l’hélice : toute courbe dont la normale principale reste 
parallèle à un plan fixe est une hélice dont Vaxe est perpendiculaire 
au plan. 

TC 

En effet, en prenant le plan comme direction du plan des 
xy, on a b" — 0. 

Par suite da" = 0, a" = const. 

h 

Rayon de courbure. — L’arc étant pris comme variable 

*2 

indépendante, on sait que 

^ = a /' 2 y" 1 -Hz 1 ' 2 — -H y’ 1 . 

D’autre part, le rayon de courbure p de la section droite est donné 
par 

* 2 1 _ (x Y- yV) 2 ^ (x 1 * y") (x"> + iD - (x’x” -h 


p 2 - (x"‘ + y’*)* 

(x" 1 H J/' 2 ) : 

Or 


x 7 2 -+- y 2 

= sin 2 i, x’x" -h y y" 

Donc 

i _ x ai -h y ' 2 


p 2 sin*i 




608 


COU HS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 


De la comparaison de p et K, on déduit 
p = R sin 2 i. 

Le rayon de courbure de la courbe est proportionnel au [rayon de 
courbure de la projection sur un plan perpendiculaire à Vaxe de 
V hélice. 

Cette propriété nest pas caractéristique de l’hélice. 

a. ; 

On peut se proposer de rechercher toutes les courbes qui 
jouissent de cette propriété. Nous indiquerons les principaux résul¬ 
tats après l’exposé des propriétés de l’hélice. 


Plan oscillateur : Torsion. — On peut poser, en introduisant une 
fonction <p(s) 

x' — a — sin i cos cp, y' =• a = sin i sin cp, z ~ a!' — cos i. 

On a d’abord 


i = x " 2 -+•»” = sinH (ii ■ 


D’où 


R 


Jl . ds 

sin i dz‘ 


D’après les formules de Serret, 

da — — sin i sin cpd? — ^ds 


b' 


da ~ sin i cos cpd? — ^ ds 
da" = 0 = b'\ 

on a, en vertu de l’expression de R, 

b = — sin cp, b' — cos 9 , 6 " = 0 . 


n 


D’après notre convention sur le trièdre, les cosinus directeurs 
de la binormale sont alors 


c = a 1 b" — b'a" ~ — cos <p sin i, c = — — cos i sin 9 , 

c" = ah ' — ba = sin i. 

0 

De la dernière, on déduit que le plan osculateur fait un 

angle constant avec un plan fixe (perpendiculaire à l’axe de l’hélice). 
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Inversement , si c" — const, comme de" = b" — • 

T 

On aura* : ou b" — 0 et par suite a" = const. (hélice) ou ^ = 0 
(courbe plane). 

On peut maintenant avoir l’expression de la torsion. 

On a, par exemple, 


de — 


? ds 
b , 


ou 


sin <p cos idy — —sin cp 


ds 


Or, 

ds . . 

— o sin i. 
*9 

Donc, 

p cos i 

'z sin l 


tu 

Théorème. — Dans une hélice quelconque les rayons de 

courbure et de torsion sont dans un rapport constant . 

Inversement : 

Théorème de Bertrand. — Toute courbe pour laquelle les rayons 
de courbure et de torsion sont dans un rapport constant est une hélice. 

V 

D’après les formules de Serret, en faisant intervenir ce 

rapport on a 

de de’ de" p 

da da! du" x 


Si donc £ = /c, en intégrant les équations précédentes on a 

c ~~ ka h- c 0y c — ka 4- c 0 'y c" = ka" 4- c 0 ". 

Si 

Multiplions ces égalités par a , a', a" et ajoutons-les, on 


obtient 


k f- c 0 a -4- c, t 'a' 4- c"a n 0. 


Remarquons que c 0 , c 0 ', c 0 " ne peuvent être tous trois nuis, 

1 

car on aurait h = 0 d’où = 0 : la courbe serait plane* 

X 4 

a 

L’égalité exprime que les direction? a , a', a", c 0 , o 0 ', c 0 " 

(U 

font entre elles un angle constant. La tangente à la courbe 

Cariujs. — Cours d8 calcul différentiel et intégral. IL 39 
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fait donc un angle constant avec une direction fixe : la courbe est 
une hélice . 

Hélice circulaire. — Si la projection de l’hélice est un cercle, le 
rayon de courbure o de la projection étant constant, il en est de 
même du rayon de courbure de l’hélice elle-même et par suite du 

(O 

rayon de torsion. Donc : 

Dans une hélice circulaire , les rayons de courbure et de torsion 
sont tous deux constants. 

Inversement : 

Théorème de Puiseux. — Toute courbe dont les rayons de cour¬ 
bure et de torsion sont constants est une hélice circulaire. 

T 

Leur rapport est, en effet, constant : donc, la courbe est 
une hélice. 

Dans cette hélice, le rayon de courbure étant constant, 

il en est de même du rayon de courbure de la section : l’hélice est 
circulaire. 

Hélices coniques. — Après avoir considéré les hélices cylindriques, 

5 

nous allons considérer les hélices coniques, c’est-à-dire les 
courbes tracées sur un cône, coupant les génératrices sous un angle 
constant. 

Si l’on désigne par s l’arc de courbe, par l la distance d’un point 
au sommet du cône, par i l’angle d’intersection, on a 

dl — ds cos i. 

Dans le cas général, on n’a pas de formule simple pour les éléments 
géométriques de la courbe. 

Mais supposons que la courbe puisse être considérée, de .deux 

^1 

manières différentes, comme une hélice conique, en dési¬ 

gnant par l x la distance d’un point au sommet du second cône et 
par ij, l’angle constant d’inclinaison de la courbe sur les génératrices, 
on aura 

dl t — ds cos ij. 

d 

De ces formules, on déduit donc 
dl cos ii = dl { cos k, l cos i\ — h cos i ~ const. 
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(u, 7 

La courbe es } , donc aussi sur la surface , lieu des points 
dont les distances l, li à deux points fixes S. S x satisfont à cette con• 

dition. Cette surface est évidemment de révolution autour de 
CTa 

S, Sj et la méridienne est une ovale de Descartes. 

Si Thélice est à la fois conique et cylindrique. en dési¬ 

gnant par z la distance à un plan de section droite du cylindre et 
par / l’angle constant d’inclinaison sur le cylindre, on aura 

et par suite 

'h 

K» intégrant, 

On peut supposer la constante nulle, il reste donc 

coe i z 

cos i V 

en choisissant comme plan de base du cylindre le plan passant par 
le sommet du cône. 

h.? z 

Or j représente le cosinus de 
l’angle « delà génératrice du cône avec 

Ut 

la génératrice du cylindre. Cet 

angle est constant : le cône est donc 
de révolution autour de O z et d’angle a. 
n * 

Cherchons l’équation de la 
section droite du cylindre. 

Puisqu’il s’agit de distances à un point fixe, cherchons 

l’équation de cette section en coordonnées polaires. Prenons comme 
pôle le point S, les coordonnées d’un point seront 

p cos w, p sin w, z, 

$ et z peuvent être considérées comme fonctions de r*). 
îi 

Les paramètres directeurs de la tangente seront 
p' cos co — p sin w, p' sin w + p cos u>, *. 
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Exprimons que cette direction fait un angle constant, 
d’une part avec Oz, d’autre part avec MO. 

h 

On aura 


COS 2 l OU Z 2 tg"l = P 2 h P 5 


p = Z tg 


p z 4- P 2 4- Z J 

Mais l’on a 
En éliminant z, 


p' 2 tg H = tgM? 8 -f- p' 2 ), ^ 

est donc constant. 

P 


tg 2 ï — tg 2 or 
’tg-a ’ 


En désignant par V l’angle de la tangente en un point de 
la section droite avec le rayon vecteur du point. 


t g v = y 

Ui 

L’angle V est donc constant : la section droite est une 

spirale d’Archimède. On a donc le résultat suivant : 

Lorsqu une courbe est une hélice cylindro-conique, elle est Vinter¬ 
section d'un cône de révolu’ion et d'un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à l'axe du cône et dont la base est une spirale dont le 
point asymptotique est le sommet du cône. 

L’hélice étant une hélice cylindrique, un arc de 

courbe est proportionnel à l’arc de la section droite, et d’autre part, 
le rayon de courbure est proportionnel au rayon de courbure de la 
projection. 

Mais si la section droite est une spirale, on sait que le rayon de 
courbure en un point est proportionnel 5 l’arc de spirale. Donc le 
rayon de courbure de l’hélice cylindrique est proportionnel à l’arc 
d’hélice. 

La réciproque est évidemment vraie. Donc : 

Pour quune hélice soit cylindro-conique , il faut et il suffit que 
le rayon de courbure en un point quelconque soit une fonction linéaire 
de l'arc . 

Enfin, puisque dans une hélice cylindrique, les rayons de courbure 
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n 

et de torsion sont proportionnels, on peut dans l’énoncé 

ci-dessus, remplacer le rayon de courbure par le rayon de torsion. 


Une généralisation des hélices. — Proposons-nous, comme nous 
l’avons dit, de déterminer toutes les courbes , telles que le rayon de 
courbure en chaque point soit proportionnel au rayon de courbure 
de la projection sur un plan. 

Prenons le plan de projection comme plan des xy , s étant pris 
comme variable indépendante, on aura 

:r' 2 y* f- z~ — 1. 

2 

On peut donc poser 

x — cos 0 cos 'y y — cos 0 sin 9, z = sin 0 

x'. y\ z' sont les cosinus directeurs de la tangente ; v et 0 sont des 
fonctions de s h déterminer. 

Le rayon de courbure de la courbe est donné par 

En calculant le second membre, on trouve simplement 


R 2 


O' 2 -t- cos 2 Oo' 2 . 


O’autre part, le rayon de courbure de la projection est donné 


par 

On trouve 

On a donc l’équation 


1 _ (x'y'—y'jf)* 
P 2 (.r' a n- y/ 2 ) J 

1 


r'I 


i 

cos 2 0 


( 1 ) 


-? ■ - co#» V») 

eos” 0 

, k cos 00' 


En intégrant, 


MO 


\/1 — k* cos 4 H 
, / * cos OdO 
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L équation (1) est identiquement satisfaite si 
0 ' = 0 , 1 — /c 2 cos* B = 0 

c’est-à-dire si 0 est constant (Ô = i) t et si 


A 2 : 


R 2 


:1 


cos* r 

La courbe est une hélice. 


R cos' i. 


Propriétés de ces courbes. — D’après (L) on voit que s 

est une fonction bien déterminée de 6 ; x\ y ', z' sont donc des fonc¬ 
er 

tions bien déterminées de 5. Toutes les courbes admettent 

donc même indicatrice des tangentes. 

La fonction y (d) étant ainsi déterminée par cette quadra¬ 
ture, et 6 étant une fonction de s arbitraire, on aura à intégrer 


dx 

ds 


= COS 0 CO8 


dy 

ds 


= cos 0 sin 


dz 

ds 


= sin 0 , 


Toutes les courbes diffèrent par la fonction 0 (s) choisie. 

D’après les formules précédentes : 

<7 

Pour toutes les courbes jouissant de la propriété, en tous 
les points où la tangente a une même inclinaison sur O z, les tan¬ 
gentes sont parallèles. 

On peut aussi bien conserver 6 comme variable indépendante, 
en déduire y(5) ce qui détermine complètement l’indicatrice des 
tangentes de la courbe. Mais alors s pourra être une fonction 
arbitraire de 0. Dans une note aux L. fl. de l’Académie des sciences 
(25-8-1930), nous avons montré que l’on peut prendre cette fonction 
sous une forme telle (en lui conservant toute sa^ généralité) que 
les quadratures donnant rr, y , z puissent s’effectuer. 

£ 

Rayons de courbure et de torsion. — La courbure en un 

point a pour valeur 



} COS* ftcj / 2 


e'* 

1 — k 2 cos* 0 * 


En posant pour abréger X 2 = 1 — A * 2 cos 4 5 
il vient 


1 0 ' 
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La torsion 


a pour expression 


x y z 
x" y" z" 


A* B 2 -f> C* 


Dans le cas actuel 


A 2 -f- B 2 + C*'= *" 2 -I- r/‘ +- z» 2 = 1 = J. 

En calculant le déterminant numérateur, on trouve, par 
un calcul un peu long, mais sans difficulté 


1 


= 3/r sin 0 cos 0 — • 


De la comparaison de R et de ?, 
R 3 


résulte 


k sin 20. 


En introduisant l’inclinaison i de la tangente sur oz (i = ^ — 9), 

O 

il vient 

- =■ ÿ * sm 2i. 

Telle est la relation très simple qui lie les rayons de courbure et 
de torsion : 

Théorème. Pour toutes les courbes de la famille (dépendant 
d'une fonction arbitraire d(s )), on a 

R 3, . 0 . 

~ ~ sin * lm 


Donc, pour tous les points de toutes les courbes où rinclinaison 

R 

de la tangente sur Oz est la même, le rapport - reprend la même 
valeur. 

R 

En particulier si i = const., = const. (Théorème de Bertrand). 
0 

Plan osculateur. — Le plan osculateur en un point a pour 

équation 


A(X — x) + B(Y — y) + C(Z — z) = 0. 
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k cos 0 

On trouve, en posant u = —— 


A == 0 '(sin 9 — u sin 0 cos 0 cos cp) 

13 — — O’(cos 9 -F- u sin 0 cos 0 sin 9) 

C — uO' cos 2 0. 

I O ' 2 

A F « * Rst x 2 

O 

On peut donc diviser par 5', L’équation du plan est 

(X — #)(sin 9 — u sin 0 cos 0 cos 9) — (Y — y)( cos 9 I- n sin 0 cos 0 sin %) 
-F- u cos 2 0 (Z — z) = 0 . 

P 

Or u 11 e dépend que de 0, ainsi que f. L’arc s ne paraît 

donc pas encore explicitement dans la direction du plan. 

U) 

Quelle que soit la courbe de la famille, en tous les points 
où la tangente a même inclinaison sur Os, le plan oscillateur a une 
direction déterminée. 

De ces divers résultats, on conclut : 

R 

En tous les points de toutes les courbes où la tangente a même 
inclinaison sur Os, le trièdre fondamental lié à la courbe a une 
direction bien déterminée. 

0 

Binomiale. — Les cosinus directeurs de la binomiale sont 


c — _: = X sin 9 — A: sin 0 cos 2 0 cos 9 

y/À 2 -+- B 2 -t- C 2 

d = ^ - = — X cos 9 — k sin 0 cos 2 0 cos 9 

V A 2 -F B 2 h- C 2 

C — r --—~—— = k COS 2 0. 

ï'A* -F- B" -F- C 2 


Les expressions ne dépendent que de 6. 

(o 

Pour toutes ces courbes , la courbe indicatrice des binormales t 
comme la courbe indicatrice des tangentes , est la même. 

Si l’on désigne par dn un arc [élémentaire de l’indicatrice des 
tangentes, on a 


da _ 1 _ 0 ' 

ds R y /1 — /f- cos v 6 * 


d’où 


da = 


v /1 - 


/r cos 4 0 
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l)o infime, en désignant par d- 7 , un are d’indicatrice des binomiales- 
S 


dv l 

ds 


dn { 


ds 3 A* sin 0 cos OdO 

T v 1 ~ A: 2 cos v 0 


On peut intégrer et on trouve, 

3 

®i — 2 arc ros (A“ cos2 f 0- 

Kn introduisant l’angle i de la tangente avec nz, 

3 

^ arc cos [h sin 2 i). 

Lnfin, la normale principale fait avec O z un angle r ]/ tel que 
cos 'l — X cos 0. 

La binomiale fait, d’autre part, avec Os un angle X tel que 
cos y Au cos 2 0 ~ A* cos^ 

7 2» ? 

Si on élimine & entre ces deux dernières expressions, on 

trouve 

/c 2 (COS 2 -I- CoS 2 /) :t COS 2 /. 

Quelle que soit la courbe de la famille considérée, quel que soit le 
point , les angles •{/ X que font avec Oz la normale principale et 
la binormale satisfont à la relation ci-dessus. 


Cas particulier k — 1. 


On a alors 


f cos OdO 
J sin 0 \/l -h ce 


cos 2 0 

L’intégrale peut être calculée. On trouve 


1 T v 2 — v I ' f cos 2 0 
9 = —- L 
\/2 


sin 


Ln se donnant alors arbitrairement une fonction 0 (s) 
on aurait, les coordonnées d’un point de la courbe en intégrant 


dx 

ds 


cos 0 cos 9, 


dy 

ds 


cos t) sin 9, 


dz 

ds 


sin G. 


Pour toute’s ces courbes, le rayon de courbure est, en tout 
point, égal au rayon de courbure de la projection sur le plan des xy* 
On peut obtenir , sans signe de quadrature , les expressions les plus 
générales de x , y , z, au moyen d'une fonction arbitraire. 





CHAPITRE X 


THÉORIE DES DÉVELOPPÉES 
SURFACES RÉGLÉES. CONGRUENCES. COMPLEXES 


I. — THÉORIE DES DÉVELOPPÉES 


Sommaire. 

Théorie des développées : Deux solutions du problème. — Détermination analy¬ 
tique. — Théorème de Joachimsthal. — Longueur d’un arc : détermination 
sans signe de quadrature. — Rayons. 

Développées obliques : Détermination sans quadrature de la développée la plus 

générale. — Développée tangentielle. — Importance du rapport ^ . — Une 

courbe donnée ne peut être la géodésique que d’une seule développable. 
Surfaces réglées : Variation du plan tangent. — Point central. — Surfaces de raccor¬ 
dement. — Surfaces développables. 

Complexes de droites : Complexe linéaire. — Equation réduite. — Courbes dont 
les tangentes appartiennent à un complexe linéaire : Théorème de M. Appell. 
— Autres propriétés. 


On appelle « développée » d’une courbe plane ou gauche ( 1 , toute 
courbe T dont les tangentes rencontrent constamment (1 à angle 
droit. 

(les droites sont donc constamment situées dans les plans 

*2 

normaux à U. Or, nous avons vu que ces plans enveloppent 

une surface développable, la surface polaire. Foutes les droites sont 
donc tangentes à la surface polaire. 

Si l’on considère toutes les droites normales à (1 en tous les points, 

ces droites dépendent de ■ deux paramètres. 

Elles forment ce que l’on appelle une « congruence » de droites. 
Nous en étudierons les propriétés, et nous montrerons que l’on 
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peut associer les droites d’une congruence en deux familles de sur¬ 
faces développables, définies chacune par une équation différentielle. 

l)ans le cas actuel, une des familles est constituée par les 

droites aboutissant à un môme point de la courbe (situées dans le 
plan normal, surface développable). L’autre famille est constituée 
par des droites tangentes à des courbes F, arêtes de rebroussement 
de la deuxième famille de développables. 

Notions sur le cercle de l’infini: Droites isotropes. —Or, des consi¬ 
dérations simples sur le cercle de l’infini et les droites isotropes, 
permettent de montrer que l’on peut connaître a priori deux solu¬ 
tions du problème. Comme l’équation différentielle définissant la 

<!, <r 2 

deuxième famille est une équation de Kiccati, la détermi¬ 

nation générale des développées F sera donc, comme nous le verrons, 
ramenée à une simple quadrature. 

Avant de traiter le problème analytiquement, établissons le 
résultat que nous venons d’indiquer. 


Cercle de l’infini : Droites isotropes. — Etant donné un point de 
coordonnées ordinaires .r, y, s, (axes rectangulaires) posons 

__ X _Y _Z 

•T - rp , IJ - rp , «-rp 


X, Y, Z, T désignant quatre variables nouvelles. 

Le point ne change donc pas si ces variables sont multipliées 
par un même facteur quelconque. 

On dit que ces variables sont les coordonnées « homogènes » du 
point. 

Si dans l’équation d’une surface /(*r, ;/, z) — 0 , on fait cette même 
substitution, elle devient 


ou 


/(?•?’ tJ =0 


F(X, Y, Z, T) — 0 

P * 

meus cette nouvelle équation est « homogène » en X, Y, Z, T. 

o 

Inversement, de toute équation homogène, on pourra 

déduire une équation ordinaire d’une surface. 
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En particulier, un plan en coordonnées homogènes sera repré¬ 
senté par une équation linéaire et homogène en X, Y, Z, T, et inver¬ 
sement. 

X Y Z 

Si T tend vers zéro, le point de coordonnées ordinaires ry j ^ 
s’éloigne à l’infini. On peut donc dire que tous les points à l’infini 

7 

satisfont à l’équation T — 0, ce qui, analytiquement, revient 

à dire qu’ils sont dans un plan T = 0 . (le plan est appelé plan de 
l’infini. 

Une sphère quelconque, dont l’équation ordinaire est 
x 2 //'- -h z“ i- 2 *x 4 - 2 'Py -+- 2yz ^ ~ 0, 

a pour équation homogène 

X 2 -h Y t 7 J f - 2(*X t [±Y i y Z)T t-oT 2 -• 0 . 

Les points à l’infini de cette sphère, satisfaisant a T = 0 , satis¬ 
font donc aussi à 

X 2 * Y 2 f Z 2 0 . 

(les deux équations représentent l’une une sphère, l’autre 
un plan et sont indépendantes de la sphère considérée. 

7 

On peut donc dire que toutes les sphères de l’espace passent 
par un cercle fixe, situé dans le plan de l’infini, (le cercle est appelé 
cercle de l’infini. 

On appelle « droite isotrope » toute droite rencontrant le cercle 
de l’infini, « plan isotrope » tout plan tangent au cercle de l’infini. 

La condition pour que la droite 

x — x n y ?/o_z — z„ 

■y \1 y 

soit, isotrope est 

7 2 4 - r p- F Y 2 — 0. 

Enfin pour que le plan 

uX -f cY +- wL -f- pT — 0 
soit un plan isotrope, il faut que 


u 2 f e 2 F w* " 0. 
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Développables isotropes. — Une famille de « plans isotropes » dé¬ 
pendant d’un paramètre a une enveloppe formée de droites 

isotropes. 

d 

Les tangentes à l’arête de rebroussement de cette surface 
rencontrent donc, toutes, le cercle de l’infini. 

Or, les paramètres directeurs de la tangente sont proportionnels 
r 

à dx , dy , dz. Pour tout point de la courbe on a donc 

ds 2 = 0, 5 = 0. 

ü) 

Un arc de courbe quelconque a donc une longueur nulle. 
Autrement dit, l’arête de rebroussement est une ligne de longueur 
nulle de la surface. 


Droites et plans perpendiculaires. — On vérifie facilement que les 
conditions pour que une droite 


et un plan 


X Xg Y - y g _ 7j Zq 

■x y 

uX H-- pY H- wA -h o --- 0 


soient perpendiculaires, c’est-à-dire 


u p w 

« ~ P Y ? 

expriment que le plan de l’infini coupe le plan suivant une 
droite 1 ), et la droite en un point M, pôle de 1 ) par rapport au cercle 
de l’infini, et inversement. 

+ 

De même si deux droites sont rectangulaires, leurs traces 

sur le plan de l’infini sont conjuguées par rapport au cercle de 
l’infini et inversement. 

+ 

Enfin, si deux plans sont perpendiculaires, leurs traces sont 

deux droites conjuguées. 

D’après ces considérations purement analytiques, il est possible 
que deux plans soient à la fois perpendiculaires et confondus. 

S P 

11 suffit que leurs traces sur le plan de l’infini soient 
• ü 

conjuguées et confondues. Lette trace commune doit donc 
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être tangente au cercle de l’infini et par conséquent il faut et il suffit 
que le plan soit isotrope. 

De même, deux droites peuvent être à la fois perpendiculaires 

l’une sur l’autre et confondues. 11 faut et il suffit que cette 

droite commune soit isotrope. 

Enfin, un plan et une droite de ce plan pourront être perpendi- 
? . 

culaires. Il faut et il suffit que les traces du plan et de la 

droite soient conjuguées, et que la trace de la droite soit sur celle 

? 

du plan. Le plan doit donc être isotrope en un point m et 

la droite doit être la droite isotrope de trace m. 

On en conclut enfin que toute droite isotrope située dans un 
d 

plan isotrope est perpendiculaire à ce plan et par conséquent, 

perpendiculaire h toute droite de ce plan. Donc, en tout point d’une 
courbe quelconque d’une développable isotrope, la normale à la 

O 

surface se confond avec la caractéristique. Le lieu de ces 

normales reconstitue donc la surface développable elle-même. 

Deux solutions du problème des développées. —- Les quelques 
considérations suffisent. 

Considérons une courbe gauche quelconque C et un plan mobile 

assujetti à rester tangent à cette 
courbe et au cercle de l’infini. 
Os plans tangents s’obtiendront 

en prenant la trace t sur 
le plan de l’infini de la tangente 
en un point M de la courbe, et 
menant de cette trace les tan¬ 
gentes t[i, t[x' au cercle de l’infini. 
Les deux plans M t[i, Mtjx ' seront, 
pour chaque point M, les deux 
plans cherchés. 

Considérons alors la sur¬ 
face développable engendrée par 
la suite de plans Mt[x (ou la suite de plans M 
H ,, , 

C’est une développable isotrope. La caractéristique est la 
droite Mjjl. Cette droite restera tangente à une courbe F arête de 


t 
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*2 

rebroussement. Nous avons vu qu’elle est en même temps 

normale à la surface en tous ses points. Elle est donc, en 
particulier, perpendiculaire en M à la tangente M t qui est dans ce 

(o 

plan. La courbe Y est donc bien une développée de C. 

De plus, la droite sera également perpendiculaire à l’arête"de 

d 

rebroussement en son point de rencontre : l’arête de rebrous¬ 

sement sera donc une trajectoire orthogonale des génératrices. 

Enfin, les normales en un point quelconque d’une courbe quel- 
o 

conque de la surface, ne sont pas autre chose que les généra- 

ta) 

trices. Elles engendrent donc la surface elle-même, surface 

développable. D’après une définition que nous donnerons, cette 
courbe quelconque est donc « ligne de courbure » de la développable 

(O 

isotrope. Les lignes de courbure d'une surface développable 

isotrope sont donc indéterminées : c’est là une propriété commune 

avec les sphères et avec les plans. 

A la suite de plans Mta' correspondra une arête de re¬ 

broussement V f qui sera une deuxième développée delà courbe. On 

T 

a donc bien a priori deux solutions du problème : Il suffit 

de mener par chaque tangente les plans isotropes et de prendre 
l’arête de rebroussement de l’une ou l’autre des familles de plans. 

On peut aussi prendre l’enveloppe des droites isotropes situées 
dans chaque plan normal. 

Détermination analytique. — En tout point de la courbe gauche, 
nous connaissons le trièdre mobile M (T, N, B) formé par la tangente 
(a, a', a"), la normale principale (6, b', b"), et la binormale (c, c', c").. 
Prenons-le comme trièdre mobile O (.t, î/, z). 
âi. $ 

La développée est l’enveloppe d’une droite Ma située dans 
le plan normal M yz. Soient O, y v z x les coordonnées du point de con¬ 
tact jut par rapport à ces axes mobiles ; y x et z x sont des fonctions à 
déterminer de la variable s fixant la position du point sur la courbe. 

'h 

Les coordonnées de ( a par rapport à un système d’axes 
fixes 0 (X, Y, Z) seront 

(I) X—x-h byi-h cz lt Y = î/ -4- by { + c'a,, Z = z + J"i/i + c\ 
X, Y, Z sont donc aussi fonctions de s. 
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*..P 

On aura les équations du problème, en exprimant que 
la tangente en jx, à la courbe décrite par [JL, se confond avec la 

droite Ma. Or, les coefficients de direction de cette tangente 

o 

sont dX, dY, dZ ; ceux de Ma sont X — x y Y — y, Z — z. 

On doit donc avoir 

dX ^ dY = _dZ_ 

X — x Y — y Z — z* 

h 

Le premier rapport est égal à 


dx 4- bdifi -4- cdz\ 4- y\db 4- z,dc 
blji 4- CZ| 

Remplaçons db , de par leurs expressions données par les 
formules de Serret. En désignant par R, r les rayons de courbure et 
de torsion de la courbe C, on a 

db — — [ ^ 4- C - ds , de — \ ds, dx — ads. 

La première fraction devient, en divisant par ds , 


«( 1 — 2/A 


R 1 


b‘ d 'Jy + z " 

ds T 


« dz x __ r/, 
ds - 


b y t 


CZ| 


On transformerait de même les deux autres rapports. 

'JL 

En désignant par X la valeur commune des rapports, et 
chassant les dénominateurs, on obtient 






Ri 


Les deux autres équations 


se déduiraient de celle-ci. 


simplement par le remplacement de a , b, c par a\ b’, c ' ou 

d ’ ; 

a", b", c", les multiplicateurs restant les mêmes. On peut 

donc considérer les trois équations telles que (1) comme trois équa¬ 
tions linéaires et homogènes par rapport aux parenthèses. Lommc le 


U J 


déterminant des coefficients est différent de zéro, on en 

conclut que les trois parenthèses sont sc'parcmcnl nulles 


(R) 1 


■ ï! = 0 

R ’ 


dijx 

ds 


■ tyi = o, 


dz i 
ds 


— Vj — X*. = 0. 


Ces trois équations donnent y ly z ly X en fonction de s. 
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§1, 2 


(III) 


En éliminant X, on aura 

dy L dz 


1_2/J 

1 R 


0, 




2/i +- zi 


0. 


Ces deux équations déterminent les fonctions inconnues î/ x , % 

Si 

de 5, R et r étant des fonctions bien déterminées de 5. En 

substituant ces expressions dans les formules (I). on aura en fonc¬ 
tion de 5, les coordonnées, par rapport aux axes fixes, d’un point [X 
de la développée. 

On a d’ailleurs 

dy, dz, 


y 'Js 

y* 


1 ds 


H 

s’écrit 

( 4 ) 

P 


La première des équations (III) donne y x = R. La seconde 


f/ à*\ __ ?/> 2 

y1 ds ~~ T 


dy , 
1 ds 


est donc donné par une équation de Riccati. 
Cette équation est vérifiée si l’on pose 


<T2 


I/! 2 -h Z , 2 = 0. 

On retrouve les deux solutions que nous avons déterminées 
a priori , les deux droites isotropes dans le plan normal. 

02 

L’équation ( 4 ) s’intégre d’ailleurs aisément. Elle s’écrit 

y,dz, — z.dy, __ 1 ^ 

2 /C -t- V x 

En intégrant 

. z i / ds 

arc tg — = | -h const. 

* 2/i J x 


Désignons par V(s ) une intégrale V = 


On aura 
R 


zi = 2/» tg ( v -+■ c). 

Z£n résumé , /a solution générale est donnée par 
2/i = R, zt = t/, tg (V +- c), 


c désignant une constante arbitraire . 

Cariius. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


40 
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Considérons dans le plan normal le point y. (o, y lt z x ). 

Pour toutes les courbes (obtenues en faisant varier c), la première 

relation ij x = Il signifie que la projection de [X sur le plan 

U) 

oscillateur est le centre C du centre du cercle oscillateur : le 

point [X est donc sur la « droite polaire ». 

0 ^ ^ 

La deuxième équation indique que [X MC — V + c. 

Pour avoir toutes les développées, il faut faire varier c : 

(o 

Toutes les développées sont donc situées sur la surface polaire. 
Si Voi connaît une développée c 0 , correspondant à des droites 

il 

Mu 0 , il suffira de faire tourner chaque droite Ma 0 d'un angle 

constant dans chaque plan normal ; le lieu du point {X v intersection 
avec la droite polaire correspondante donnera une nouvelle déve¬ 
loppée. 

On en déduit le théorème suivant : 

<*» 

Théorème. — Etant données deux développées, leurs tan- 

gentes , correspondant à un même point M de la courbe , font entre elles 
un angle constant. 

Applications : I. — Supposons que la courbe donnée soit plane. 

Si 

On en connaît une développée, lieu des centres C des cercles 
osculateurs. 

¥ 

Pour avoir une développée quelconque, il suffira de mener, 

dans chaque plan normal, une droite faisant un angle constant avec 
la normale principale et de prendre l’intersection [X avec la per- 

r 'i’ ? 

pendiculaire en C au plan de la courbe. Or, ces perpen¬ 

diculaires engendrent le cylindre ayant pour base la développée de 

la courbe. Sur ce cylindre, l’angle ly„M est constant, comme 

ü>, a 2 

l’angle CM y. : La courbe lieu de tx coupe donc les généra¬ 

trices du cylindre sous un angle constant : 

0> 

Toutes les développées sont donc des hélices du cylindre ayant 
pour base la développée ordinaire de la courbe plane. 

P 

IL — Courbes sphériques. — Une développée se réduit à 

un point, centre de la sphère. Pour obtenir une développée quel* 
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conque, il suffira de mener dans chaque plan normal à la 

courbe, une droite faisant un angle constant avec le rayon. 

IIÏ. — Dans le cas d’une courbe plane, une développée est formée 
par le lieu des centres des cercles oscillateurs. 

Cherchons toutes les courbes qui jouissent de cette propriété, 

fi . 

Il faut que l’on ait comme solution V = 0 . Donc j 

1 

doit se réduire à une constante et par suite - — 0 . La courbe doit 
donc être plane. 

IV. — Nous avons déjà dit que l’on appelle « ligne de courbure » 
d’une surface, une ligne tracée sur la surface, telle que les normales 
à la surface en tous les points d’une de ces courbes forment une 
surface développable. Nous verrons qu’il existe sur toute surface, 
deux familles de lignes de courbure. Nous pouvons alors démontrer 
le théorème suivant : 

Théorème de Joachimstiial. — Si une surface admet une ligne 
de courbure plane , le plan de cette ligne coupe la surface sous un angle 
constant . 

Réciproquement : Si un plan coupe une surface sous un angle 
constant , la ligne d'intersection est ligne de courbure . 

Plus généralement : 

Théorème. — Si la courbe d'intersection C de deux surfaces S, S' 
est à la fois ligne de courbure pour chacune des deux surfaces , ces deux 
surfaces se coupent sous un angle constant . 

Réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un angle 

constant , si la courbe d'intersection est ligne de courbure de l'une 
des surfaces , elle est aussi ligne de courbure pour l'autre. 
r 'l b . ~2 

Ln effet, si C est ligne de courbure de S, les normales 

à S le long de L engendrent une surface développable et par consé- 

p 

quent, restent tangentes à une courbe V qui est une déve¬ 

loppée de C. 

Si C est également ligne de courbure de S', les normales à 
S' le long de C sont aussi tangentes à une courbe P # qui est aussi 

< t 2 ’ 1 

une développée de C. Or, nous savons que les tangentes 

à deux développées correspondant à un même point de la courbe 
font entre elles un angle constant. 
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Ces deux tangentes étant les deux normales aux deux sur¬ 
faces, celles-ci se coupent bien sous un angle constant. 

Réciproquement, les normales à S le long de C restent tangentes à 
une courbe V développée de C. 

Si 

Si ces normales font un angle constant avec les normales à 

S', ces dernières sont elles-mêmes tangentes à une courbe l v 

qui est une deuxième développée de C. 

Elles engendrent donc une surface développable et C est bien 
aussi ligne de courbure de S'. 

j t (l 

En particulier, si l’une des deux surfaces est un plan, 
comme toute courbe d’un plan est. ligne de courbure de ce plan 
(les normales engendrent un cylindre), on en déduit immédiatement 
e théorème de Joachimsthal. 

On peut le généraliser, en remarquant que toute courbe d’une 

it 

sphère est ligne de courbure de la sphère, puisque les nor¬ 

males en tous les points de cette courbe engendrent un cône, surface 
développable. Donc : 

Si une sphère coupe une surface S sous un angle constant , la 
courbe d'intersection est ligne de courbure de S. 

Réciproquement, si une surface S est coupée par une sphère 
suivant une ligne de courbure de S, la sphère coupe la surface sous 
un angle constant. 

! 

Longueur d’un arc de développée. — Les coordonnées d’un 

point de la développée sont 

(I) X~x-hbyi-+-cz h Y = y-\-b'yi f c'zi, Z = z -h 6 'î/i -h c”zi. 
Soient a, a', a" les cosinus directeurs de la tangente en \x. do un 

CL 

arc élémentaire de la développée, On aura, en dérivant les 

formules (1) par rapport à s, 


da 

a j- = a -f- 

ds 



dz\ / a 

R 


ï) 


-+- z. ; 
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Introduisons ia valeur commune X des rapports qui défi¬ 
nissent la développée f/,, on aura 


I >e même 


<X< Ss === ^y\ -t- cz,) = à(X — x), 




Klevant au carré et ajoutant, on obtient 
da 




ds 

Mais nous avons trouvé 


XMp. 


dy i dz 

y' ds * 21 à» 


yi 2 +- z i 


M,. = ^y? + *?. 


On a donc 


dy t dz, 

dor ds f Z| ds d , 

, ~ . ,;r- — j- V'Vl Z l'* 

ds v/jy , 2 f- Zi 2 ds 


Knfin 


V ?/i f - Zi 


i/1 2 t t^(V-Vo)) 


R 2 

cos 2 (V —V 0 )’ 


1m i définitive 


d<r _ d R 

ds ds cos (V — V 0 )' 

P 

On peut donc intégrer et écrire 

R 

"cos (V —V.)’ 

On peut rassembler tous les résultats obtenus de la façon suivante, 
en partant d’une fonction supposée donnée Y (s) : 

R 

V(s) désignant une fonction quelconque de s donnée , pfe- 
nons le rayon de torsion de la courbe gauche sous la forme 

1 

2 ~ V 1 ’ 
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On obtiendra sans signe de quadrature , une développée quelconque 
en posant 

tJi = R, Z\ = y [ tg (V — V 0 ). 

On obtiendra sans signe de quadrature, la longueur de l’arc de 
développée correspondant à la constante V 0 , en prenant 

R 

* cos ( V -—V,,) ’ 

On a donc ainsi sans quadrature, rensemble le plus général 
formé d'une courbe et de sa famille de développées, et aussi Varc de 
courbe d'une quelconque des développées. 

Soient deux développées correspondant aux valeurs des constantes 
V 0 , V' g . Les arcs correspondants, comptés à partir d’origines conve¬ 
nables sont 

_ R , _ R 

’ ~~ cos (V — V„)’ a — cos (V — Vu 1 )' 

a, v 

On éliminera aisément V entre ces deux équations, on 

obtiendra 

4* + ^ - 0 ~ cos (V„' — V.) = sin’(\V - V.). 

'Pelle est la relation .entre deux arcs de développées quelconques 
correspondant aux memes points de C. 

Elle ne dépend que de la différence V 0 — V 0 '. 

En particulier, si les constantes V 0 , V' 0 satisfont à la 

condition V' 0 — V 0 — on obtient : 

w 

Entre deux arcs de développées se coupant à angle droit r 
on a la relation (pour des origines convenables) 

1 1 _ 1 

a ’ 2 ' 4 ' (j 2 — H 2 * 

a 

Rayons de courbure et de torsion. — D’après les for¬ 

mules (II), on a 

a dl^ } '( byi CZ| -' 


da 

<k 


= X • M |ji. 


Mais 
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Donc 

1 = h M,: + ~ c Mji = 6 cos ( V - Vo) + C sin (V - Vo). 

01 

On en déduit alors aisément en appliquant les formules de 
Serret, le rayon de courbure R x de la développée 

R ___ 11 _ r 

1 “ 2 I cos*(V — V„) I ' 

En dérivant les expressions des y, on a les cosinus direct urs 
de la normale principale. On trouve (ce qui était évident) 


d 


— a, — a , — a!'. 

On en déduit les cosinus directeurs de la binorrnale y, y', y'' 


Y — c cos (V — V 0 ) — b sin (V — Vo), 

'b 

et enfin en appliquant les formules de Serret, on obtient le 
rayon de torsion 

__R | R 1' 

sin (V •—"V 0 ) | cos (V V 0 ) I * 

On a donc, entre les rayons de courbure et de torsion de la 
développée, la formule remarquablement simple 


R ‘ = - tg (V - V„). 


Si nous prenons une deuxième développée correspondant à la 
constante V' 0 , nous aurons 


!\ = - tg (v - v/). 


Entre ces deux relations, on peut aisément éliminer V, c’est- 
à-dire s. On trouve 


H, IV 

tg (Vo V ) r_ n ( R/ ~ const. 

** V 

Telle est la relation qui existe entre deux rapports ^, correspon¬ 
dant à un meme point, pour deux développées quelconques. Elle 
ne dépend que de la différence V 0 — V 0 '. 

En particulier, pour deux développées quelconques se coupant à 
angle droit, 

i +. Ri . R -; « 

T, T,' 


0. 
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IL — DÉVELOPPÉES OBLIQUES 


Plus généralement, étant donnée une courbe G, nous appellerons 
« développée oblique de G » toute courbe T dont les tangentes 
rencontrent constamment G (sous un angle quelconque, qui peut 
être variable). 

P 

On voit que G est tout simplement une courbe quelconque 

de la développable formée par les tangentes à F. 

Nous serons amenés à étudier les relations entre les éléments de G 
et ceux de T, c’est-à-dire à étudier les propriétés des courbes tracées 
sur une surface développable. 

o 

La développée normale (ordinaire) serait une trajectoire 

orthogonale des génératrices. 

Nous voulons partir de G et étudier les courbes F. 

n 

En d’autres termes, nous voulons étudier les arêtes de 

rebroussement des développables passant par une courbe donnée C. 

Nous désignerons par x, y } z les coordonnées d’un point 
de G, par a, a', a", b, b ', b ", c, c', c" les cosinus directeurs des 
arêtes du trièdre fondamental. Si X, [JL, v sont les coordonnées du 
point correspondant [JL de F, par rapport au trièdre, les coordonnées 
de (jl par rapport aux axes fixes sont (nous n’écrivons que la pre¬ 
mière) 

X = x -f- aX ♦- ép -{ • cv. 

Dérivons et tenons compte des formules de Serret, nous 

aurons 


dX 

ds 


X 

R 


-f- C v 


= a(l +V - £)+ 

\ parenthèses seront les 
On a donc pour déterminer X, [jl, v les équations 


i i dY dZ 

Les parenthèses seront les mêmes pour ^ ^ 



X 



Détermination sans quadrature de la développée la plus géné¬ 
rale. — Nous allons résoudre complètement et sans quadrature ce 




THÉORIE DES DÉVELOPPÉES 


633 


système d’équations, c’est-à-dire déterminer, au moyen d’une fonc¬ 
tion arbitraire, les expressions les plus générales de |X, v c’est- 
à-dire de X, Y, Z. Ces équations s’écrivent : 

i vX' - X»' t V + (X^ —,^) = ü 

(P) 1 , 

f »l*' - l 1 ' 1 ' ■+- - (l- 1 * + V 2 ) -+ £ — 0. 

Posons 

X = /v, p - mv 

/, an remplaçant À, Les équations deviennent 

(P) vV -f- 1 - ij^)— 0 

(2 ) m -t .- t K 0. 

l)’après (2 ), on peut poser 

(2*) i ^ _ f { [1 +. m ! I W|. 

d 

L’équation (!') donne alors v sans intégration. 

(P) v | V -+- m ^ ^ | 4 - 1 — 0 

(u 

En résumé, donnons-nous une fonction arbitraire rn (s). On 
peut alors calculer successivement 

(II) l =r ~[1 ni* -*■ tw 1 ], A - J' m\ 

On aura ensuite 



On a bien À, jui, v, sans quadrature au moyen d’une fonction rn(s). 

Les coordonnées d’un point de toute courbe dont les tan¬ 
gentes rencontrent C peuvent être représentées par 

X — x -4- aX -f- -H cv = x é- ^ (ai -4- 6m -t- c) 

i et A avant les valeurs (II). 
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On a donc bien sans quadrature , en partant de C , la solu¬ 
tion la plus générale des développées obliques des courbes C . c* est-à-dire 
des arêtes de rebroussement des développables passant par C. 

On peut astreindre ces développées h des conditions particu¬ 
lières. 

ê 

1° Pour les développées normales ordinaires, il suffit que 

les droites Mfi. dont on cherche l’enveloppe soient constamment 
dans le plan normal. 

°i 

Il faut donc déterminer m de manière que l’on ait constam¬ 
ment 1 = 0 , c’est-à-dire 


On a alors 


I -f- m 2 -h :m' ~ 0. 


T 


1 m • -s _ A r> R 

A — — ~ , puis a = 0, u = R, v = 

R 1 m 

6i, v 

Si nous prenons le rayon de torsion de C sous la forme 

1 

= Y>, V désignant une fonction quelconque donnée de s, on aura 


En intégrant, 
par suite 

ti. 


m - ctg (V - V 0 ) 

R, v = R tg (V - V.). 


On retrouve les résultats obtenus précédemment. 


Développée tangentielle. - 2° On peut aussi astreindre les droites 

à être dans un des deux autres plans du trièdre fonda¬ 
mental M(T, N, B). 

Pour qu’elle fut dans le plan oscillateur MTN, il faudrait nue l’on 
eut constamment v = 0, ce qui est impossible. 

Voyons si les tangentes peuvent être constamment dans 

le plan MTJ3. 

Pour ces courbes, le plan tangent à la surface développable qui 

p 

est le plan MTB sera constamment perpendiculaire au plan 

T 

osculateur de C. En d’autres termes, C est une courbe 
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de la développable , telle qui son plan osculateur soit constamment 
normal à la surface. Nous verrons quel! est une ligne « géodésique '> 
de la surface développable. 

11 faut que l’on ait constamment [X — 0 d’où m — 0. 

On a alors 



d’où 

, l n I 

A — - U r~ V - 

S 

Pour obtenir une telle développée, il faut donc porter sur 

la tangente et la binormale des segments 

l I , R 

a — — y , v ™ — -,, avec f ~ . 

La développée dans le plan BOT est donc unique. 

Nous l’appellerons « développée tangentielle » de C. 

Remarque. — Les segments ne dépendent que de t y 

c’est-à-dire du rapport--** 

v . { 

Si donc l’on considère toutes les courbes pour lesquelles 

R 

ce rapport est une même fonction de s, = — l(s), on obtiendra 

toutes les développées de toutes les courbes correspondantes en 
portant sur la tangente et la binormale les memes segments, j 
Considérons alors dans’un plan une courbe dont les équations 
paramétriques seraient 

/ 1 

- r y~ -p* 

Dans chaque plan MTR, de chacune des courbes, choisissons 

le point [X correspondant à la valeur de s relative au point M ; le 
lieu de c<rpoint [X sera une courbe dont les tangentes passent cons¬ 
tamment par M. 

A toute courbe gauche C\ ou plutôt à toute une famille de courbes 

gauches (celles pour lesquelles est une fonction donnée de s), nous 

faisons donc correspondre une courbe plane qui pourra définir les 
développées tangentielles , c'est-ii-dire Vcrête de la développable dont 
C est la géodésique 
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Par exemple, à toutes les courbes pour lesquelles 

R _ 1 — e 2 » 
x 2 e' 

correspond le cercle 

v ~ 2 e’ y — ~ 1 

e 2s i' ê^'Tr 

Dans chaque plan MTB de l’une des courbes, prenons le point 
X, Y ; le lieu de ce point sera la développée tangentielle de G. 

Une courbe donnée ne peut être géodésique que d’une seule déve¬ 
loppable. — La « développée tangentielle » d’une courbe G étant 
unique, on peut dire que : 

eu 

Théorème. — Etant donnée une courbe G quelconque , il 

existe une développable et une seule dont elle soit la géodésique. 


Propriétés diverses : arc de développée tangentielle. — Les coor¬ 
données d’un point [A sont 

X - x — ?, (al -4- c). 
a 

En dérivant par rapport à s , a, a', a" désignant les cosinus 
directeurs de la tangente en (JL, et a un arc de développée, on a 

da l" . . 1,1 b\ 

3 a. = C ) + «. 

Or, d’après l’expression de J, 


Il reste donc simplement 


di l" 

l ds 


*-r = -fi (al h c). 


En élevant au carré les expressions analogues et ajoutant, 
on obtient 

de r F 


ds 


sjl 1 ^- 1 . 


Le rapport ^ ne dépend donc également que de /, c'est-à¬ 


-dire du rapport 


R 
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En deux points correspondants des deux développées tangentielles 
de deux courbes admettant même rapport ~ Les rapports des arcs élé¬ 
mentaires et par suite , les arcs correspondant a sont égaux ( puisqu'on 
suppose que les arcs s sont les mêmes sur les deux courbes). 

Par exemple, si 


R 



- - *M, 


on trouve 


D’où, en intégrant 


ds e* —■ e ' 

ds e s f- e~ g 


s — ke Q ou ? — log ch s, 


Telle est (à une origine près) la formule donnant l’arc 7 de déve¬ 
loppée tangentiellc en fonction de l’arc s pour toutes les courbes 

correspondant à l’expression ci-dessus de ^ - 

Il est possible de donner sans signe de quadrature , les familles de 
courbes admettant même rapport ^ {rapport exprimé au moyen d'une 

fonction arbitraire w'(s) et l'arc de courbe de développée tangentielle 
correspondant). 

On a en effet 

*= | f, V + I ds. 
a 

En intégrant par parties, 




J 7p 


ds. 


Posons 


y/r 


= ”>'(*), 1 


yj 1 


w désignant une fonction arbitraire. On dura 

= — J f \/P -I- 1 4 w(s). 


Dans cette expression, il faudrait remplacer l et V en fonction 
de w. 
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(o 

On a donc bien sans signe de quadrature, la famille la plus 
générale de courbes, pour lesquelles 

R _ w 

X y/'l — w' 

et l’arc de l’arête de rebroussement de la développable dont chaque 
courbe est la géodésique. 

Le procédé que nous avons appliqué s’étend, comme on le voit, 

à toute intégrale de la forme I F(y)ds, f désignant une fonction 

qui peut être arbitraire, F une fonction quelconque donnée, sans 
diminuer la généralité de <p. En intégrant p§r parties, on obtient 

- ~ F(r) + J V(f)ds. 

Il suffira donc de prendre o sous la forme 

F'(?) - 0», 

0 étant arbitraire. 

En particulier, prenons w(s) = cos s. D’où — = tg s. 

Nous considérons donc toutes les courbes telles que — tg s. 
o 

Chacune d’elles est la géodésique d’une seule développable. 
La longueur de l’arc de courbe de l’arête de rebroussement corres¬ 
pondante a pour expression 

* a — 2 cos s 4- const. 

Dans le cas général, on trouverait que le rayon de courbure R l5 de la 
développée tangettelle, et (pie le rapport } des rayons de torsion de la 
développée et de ui courbe ne dépendent également que de l , c'est-à-dire 

j R 

du rapport 

R 

Résumé. — . En résumé , nous avons trouvé que, si C est 

une géodésique de la développable d'arête F, si l'on se donne pour cette 

courbe C, simplement la relation “ = — l[s) 9 le segment Mp les arcs <7, 

le rayon de courbure R 1? et le rapport ~ seront pour les diverses 
arêtes, des fonctions ne dépendant que de l [s). 
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Par conséquent pour toutes ces courbes , tous c>s éléments ont la 
même valeur, aux points correspondant à une même valeur de s. 

En particulier, on a 

' = /.(<), 5-=/.«, R. = ?,(«• 

On peut donc aussi exprimer tous ces éléments au moyen de l 
ainsi que <7, et par conséquent exprimer tous ces éléments au moyen 
de 7, en particulier l\ v 
~2 

Mais inversement donnons-nouS une relation <7 = <1> (Ri). 

En la dérivant, on aura 


, /n di» d R, a* aR| 

M = JH, • d. = ^ x -a 


X 


dl 
ds * 


Ce sera une équation différentielle qui déterminera l(s). 

d R x 

Par suite Ma, s , » seront donc aussi déterminées, 

‘ ** T i 

On a donc le résultat suivant : 

R 

Pour toutes les surfaces développables admettant pour 
arête de rebroussement une courbe T définie seulement par urie relation 

O 

entre le rayon de courbure Rj, et Varc G, G = ( l> (R^, tes géodé- 

siques de ces surfaces s'obtiendront en portant sur chaque génératrice 
une même longueur , fonction de G. Pour chacune d'elles , l'arc s. le 
R x 

rapport —, le rapport —, seront des fondions bien déterminées. 

Ces résultats sont indépendants de la torsion Tj (s) de l'arête. 


Tous les résultats que nous avons obtenus, montrent l'extrême 
importance, pour une courbe gauche , du rapport 


III. — SURFACES RÉGLÉES 


On appelle « surface réglée » la surface engendrée par le dépla¬ 
cement d’une droite. Si les équations de cette droite sont mises 
sous la forme 

X = aZ + p, Y = b7j q, 

il faut supposer que a , b , p , ç dépendent d’un seul paramètre t. 
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L’équation de la surface pourrait s’obtenir en éliminant t entre 

'V 

les deux équations. 11 est préférable de considérer X, Y 

comme fonctions des deux paramètres Z et t. 

Plan [tangent. — Donnons-nous une génératrice t Q et soit 
M (x, y y z) un point de cette génératrice. Nous allons établir l’équa- 

? 

tion du plan tangent en ce point. Il suffit d’en avoir la 

direction. 

*2 

Si l’on considère un déplacement infiniment petit quel¬ 
conque dx , eh/, dz sur la surface, nous savons que ce déplacement 

est parallèle au plan tangent. Pour avoir la direction de 

O 

celui-ci, il suffit donc d’établir une relation linéaire et homo¬ 

gène entre dx , dy, dz. 

Les coordonnées de M satisfont aux conditions 

(P) x ~~ a 0 z -4- p 0 , y = b 0 z 4 q 0 . 

Lorsque la génératrice varie à partir de t Q} et que le point se déplace 
sur la surface à partir de M, on a constamment, quels que soient t 

et z 

(t') x -= az 4- p, y -= bz 4- q. 

En différentiant ces deux relations à partir de t 0 , on a 
donc aussi 

dx ~ a 0 dz -+- (a 0 'z 4- p 0 ')dt, dy — b 0 dz 4- (6 ft 'z -t- q 0 ')dt. 

Pour avoir la relation linéaire et homogène entre dx , dy , dz f 

? 

il suffit d’éliminer dt entre ces deux relations. 

On obtient ainsi 

dx — a^dz _ d y - b n dz 

a 0 'z -h po T?o’z -h GJ' 

h 

L’équation du plan tangent, s’obtiendra en remplaçant dx. 
dy , dz par X — x, Y — y f Z — z. 

On obtient donc 

(2) X — x — q 0 (Z — z ) _ Y — y — b n ( Z — z) 

~~ glq Z 4 - po b$z +- qQ 9 
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ou en tenant compte de (1/) 

X * Po _ ~Y b { )Yj q n 

a 0 'z h- po b 0 z t- qf 

Sous cette forme, on constate que le plan tangent passe 
par la génératrice t 0 , ainsi qu’il devait être. 

Variation du plan tangent. — Quant le point M est pris sur une 

? 

génératrice fixe t Q , on remarque que cette équation ne dé- 

i i . flnZ + p./ 

pend que du rapport , - , - - ■ ; • 

0(1 2 t~ (J o 

Si le point varie sur cette génératrice, ce rapport ne pourrait 
être indépendant de z, et par suite le plan tancent être le même 

P 

tout le long de la génératrice, que si l’on avait la relation 

(3) a ‘\ = P ° ou a’q' — b'p„' = 0. 

°<) Çü 

Si cette condition est satisfaite pour les fonctions a, b, p, q 
quelle que soit la valeur de t, c’est-à-dire si le plan tangent à la 
surface réglée est le même tout le long de la surface réglée, quelle 
que soit la génératrice, on dit que la surface est « développable ». 

ro 

.Pour (ju une surface soit développable , il faut et il suffit 
que les fonctions a , b , p, q satisfassent à la condition 

(3 ) » aq — b'p 0. 

P 

En particulier, cette condition est satisfaite : 

1° Si a' — 0, b' = 0, c’est-à-dire a = const., b = const., c’est-à- 
dire si la génératrice reste parallèle à une direction fixe. La 
surface est un cylindre ; 

2° Si p' = 0, q' = 0, d’où p — p 0 , q — q 0 , c’est-à-dire si la 
génératrice passe par un point fixe x = p 0 , y = q 0) z = 0 : la 
surface est un cône. 

Nous étudierons ultérieurement les propriétés des surfaces déve¬ 
loppables. En dehors de ce cas, pour étudier la variation du plan 

ot. <p 

tangent, il suffit d’étudier la variation du rapport homo- 

graphique ^ ^ ^ quand z varie, 

Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 
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Si, le point s’éloigne indéfiniment, ce rapport tend 



Le plan tangent correspondant 

X — a<)Z — po _ ciq 

est parallèle au plan 

X — oZ a 0 ’ 

Ÿ — bi bj' 

Or ce plan est indépendant des fonctions p, q. Donc : 

Théorème. — Si deux sur]aces réglées ont les génératrices 

parallèles deux à deux , les plans tangents à l'infini, pour deux géné¬ 
ratrices parallèles , sont parallèles. 

Par l’origine, menons des parallèles aux génératrices de la sur¬ 
face. On obtient le « cône directeur » de la surface. 

O 

Le plan tangent à l’infini sera parallèle au plan tangent au 
cône directeur, le long de la génératrice parallèle. 

Nous pouvons, pour simplifier l’étude de la variation du plan 

tangent, supposer que nous avons pris la génératrice pour 

P 

axe des z ; Cela revient à supposer que, pour la généra¬ 

trice correspondante, a 0 , b 0 , p 0 , q 0 , sont nuis. 
r '\ 

L’équation du plan se réduit à 

Y __ bn’z 4- q<! 

X ajz 4- po ’ 


Sa trace sur le plan des xy fait avec ox un angle ^ tel que 




tg* = 


btl z 4- 
a 0 'z 4- po * 


Il y a donc relation homographique entre et la cote z. 

Or, on sait que le rapport anharmonique de quatre plans 
passant par une même droite est égal au rapport anharmonique 
des quatre valeurs de tgù, étant l'angle d’un des plans avec 
un plan fixe passant par la droite. On en déduit donc * 
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Rapport anharmonique de quatre plans tangents. 

<o 

T h éor èmk : Le rapport anharmonique de quatre plans tangents 

est'égal au rapport anharmonique des quatre points de contact. 

Ce résultat peut s’obtenir géométriquement d’une manière très 
simple : Considérons une génératrice G 0 , quatre points sur cette 
génératrice A 0 , B 0 , C 0 , D 0 et une génératrice voisine G. Quatre 
courbes quelconques tracées sur la surface, passant par A 0 , B 0 , 

'a - ; 

() w D 0 . rencontrent G en A, B, C, 1). * Les quatre plans 

tangents sont les limites des plans passant par G 0 et respective¬ 
ment par les droites A 0 À, B 0 B, C 0 C, T) 0 1). Dans une position quel¬ 
conque, le rapport anharmonique des quatre plans (qui passent 
*2 

par la même droite G) est égal au rapport anharmonique 

des points de rencontre de ces plans avec une sécante quelconque» 
a 

par exemple avec la sécante G, soient les points A, B, C. D. 

Lorsque G se rapproche indéfiniment de G 0) les points 

O 

À, B, C, 1) se rapprochent de A 0 , B 0 , C 0 , D 0 simultanément. On 

voit qu’à la limite, le rapport anharmonique des quatre plans 
tangents est bien égal au rapport anharmonique des quatre points 
de contact. 

Pour construire le plan tangent en un point D, connaissant les 

? 

plans tangents en trois points A, B, C, il suffit de mener 

par G un plan faisant avec les trois plans tangents un rapport 
anharmonique égal au rapport anharmonique des quatre points 
Inversement si on donne quatre plans tangents et trois des points 
A 0 , B 0 , C’ 0 , on peut construire le quatrième point de contact. 

En particulier, si deux surfaces ont une génératrice commune 

- v 'h ' 0 

et si elles sont tangentes en trois points différents , elles 

sont tangentes en tout point de la génératrice. 

On dit qu’elles « se raccordent » tout le long de la génératrice. 
Enfin, si deux surfaces réglées quelconques ont une génératrice 

O 

commune, elles sont tangentes en deux points de cette 

TT 

génératrice ( points doubles de deux divisions homogra- 

phiques sur une même droite). 

Nous avons pris la génératrice commune comme axe des z. 
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«2 

Nous allons simplifier encore en faisant tourner les axes 

ox , oy d’un angle convenable. 

Paire tourner les axes d’un angle *|< 0 , revient à changer ']> en 
(<^ — <|* 0 ). On aura 

, (i, — 4, ) — *8 ’k — h - <? ■' — tg 'W<«n'2 />„'). 

g Vf To; 1 -f tg ^ tg <j/ 0 ~ a„z -r p„' +- Ig + q„ )' 

a, v 

Choisissons de telle manière que le coefficient de z 
au dénominateur soit nul 

«i/ •+- b { ' tg — 0, tg <]>o = — y, • 

o 

La relation prendra alors la forme 


(b) 


tg G> ~ W = Ar(a — z 0 ), 


fc/ — a,/ tg 
Po’ H 0o' tg 


z 0 sera déterminé par 

èo'z 4- qd +- ^7 (a,,z -+- p 0 ') — 0. 


Si l’on donne à ^ la valeur 'b 0 , on obtient un certain plan passant 
par la génératrice (le nouveau plan des zx). 

Pour cette valeur, on a z — z 0 . Ce plan s’appelle le « plan central »• 

Le point z 0 de contact correspondant est le « point central ». 

r/, oj 

Plan central. — De la relation (5). on déduit donc le 

théorème suivant : 

Théorème. — Sur toute génératrice, il existe un plan centrai tan¬ 
gent à la surface en un point central , qui jouit de la propriété sui¬ 
vante : La tangente de Vangle que fait tout autre plan avec le plan 
central est proportionnelle au segment qui joint le point central au 
point de contact de ce plan. 

Le facteur de proportionnalité k s’appelle « paramètre de distri¬ 
bution ». 

En particulier, pour deux plans tangents rectangulaires, on a la 
relation 

/c'CM • CM' = — 1. 

à, ? 2 

Les points de contact M, M' de deux plans tangents 
rectangulaires décrivent sur G une involution de centre C. 
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o 

Si z varie de — oo à z 0 et de z 0 à + oo, tg(| — ^ 0 ) varie 

de — cc à 0 et de 0 à -f- oo. Le plan tangent tourne donc autour de 
la génératrice, sans repasser deux fois par la même position, fai¬ 
sant une révolution complète de 180° 

De plus, on voit que le plan central est perpendiculaire 

<3 

au plan à l’infini. On peut donc dire que le point central 

est le point de contact du plan tangent perpendiculaire au plan de 
l’infini. 

On peut enfin donner une troisième définition du point central. 
Nous allons démontrer la propriété suivante : 

Théorème. — Si l'on prend une génératrice fixe G 0 , et une géné¬ 
ratrice infiniment voisine G, et si l'on mène leur perpendiculaire 
commune , le pied d 0 de cette perpendiculaire commune sur G 0 tend 
vers une position limite quand G se rapproche infiniment de G 0 . 

Celte position limite est le point central. 

x, £ 

Pour simplifier, nous pouvons supposer que G 0 est prise 

'h 

comme axe des z. Soient alors 

x = az J p } y ht f- y, 

les équations de G. La perpendiculaire commune à oz et G se pro¬ 
jette sur le plan des xy suivant la perpendiculaire à la pro¬ 

jection de G passant par O. Son équation est donc 

a.r -t- b y -- 0 . 

dette perpendiculaire rencontre G en un point de cote z 
définie par 

» bz -4- q _ _ a 

az p b 

V* 

d’est aussi la cote de d D . Il faut chercher ce que devient 

cette équation lorsque G se rapproche indéfiniment de G 0 , c’est-à- 

dire lorsque a, b , p, q tendent simultanément vers zéro, correspon- 

o 

dant à G 0 A la limite on obtient donc l’équation 

b p'z - 4 - qd _ _ ad 

UpZ +- pd _ ~ bd' 


On retrouve l’équation qui définit le « point central ». 
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Le lieu des divers points centraux sur les diverses géné¬ 

ratrices décrit sur la surface une courbe appelée « ligne de stric¬ 
tion ». 

Il faut bien remarquer que cette ligne n’est pas une trajectoire 
orthogonale des génératrices. 


Surfaces de raccordement. — Si nous considérons deux surfaces 
réglées ayant une génératrice commune, nous avons déjà vu qu’elles 
sont tangentes en deux points de cette génératrice. On peut re¬ 
trouver ce résultat en s’appuyant sur la formule (4). 

En effet, en prenant la génératrice commune pour oz , pour la 
première surface, l’angle du plan tangent avec le plan xoz est défini 
par une équation de la forme 


$1 


tg ^ = 


b 0 ' z '-_qo 

Üq Z -h po 


Pour la seconde surface, cet angle est défini par 


tg +1 


Q<> 

A 0 '2 -f- IV* 


P 

Si l’on veut que les deux plans soient les memes, il faut 
égaler ces deux valeurs. On obtient bien une équation du second 
degré en s. 

Si les deux surfaces sont tangentes en plus de deux points, cette 
équation du second degré doit disparaître. Les deux surfaces sont 
alors tangentes en tout point de la génératrice. 

Etant donnée une surface réglée, on peut se proposer de déter¬ 
miner la surface la plus simple qui se raccorde avec elle tout le long 

72 

d'une génératrice commune. Si la surface est développable, 

cette surface la plus simple est le plan tangent. Dans le cas 

général, nous pouvons chercher à déterminer une sur¬ 

face du second degré. 

P 

Il faut et il suffit que les deux surfaces soient tangentes 
en trois points. 

Prenons trois points A Jf A 2 , A s et en ces points menons les trois 
tangentes à trois courbes quelconques I\, V 2) r 3 , situées sur la 
surface et passant respectivement par A a , A 2 , A a . 

S 

Si nous considérons la surface du second degré déterminée 
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par ces trois tangentes, elle contiendra en particulier la généra* 
trice, et satisfera à la question. 

La réciproque est évidente. 

Il y a donc une infinité de solutions. En général, ces 

surfaces sont des hyperboloïdes, mais si les trois tangentes 

sont parallèles à un meme plan, si l’on considère, par exemple, les 
sections de la surface par trois plans parallèles et les tangentes à 
ces sections, la surface de raccordement sera un paraboloïde. 

*2 

Plus particulièrement encore, prenons des sections per- 

o 

pendiculaires à G. Le paraboloïde sera équilatère. 

En un point quelconque M de la génératrice, la normale à la sur- 
o 

face, perpendiculaire à G et à la génératrice du deuxième 

Système A, qui passe par M, se déduira de A par rotation de ^ 
autour de G. 

r 

Toutes ces normales sont donc aussi les génératrices d’un 
paraboloïde qui se déduit du paraboloïde de raccordement par 

rotation de Ainsi : 

Théorème* — Les normales entons les points d'une géné¬ 

ratrice d'une surface réglée quelconques engendrent un paraboloïde 
appelé « paraboloïde des normales ». 

En faisant tourner ce paraboloïde de ^ autour de la généra¬ 
trice, on obtiendra le paraboloïde de raccordement le long de G, 

Surfaces développables. — On appelle « surface développable ». 
la surface enveloppe de plans dont l’équation dépend d’un seul 
paramètre. 

. . 72 

Nous avons vu que la caractéristique était tangente à 

une courbe gauche et par conséquent, que la surface pouvait être 
considérée comme engendrée par les tangentes à une courbe gauche. 

2 

Inversement toute courbe gauche peut être considérée comme 

l’arète de rebroussement de ses plans oscillateurs. 

Pour étudier une surface développable, on peut donc, soit se 
donner la famille de plans, soit se donner la courbe gauche, soit 
enfin se donner les génératrices. 
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P 

Mais nous devons dans ce dernier cas, chercher les condi¬ 

tions à imposer aux coefficients de ces droites pour qu'elles engen¬ 
drent une surface développable. 

Soit donc une droite 

aX 4- hY -h cZ H- d = 0, a,X 4- b x Y -h c t Z 4- d = 0, 
dont les coefficients soient fonctions d’un meme paramètre /. 

L? 

Pour que cette droite engendre une surface développable, il 

faut qu’il existe sur elle un point x , ?/, z dont le déplacement 
élémentaire dx, dxj , Jz soit dirigé suivant la droite elle-môme. 

On aura donc d’abord 

(T) ax 4- by t- cz 4- d —- 0, a,.r 4- èi/y +- CjZ 4- d, = 0. 

*i . . ? 

l)e plus, pour exprimer la deuxième condition, il 

suffit d’écrire que le déplacement du point est parallèle à chacun 
des plans. On a donc aussi les conditions 

(ÏI) adx 4 - bdy 4- cdz = 0, aida; 4- Cydz — 0. 

Or, en dérivant les deux conditions (I) et tenant compte 
de (II) on obtient 

(III) ax 4-- b'y -4- c'z f- d' = 0, ai'x 4- b^y -4- c/z 4- d/ = 0. 

Inversement les équations (III) entraînent les équations (II). 

s t4 

Mais pour que les équations (D et (lll) soient compa* 


tibles, il 

faut que le 

déterminant 




a 

b 

c 

d 

(4) 


a\ 

by 

C\ 

d ,1 


a 

V 

c 

d' 



d\ 

w 

C\ 

d,' 

soit nul. 







ôi 

Inversement, si cette condition (4) est identiquement satis¬ 

faite, les équations (I), (III), sont compatibles. 

Elles déterminent des fonctions x , y , z de t , et le point x, y z 
o 

ainsi déterminé aura, lorsque la droite se déplacera, un dépla¬ 

cement dirigé suivant cette droite elle-même. La droite restera donc 
tangente à la courbe C lieu du point #, y, z. 
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La condition (4) exprime aussi que chaque droite rencontre la 
droite infiniment voisine. 

Dans le cas où les équations de la droite sont données sous la 
forme 

X — a 'A 4p, Y — b'L -f- q . 

On devra avoir 

x — az p, y = bz f q, 
dx — adz , dy — bdz , 

et par suite en différentiant les premières et tenant compte des 
secondes, 

o —- az -t p', o è'z < 7 '. 

O 

Kn éliminant z, on obtient 

b 1 p 1 — a q —■ .0, 

condition qui est satisfaite, comme nous l’avons vu. pour les 
cônes et les cylindres. 

Démarque. — Si l’on prend la plus courte distance de deux 
génératrices 

l X = aZ I p, r \ X - a,Z I /), 

(Y - b/, , q . ' Y - 6 ,Z 

on trouve 

_ («» — «) (q\ — q) — {b\ — b) (p, — p). 

y (a, — a)* H- (èi — 6) 2 (aè, — /wi ) 2 
Dans le cas où les droites sont infiniment voisines, «j, bi, p^, Çi, 

O 

correspondant à £ + AL on aura 

y _ (d 4- d At -f • • • ) (q 4 q" St P * • •) — (h 4- b" St 4- • • •) (p 4- p" St -p * • •) ^ 

V' (a 1 t a St \ • • •)' -h • • • 

On voit que, en général, (? est un infiniment petit du 
premier ordre par rapport à AL la partie principale étant 

aj-Vp A( 

\/a 2 -P 2 -+ (ab' — bd) 1 

Si la droite engendre une suiface développable, on a 
dq — b'p --- (h 
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De plus, le coefficient de At 2 au numérateur est 
aq” -h aq — (b'p* -h b w p'). 

Il est nul comme on le voit en dérivant la relation précédente. 
d 

Si la surface est développable, la plus courte distance de 
deux génératrices infiniment voisines est donc un infiniment petit, 
non du deuxième ordre, niais du troisième ordre par rapport à A U 
Ce résultat est dû à Bouquet. 

IV. _ CONGRUENCES DE DROITES 


Les équations d une droite peuvent se mettre sous la forme 


X — aL -4- p, Y — bit q. 


Si a, by jp, q sont variables et dépendent d’un seul paramètre t, 
la droite engendre une surface réglée. Cette surface sera dévelop¬ 
pable si les fonctions satisfont à la condition 


(1) dadq = dbdp. 

Supposons maintenant que a, 6, p, q dépendent de 

deux paramètres u, <». On dit que l’ensemble des droites forme 
une « congruence ». Pour simplifier, on pourrait supposer a = u 
b = F. 

On obtient une surface réglée dépendant de la congruence en 
établissant une relation entre u et p. Il existe donc une infinité 

Cp 

de surfaces passant par une génératrice particulière u 0 , o 0 . 11 

suffit que la relation donnée entre u et v soit satisfaite pour u 0 , c 0 . 

n. \ 

On peut se proposer de chercher si parmi ces surfaces, il 
existe des surfaces développables. 

Les variables u, e, doivent être liées de telle sorte que 
Ton ait la relation (1) 


*i 


dadq — dbdp = 0. 
En explicitant les différentielles, 


{2) ( — du ~du 

' \dU bt> J\bU dC / ÔU 


-f- 



bp 


du 



U 
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C’est une relation de la forme 

P, Q, R désignant des fonctions déterminées de u, v. 

P 

C’est là une équation différentielle entre u et v. 

Mais en résolvant l’équation du second degré en elle se 
dissocie en deux équations 

(3) j- u = /.(u, v), ~ ---- /.(«, »). 

Il faudra donc intégrer l’une ou l’autre de ces équations. 

Si nous prenons, par exemple, la première, nous savons 

que, sous certaines conditions très générales, il existe une solution 

(O 

et une seule qui prenne la valeur v 0 pour u = w 0 . On en 

conclut donc que : 

Théorème. — Par toute droite de la congruence, passent deux sur¬ 
faces développables dont les génératrices sont des droites de cette 
congruence. 


Développables issues d’une génératrice : Foyers. — Mais chacune 

0 l f *2 ? 

de ces génératrices est tangente en un point F à l’aréte 

de rebroussement de la développable. 
d 

Sur toute droite J), il existe donc deux points F x . F 2 qui 
sont appelés les « points focaux » ou les « foyers » relatifs à D. 

Nous avons vu que le z du point de contact est alors 

défini par l’une ou l’autre des deux conditions qui sont compa¬ 
tibles 

zda -h dp = 0, zdb -t~ dq = 0. 

O 

On a donc 


( 4 ) 


— ( — du t- — dv \ 
\du bv ) 


ba 


du 


ba j 
- dv 
bv 


p 


Le rapport ne dépend que de 


dv 

du 


r 


Par conséquent 
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il n’est pas nécessaire d’avoir intégré l’équation (3) pour obtenir 
les coordonnées du point de contact. Il suffit de remplacer 

dans (4), ^ soit par /i(w,e), soit par / 2 (n,e) pour obtenir les z (et par 

suite les x et y) des points F 2 ou F v 

Les coordonnées .r, ?/, 3 d'un point b\ ou F 2 , sont donc des fonc¬ 
tions de u, u, connues sons intégration. 

Chacun de ces points décrit donc une surface. 

Ces deux surfaces ont évidemment une courbe d’intersection 

commune, correspondant aux valeurs de u, e pour lesquelles 

on aurait Q 2 — 4 11 P — 0. Pour tous les points de cette courbe, 

les deux points b\, l 2 sont confondus. On peut donc con¬ 

sidérer que les deux surfaces constituent deux nappes d’une même 
surface appelée « surface focale de la congruence ». 

Il est facile de voir que chaque droite 1) est tangente 

en F t et F 2 à chacune des nappes S, ou S«. 

^2 



L’arête de rebroussement A 1? par exemple, lieu du point F 1? est 
en effet sur Sj ; la droite I) tangente à A 1? est donc a fortiori tangente 
à S 1} en F-,. II en est de même de S 2 . 

Nous allons enfin étudier la disposition des plans tangents aux 
deux développables passant par 1). 

Déplaçons 1) de manière qu’elle reste tangente à A a . 

*i>° 

J>e point F 2 décrira sur S 2 une courbe F 2 évidemment 
distincte de À 2 et qui sera sur la développable d’arête A x . Le plan 


tangent à la première développable, qui est le même tout 

’i.P 

le long de D, sera donc, en particulier, le plan tangent en F 2 . 

Le plan est déterminé par D et par la tangente à \\ : c’est donc le 
plan tangent h S 2 en F*. 
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De même, le plan tangent h la deuxième développable sera le 
plan tangent en F x , à la nappe 

(.es deux plans tangents aux deux développables le long de 1), 
qui sont les plans tangents aux deux nappes S 2 et Sj sont les « plans 
focaux » de la congruence. 

Nous savons que le plan tangent le long de 1) a pour équation 


X — a Z — p zda -+- dp 

Y — LL — q zdb h- dq 

p ,*2 

La surface étant développable, le second membre se 


réduit à 


dp 

dq ' 


La trace du plan tangent sur le plan des xy a donc 


pour direction 


X_ dp 

Y dq ' 


Le second membre 


ne dépend que de 


de 
du * 


On 


peut donc obtenir les deux directions des plans tangents (et par 
suite ces plans) sons intégrer, au préalable, V équation différentielle (2). 
Considérons maintenant une surface quelconque 1 de la con- 

a 2 

gruencc passant par 1). Puisque cette droite 1) reste eons- 

r 

tamment tangente à la nappe S lt le plan tangent en F 1 

h 1 ne sera autre que le plan tangent à Si. Donc : 

(U 

Tontes les surfaces de la congruence admettent même plan 
langent en Fj, et de même en F 2 : ce sont les deux plans tangents 

à Sj et S 2 . 

$ 

Mais inversement, s’il existe un point / de D pour lequel 

’D 7 2 

toutes les surfaces 1 passant par 1) soient tangentes, ce 

plan tangent commun devra être, en particulier, le plan tangent à 
l’iine ou l’autre des développables, par exemple, le plan tangent 
*2 

h S a en F 2 . Mais nous savons que les plans tangents en deux 

points distincts d’une même génératrice d’une surface non déve- 

(U 

loppable, sont nécessairement distincts. Le point / se con¬ 

fond donc avec F 2 , ou de même, avec F t . 


Cas particulier. — Les normales en tous lés points d’une surface 
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u y Vy dépendent de ces deux paramètres : elles forment 

donc une congruence de droites. 

Nous avons déjà donné la définition des lignes de courbure d’une 
surface : Ce sont les (courbes tracées sur une surface, telles que les 
normales en tous les points d’une de ces courbes constituent une 
surface développable. Nous démontrerons que, par tout point de la 
surface, passent deux lignes de courbure, et que les deux familles de 
lignes de courbure se coupent partout sur la surface, à angle droit 

(«>, r 

Par chaque normale à la surface passent donc bien deux 

p 

développables, et dans le cas actuel, ces deux développables se 

tu 

coupent à angle droit : les deux plans focaux de la con¬ 

gruence sont donc constamment perpendiculaires. 


Congruence des normales à une surface. — On peut se demander 

* 

si inversement, étant donnée une congruence, elle n’est 
pas formée de normales à une certaine surface. 

P 

D’après ce que nous venons de voir, il est nécessaire 
que les deux plans focaux correspondant à chaque génératrice 

soient toujours perpendiculaires. Nous allons montrer que 

cette condition est suffisante . 

Pour simplifier, nous supposerons p = u } q = a 


x = az 4- w, y = bz 4- v 


a et b étant fonctions de u, v. 


Si ces droites sont normales à une surface, il existera 
'DRi 


sur chaque droite 1), un point dont le déplacement dr. 

dy , dz sera constamment normal à la direction a , 6, 1 de la droite 
quelles que soient les variations du do. 


On aura donc 


(5) adx -f- bdy -4- dz —- 0. 

En substituant les expressions de dxy dy , on obtient 
i v 5') (a 2 f- 6 2 1 )dz -h z(ada -4- bdb) -+- adu -4- bdo = 0. 
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Cette relation devant avoir lieu quels que soient du , rfv 
se décompose en deux 

( (a 2 + b‘ H- 1) à - 4- z(a ? a f- b-) -t- a = 0 
(VI) ) du \ du du) 

I ( a 2 t- fc 2 -t- 1) — -I- z (a — +- b A -\ + b — 0. 

\ v ' bV \ bV àv ) 

*l.p 

Elles devraient être satisfaites par une même fonction 

z{u, v). 

En divisant par y/a* -h b' 1 -+ 1 , la première s’écrit : 

ba , bb 
a — H- o — 

/—-v---, bz _àu _ du _ a _ __ n 

y a* ~\~ b~ —1 — -h Z , a |- -r ;--r-y- -- - ; " 

v du, \/a 2 -h b -f-1 y/ a H- é -h 1 


r • zv/a 2 -^ 2 + l+ = 0 . 

yV -t- 6 2 - 1 - 1 

De même, la seconde s’écrit 

(VI') ~ . zs/â* + ¥‘ + 1 + -=L=^ = 0 . 

^ y/a 2 -f b* 1 

P, P 

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut 


b a _ d b 

^ y a* -f- 6 2 -t- î y/a 2 -r é 2 -t- 1 

Si on développe cette relation, elle se réduit à 

(6‘ -h 1)®? — afc* 6 = (a 2 -4- 1)55 —ai? 0 . 

V 7 dP dP V 'du bll 


Il s’agit d’interpréter cette condition, en consi¬ 

dérant les plans tangents aux deux développables. 

Or, nous avons vu que les deux plans focaux passant 
par la direction a, b ont pour trace sur le plan des xy les directions 

m ^ dp ■ c * es t*à-dire, dans le cas actuel, m = ~ et d’autre part, ^ 

est racine de l’équation 

dadq — dbdp = 0 
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qui se réduit ici à 

( ba du -f — de) de — (-- du 4- -- du\du 0 

du dU ' du dU / 

ou 

/0 v da . du v 2 / da db \ du db ~ 

V ' du du 1 ' du du du du 


Les coefficients angulaires m' m" des deux traces sont donc 
racines de l’équation 


( 8 ') 


„ da i da db . db . x 

m 2 -- h m [ — -— 0 . 

de ' du du ' du 


Il faut maintenant considérer les directions mêmes des 
plans tangents. 

Ils sont parallèles aux plans 


m'X — Y F (b — m'a) Z = 0 
m"X — Y 4- (b — m'a) Z = 0 


puisqu’ils contiennent la génératrice de direction a , b, 1. 

* 1 , ? 

Pour que ces plans soient perpendiculaires il faut que 
m'm"( 1 H- a 1 ) — abhri H- ni") 4- 1 4- à* = 0 
c’est-à-dire en se basant sur ( 8 '), 


- (1 4 - 


. v db 

a') — ■ 

du 


•«&(---) 
du du J 


4- (1 -F b 2 ) 


da 

du 


0 . 


C’est précisément la condition (7') de compatibilité que 
nous avons obtenue. On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que les 
droites d'une congruence soient formées de normales à une surface 
est que les plans tangents aux deux nappes de la surface focale , 
soient , pour chaque droite D , perpendiculaires. 


V. — COMPLEXES DE DROITES 


a, v, ; 

Après les surfaces réglées et les congruences. nous 

sommes amenés à étudier les ensembles de droites dépendant de 
trois paramètres. 
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Si 

X = flZ-+ P , Y == b/j -l- q 

sont les équations d’une droite et si a, b, p, q dépendent de trois 
paramètres, G u, o on dit que l’ensemble de ces droites forme un 
« complexe ». 

On peut encore dire que a , b , p, q sont liés par une relation 

FK ^ p, v) = () . 

Par un point de l’espace, passent une infinité de droites 

du complexe formant un cône, puisque les variables t , a, p 

sont alors lices par les deux relations 

x 0 •= az 0 -4- P, //o = bz a -f- < 7 . 

Si le complexe est défini par la relation F (a, p, q) — 0 

l’équation de ce cône est 

F ( ® — Xù l J — P» p 0 z — z 0 y \ q 

11 est naturel d’introduire également le rapport 


•b Vo — yx 0 

3 - Z 0 


= «<7 — bp. 


Si F est un polynôme de degré n en a, b , p, < 7 , aqr — bp, on dit que 
le complexe est algébrique. Le cône est de degré n. 

D’une façon correspondante, les droites d’un complexe 


O 

qui sont dans un plan sont tangentes à une courbe. Par un 

point de ce plan, passent n de ces droites, intersections du plan 
par le cône relatif au point. La classe de la courbe est donc égale 


à n. 


Complexes linéaires. — Ln particulier, si 

F(«, b , p, q, aq — bp) =- 0, 

est linéaire en a, 6, p, q , (aq — bp), de la forme 

Au +- 136 -f- G p f- D 7 4- \i(aq — bp) f- F -= 0 , 

O 

les droites du complexe qui pussent par un point F 0 sont 
dans un plan P 0 , et toutes les droites qui sont dans un plan P 0 passent 
par un point fixe F 0 de ce plan. 

Cuirus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


42 
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Un complexe « linéaire » établit donc une correspondance 
réciproque entre un plan P et un certain point F de ce plan. 

Le point F s’appelle le « foyer » du plan et le plan est le « plan 
focal » de F. 

a ’ < 

Si les plans P passent par une droite fixe D, voyons 

comment varie le foyer de ce plan. 

Prenons deux plans particuliers P x , P 2 pour lesquels nous 
obtenons les foyers F x , F 2 . Nous allons montrer que le foyer d'un 
plan quelconque passant par D est sur la droite A joignant F x F 2 . 

°i 

En effet, un plan quelconque P passant par A rencontre I) 
c 

en un point /. Les droites /F x , /Frétant deux droites du com¬ 

plexe situées dans ce plan P, le point / est le foyer de ce plan P. 

r 

On voit ainsi que toute droite rencontrant 1) et A est une 

OJ 

droite du complexe. Donc enfin, le foyer d’un plan quel¬ 

conque Q passant par 1 ) est le point f x de rencontre de ce plan avec A. 

J 

Autre démonstration par l’analvse : Il faut démontrer que 

? 

si l’on prend un plan quelconque Q passant par, D, son 

foyer est en f 1 au point de rencontre de A avec Q. 

cr 

Dire que f x est le foyer de Q, c’est dire que toutes 

les droites de Q passant par f 1 sont droites du complexe ; autrement 

3 

dit, toutes les droites issues de f l et rencontrant D, ou 

encore toutes les droites rencontrant 1) et A doivent être droites 
du complexe. 

Dans un plan P passant par A et rencontrant 1) en /, il 

? 

faut donc démontrer que toutes les droites du complexe 

dans ce plan, passent par / ou enfin que / est le foyer de ce plan P. 

TC 

Cela est évident, puisque / est le point de rencontre de deux 

droites particulières du complexe situées dans ce plan, les droites 
/Fi et /F*. 

lU y Q 

On voit donc que le foyer de tout plan passant par D est 
sur A et inversement. Les deux droites D et A sont appelées 
<« droites conjuguées ». 
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En particulier si I) s’éloigne indéfiniment, tous les plans P sont 
parallèles. Les foyers de plans parallèles sont donc en ligne droite. 

Equation réduite du complexe. — Supposons que nous prenions 
le plan des x , y parallèle aux plans, et pour axe des z la droite des 
foyers. 

Soit 

A a -f-~ B6 -e C p ~+- -t- E(ciç — bp) F —- 0. 

l’équation du complexe. 

^1 

Si o, o, z 0 est un point de 02 , les droites qui passent par ce 
point sont dans le plan 

Ax H- B y — Cz n x — D z 0 y -f- F(z — z«) — 0. 

P 

Pour que ce plan soit parallèle au plan des xy , quel que 
soit z oy il faut que l’on ait 

A = B = C^D = 0 . 

U» 

L’équation du complexe se réduit donc à 
E(aq —• bp) f- F = 0. 

Le plan focal du point quelconque ;r 0 , y 0 , z 0 est alors 
E (y t) x — x ( >y) -h F(z — zo) = 0. 

Autre forme du complexe. — Nous avons vu qu’un complexe est 
défini par une relation entre les quantités 

X — x 0 y — y » y 0 z — z () y z 0 x — x 0 z x Q y — y 0 x . 

Z Zq Z Zq Z - Zq Z - Z() Z Zq 

On peut dire encore qu’il est défini par une relation homogène 
entre les six quantités 

X = x — £ ft , Y = y — 4/f,, Z = z — z 0 
L = y 0 z — z 0 y — yZ — zY, M = ZqX — x 0 z — zX — xZ, N = a;Y — yX 

n 

entre lesquelles, on a la relation identique 

LX -f- MY -f- NZ = 0. 

La relation sera de la forme 

F(X, Y, Z, L, M, N) = 0 

X, Y, Z sont les coefficients de direction de la droite. 
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cm 

R 

En résumé, un complexe est défini par une relation homogène 

F(X, Y, Z, L, M, N) = 0 

les six quantités étant elles-mêmes liées par la condition 

LX + MY + NZ = 0. 

Les droites passant par le point rr 0 , ?/ ft , z 0 engendrent le cône 
F(X, Y, Z, i Jo Z — z«Y, z 0 X — x 0 Zj, x n Y — y 0 X) = 0 
I T n complexe linéaire sera défini par la relation 

AL -h BM 4 - CN + DX-f EY -h FZ =*=■ 0. 


En prenant pour, oz la droite des foyers des plans parallèles au 
o 

plan des xy, le complexe peut être réduit à la forme 


Ou encore 


CN -t FZ == 0 


N -h 7cZ = 0. 


Courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. 

— En particulier, déterminons les courbes dont les tangentes 
appartiennent à un complexe linéaire. 

1/équation d’une tangente est de la forme 

X — x ^ Y — y = Z - z 
dx dy dz 

.r, ?/, z, dépendant d’un paramètre t. 

VL 

On peut donc prendre 

X = dx , Y dy , Z = dz. 

L = ydz — zdy, M = zdx — xdz, N = xdy — ydx. 

Nous avons établi, dans l’étude des systèmes incomplets d’équa¬ 
tions différentielles sans aucun signe de quadrature, les formes les 
plus générales des fonctions x, ?/, z telles que l’on ait identiquement 


AL -h BM 4- CN t- DX f- EY -4- FZ — 0. 
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Mais pour simplifier, prenons le; complexe sous sa forme 
réduite. On doit avoir entre les fonctions .r, //, z de t la relation 

(1) xdy — ydx — kdz ~~ 0. 

On peut l’écrire 

(T) kz (xy) 1 — 2 yx . 

Posons 


( 2 ) ^yx == u 

o 

u désignant une fonction arbitraire de t. 
intégrant 

(3) kz — xy — u. 

MJ 

Ainsi on peut poser 


(IV) 



kz = 


2x' 


On obtiendra, en 


x et u désignent deux fonctions arbitraires de t. Ce sont les ex¬ 
pressions les plus générales des fonctions x, y, z satisfaisant à 
l’équation (1). 

3 2 * S 

On peut, sans restriction, supposer que x est la variable t; 
u désignera alors une fonction arbitraire de v. Donc les équations 
les plus générales et les plus simples des rourbes dont les tangentes 
appartiennent à un complexe linéaire sont 

y — u kz — xu — 2 u 
u désignant une jonction quelconque de x. 


Plan oscillateur. — Sous cette forme, on démontre aisément que 
Théorème de M. Appelé. - Toutes les courbes passant par un 
point de l'espace , y admettent même plan oscillateur. C'est, préci¬ 
sément le plan focal relatif au point donné. 

Ce résultat est du à M. Appelé. 

Nous allons établir d’autres propriétés : 


Autres propriétés. — Si l’on calcule le rayon de torsion en un 
point x , //, z de l’une des courbes, on trouve simplement 

1 k 

t x l -t- y 2 -x k 2 * 

Ce résultat est indépendant de u(x) : 
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Toutes les courbes qui passent en un point de Vespace y admettent 
donc aussi meme rayon de torsion. 

Enfin, on démontrera aisément la propriété suivante : 

Soit R le rayon de courbure d’une courbe, soient p l9 p 29 Ps les 
rayons de courbure aux points correspondants des projections de la 
courbe sur les plans de coordonnées ; soient, d’autre part a, [% 9 y 
les cosinus directeurs de la perpendiculaire au plan oscillateur (le 
même pour toutes les courbes). Enfin désignons par r, r x , r 2 , r 3 
les quantités proportionnelles 

r __ r { __ r 2 _ r, 

R* (?i*V (p«W : (?*rV 

on aura entre r, r x , r a , r 3 /«.s relations simples homogènes 

2r = -h r 2 r 3 , :h ayr - r, ± — r 2 dt y\/r • — r 3 = 0. 

a 

En remplaçant r, r x , r 2 , r 3 par les quantités proportion¬ 
nelles ci-dessus, on aura donc deux relations entre les rayons 
de courbure R, p l9 p 2 , o 3 indépendantes de la courbe du complexe 
considéré . En particulier, on a 

2R* =(?,«)* (p,p)» + ( PaT ) ’. 




CHAPITRE XI 


THÉORIE DES SURFACES 


I. — COURBES TRACÉES SUR LA SURFACE. 
FORMES QUADRATIQUES. 

ÉTUDE DES COURBES AUTOUR D’UN POINT. 


Sommaire. 

Courbes tracées sur une surface : Formes quadratiques fond a menées. 

Etude de la surface aux environs d'un point : Théorème de MeusnT* — Direc¬ 
tions principales : leur détermination. — Courbure géodésiqu j 
Directions conjuguées : Lignes asymptotiques. — Applications./ 

Lignes de Courbure : Divers cas. — Applications. J 

Détermination d'une surface au moyen des coefficcnts E, F, G, / D', D". 
Surfaces applicables : Surfaces applicables sur un plan. — S^ces dont les 
arêtes de rebroussement admettent même expression de 1% 

Reconnaître si un ds 2 correspond à une surface développf 
Surfaces applicables sur une surface de révolution. — TliF^e de Bour. 
Représentation d’une surface avec simple conservation d^ n gles : Cas de 
la sphère. 


Comme nous l’avons dit, une surface peut etterminée, soit 
par une relation 

/(•*% IL z ) ^ 0 


entre les coordonnées d’un quelconque de ses | ts > soit en don¬ 
nant les expressions de ces coordonnées en fon' n de deux para¬ 
mètres 

x = f(u, v), y — <p(u, (’), z == ■ *')• 

Nous supposerons les axes rectangulaires. / 
l^ans le premier cas, nous supposons qui u moins pour la 
portion de surface que nous étudions, /(.t, ?/, z^ontinue et admet 
des dérivées partielles d’un ordre quelconq/ ;on tinues. 
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Nous avons vu que si a, //, z sont les coordonnées d’un point 

simple de la surface les trois dérivées ^ 5 d j ne sont pas 

1 Aa; a// Az r 

simultanément milles en ce point. 

Dans le deuxième cas, nous supposons que /, cp, sont continues 

a 2 . 

ainsi que leurs dérivées. Si le point est simple, les trois déter¬ 

minants 

" B — D M ’ ‘ 


A = D M ' V 


y , * 


C = D"’ ° 
.r, y 


ne sort pas simultanément nuis. 

a 

Si le troisième, par exemple, n’est pas nul, des deux pre¬ 

mières 'dations, on pourrait déduire u et e en fonction de x et y 
et en nbstituant dans la troisième coordonnée, on obtiendrait 
l’équatici de la surface sous la forme z — F(.r, y). 


Plan tngent. — Dans le premier cas, nous savons que le plan 
tangent îoour équation 

Dans bsecond cas, cherchons le plan oscillateur en un poinl. 

. ,, 

e» a lion d’un plan 

AX -h B Y mCZ -4- D —0, 

renferme V* paramètres. Nous pourrons donc en disposer de 
manière à Ceair en un point donné, un contact du premier ordre 

P 

avec la suri On devra écrire 


A .r t- B y t- Cz 4 1) — 0 


A.r 

)- B "■> 

Az 

-+- (. - 

AU 

Au 

AU 

a *r 

+ B 

+ c 

AC 

Ae 

Ae 


On ob t l’équation du plan tangent en éliminant 
À, B, C, D, ce donne 


X — x 

Y - U 

7 - 

A a 

->;/ 

AZ 

AU 

AU 

AU 

<\T 


AZ 

Ae 

AC 

Ae 
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On a d’ailleurs 


B =r, D 


J,es équations de la normale sont 

X - .c _ Y — y _ Z — z 

A ' B C * 

Courbes tracées sur la surface. — Si on laisse u constant, et si 
l’on fait varier seulement e, le point M décrira une courbe de la 
surface que nous désignons par courbe u ~ const., de même si on 
laisse v constant, on obtient la famille de courbes v = const. 

Plus généralement, donnons-nous une relation quelconque entre 
u, e, soit ).(w, e) — 0, ou encore donnons-nous les expressions de 
u, e en fonction d’une autre variable, t, soient u = X(t), c = a (t) ; 
x, y , z deviendront de simples fonctions de t. Le point décrira une 
courbe de la surface. Les paramètres directeurs de la tangente en 

dx dy dz 0l ' . T . . » 

un point sont ^ . Mais ,r, t/, z sont des fonctions 

de t par l'intermédiaire de e. On a donc 
(iii) ’ d f t = à - 1 ' >.'(() t- - ■ ii{t) 

. • i d// dz 

et (les expressions analogues pour ^ ^ • 

Théorème. Lc.v tangentes à toutes les eourbes que l'on peut 
traeer sur la surfaee à partir d'un point M, sont dans un même 
plaît, le plan tangent à la surfaee au point M. 

°i> £ 

Nous venons de voir que les paramètres directeurs de 
la tangente en un point d’une courbe sont donnés par les for¬ 
mules (111). Les paramètres ne dépendent de la courbe que 

par les deux facteurs )/($), u/(f)» qui entrent, dans leur expression 
sous forme linéaire et homogène. 

oi ? 

Pour que la tangente reste dans un plan fixe, il 

faut pouvoir déterminer des quantités A, B, L telles que l’on ait 
identiquement, quelle que soit la courbe 

•' 3 ?->■■£=»• 
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Q 

On doit donc avoir séparément 


bx 

bu 


b ôy , e, 02 

bu bu 


0, 


A 


bX 

S r c 


, d M + c ^ 

de de 


et ces conditions sont suffisantes. 

Ces équations donnent précisément pour A, B. C les ex- 

OJ 

pressions (II). Les tangentes à toutes les courbes restent donc 

bien dans un plan fixe, et ce plan est le plan tangent au point dont 
l’équation est (!'). 


Longueur d’un arc de courbe : Formes quadratiques fondamen¬ 
tales. — Etant donnée une courbe 

/(*), .'/ = ?(‘), z — W)l 

on a défini longueur d’un arc de cette courbe la limite 

(dont on a démontré l’existence) de la longueur d’une ligne poly¬ 
gonale inscrite dans Lare quand tous les côtés tendent simultané¬ 
ment vers zéro de façon quelconque. 

En supposant qu’une extrémité t 0 reste fixe et que l’autre t soit 
72 

variable, on a démontré que l’arc est une fonction de t dont 

la différentielle est donnée par 

ds 2 = dx 2 -t- dy l -e dz~. 

Supposons maintenant que l’on donne une surface 

x = /(u, c), y = <p(w, c), z = +(w, c). 

On déterminera une courbe sur cette surface en donnant 
une relation entre u et c ou en supposant que u et v soient fonc¬ 
tions d’un seul autre paramètre t. 

l re forme quadratique fondamentale. — Le carré de la différen¬ 
tielle de l’arc sera 

ds 2 = dx 2 + dy 2 -t dz 2 . 

Mais l’on a ici 

i b X | bX » 

dx — du dv 

bu bv 
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et des expressions analogues pour dy> dz Si Ton substitue 

O 

ces expressions dans ds 2 > on voit que l’on aura un résultat 

de la forme 


ds 2 -= E du 1 f- 2F dudv -t~ G de 2 , 
les coefficients E, F, G ayant les valeurs suivantes : 



Cette forme quadratique en du et dv représentant ds 2 est une 
des formes quadratiques fondamentales liées à la surface. 

Nous aurons bientôt à en introduire une seconde. 

Si nous dérivons par rapport à u , e les expressions de E, F, G, 

O 

nous obtenons 


IdE_ 

y dx 

d 2 X 


1 dE 

_dx 

d'X 

2 du 

dll 

dU 2 ’ 


2 de 

Jmd dU 

dUdV 

dF__ 

y dX 

d 2 X 

y dX d 2 X 

dF 

y dx 

d 2 x 

--7 -f- 

dU 

jmmi dll 

dUdV 

Jmmà dV dll 2 ’ 

de 

j—à du 

dV Â 

IdG 

Y àX 

A 2 £L 


IdG 

y dX 

d 2 X 

2 du ~ 

JmddV 

dudV ’ 


2 de 

~ jmmàdV 

de 2 * 


y< àX d' l X 
Jàmd dV dudv 


On constate que, dans ces diverses expressions, ne figurent, 
au second membre, que six sommes différentes. 
d 

Si donc l’on donne E, F, G, ces formules permettent de 
calculer ces six sommes. 

On trouve ainsi 



d 2 X _1 dE 

du 2 2 du ' 

d 2 x __ <>F_1 dE 

au 2 du 2 de ’ 


yi dx d ? X _ 1 dE 
àU dUdV 2 de ’ 


^ dX 

ZddV ’ 


d 2 x 

dUdV 


idG 

2 du ’ 


y* dx d*X _ dF_1 dG 

2 * du 

y dX d 2 X 1 dG 

2LdV de 2 ^2 dV 


Ces formules seront utiles plus tard. 
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Cosinus directeurs de la normale. — Si nous désignons par 
■c, c/, c" les cosinus directeurs de la normale, nous avons vu qu’ils 
sont proportionnels à I ) ‘ , I ) "’ ^. On a donc 


d' m ’ n fM 

Z, x x,y 


En élevant 

au 

carré et en 

ajoutant 

, le 

dénominateur s’écrit 



v / *y . 

dz d/y 

dz 




' du 

de de 

dU 

1 

4 7 2 

Si nous 

appliquons 

l’identité 

de J 

jagrange, nous obtenons 

y( 

dx 2 

V ^ . d4 , " 

x > — • 

_ï V * 5 

dX 

|'= EG — F 2 . 


du ’ 

w ' de / 

1 iaJ du 

de 


Nous poserons 







Il - 

t v/eg- 

■F 2 . 



La quantité sous le radical est essentiellement positive, puisque 
c’est le discriminant de la forme ds 2 . Nous avons donc, au signe 
près 

t n W, C - 1 h H,<' ■„ 1- 

c — ÎT I) , c - ,- r I) , c — ,, IJ 


H x,y 


Angle de deux courbes tracées sur la surface. 


Les cosi- 


,. r i i , , dx du dz 

nus directeurs fi, y de la tangente a une courbe sont ^• 


Lorsque le point décrit une courbe de la surface, 
supposer u, c fonctions d’un paramètre /. On a donc 


il faut 


. d.U , ùx . 
dx — du 4- dv. 


dX . àx . 

du 4- de 
du de 

V 7 E du- h 2 F dudv 4 C \dv- 


On a des formules analogues pour y. 


Les cosintis 


ne dépendent que du rapport 


Considérons une deuxième courbe tracée sur la surface, 
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et désignons par âu 3 oV les différentielles de u , u lorsque le point 

O 

se déplace sur cette deuxième courbe. On aura de môme, 


dx ^ dX s 

ou {- oc 

dU dU 


L’angle V de ces deux directions aura pour cosinus 


eus V — 


\ ' ( du . dX J J dx ^ OX ^ \ 

— du f - — ae — o u H- ov) 

Jmmà ' dx dV / du de / 

dsos 


Or, si l’on développe le numérateur, en tenant compte des ex¬ 
pressions de K, F, G, on obtient 

, r E duïu H- F(duoc + deou) -4- Gdvov 

cos V ~ - - - ---• 

dsos 

Let angle ne dépend que des rapports De plus 

?» Lj 

cette expression ne varie pas quand E, F, G varient 
proportionnellement. 

Nous verrons l’importance de cette remarque. 


Angle des deux courbes coordonnées. - En particulier, déter¬ 
minons l’angle des courbes coordonnées u — const., v = const. 

Pour la première, on peut poser du — 0, de — du. Pour la 
deuxième, r}u — Ju, oV — 0. 

En substituant dans l’expression de cos V, on a simplement. 


d 


cos Y — 


F 

\/EG 


Pour que Les courbes coordonnées sc coupent partout 
angle droit , en tout point de la surface , il faut et il suffit que 


à 


F — 0 


c est- a -dire que le ds 2 de /a surface se mette sous la forme 
ds 2 — Edu- -+- G du 1 . 


Deuxième forme quadratique fondamentale. — Nous introdui¬ 
sons, dès maintenant, une deuxième forme quadratique fondamentale 
liée h la surface en considérant l’expression 

(3) , t, = dedx -f~ dc'dij +- dc"dz. 
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*1 . 

Si nous remplaçons dx , dy, dz , de, de', de " en fonction de 

du, dp 

dx ~ du -t- dv, de — — du -f- — dp, etc... 
du dp du dp 

on voit que cette expression est homogène et du second degré 
en du, dv. Nous récrivons sous la forme 

(3 ) Ai = — j^du 2 -jj-dudp — dp 2 


en posant comme précédemment H = + v/^G — F 2 

1 

Nous verrons l’utilité de ce facteur — jj* 

Nous verrons aussi la signification de l’équation 


Ao = dedx dc'dy •+* dc"dz = 0. 

Nous aurons les expressions des coefficients 1), D', D" en 
égalant dans (3') les coefficients de du 2 , dudp, dp 2 dans les deux 
membres 


{III) 


D __ de dx 

H 2jùu du 

2 ir _ ^ de dx ^ ^ de d# 

H du dP ^ dp du 

Y)" _ ^ de dx 

H *md dp dp 


Ces expressions ont l’inconvénient d’exiger le calcul préa¬ 

lable de c, c', c" et de leurs dérivées 


— rrD 


H y, z 


etc... 


On peut se proposer de chercher les expressions de l),l)',D" 

au moyen des seules fonctions x , y, z , qui définissent la surface, 
a 

11 ne faut évidemment pas calculer séparément les dérivées 
de c, c', c T \ mais calculer, si possible, les fonctions symétriques 
V* de dx 
s*md du du’ C C * 

\ *2 

Il est naturel de chercher à les introduire en partant des 

conditions 
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qui expriment que la direction c, c', c " est, en particulier, perpen¬ 
diculaire aux tangentes aux courbes 

e == const., u — const. 


En les dérivant par rapport à u et e. on obtient 


(IV) 


y de 

dX 

V' d\T 

-t- > C - ï\ 

Mmà dU 

du 

+mi du 2 

y de 

dx 

V 1 

-4- > c - 

Jmmd dC 

dU 

JmJ dude 

y de 

dX 

a 2 # 

~b > c 

Jmmà dU 

de 

Jmmd dUde 

y de 

dX 

X7 

+md de 

de 

jLà de J 


p 

Par comparaison des deux équations médianes, on déduit 

d’abord 


dC dX dC dX 

2mddU de de dU 

P 

puis, on voit apparaître précisément les sommes qui figurent 

aux formules (III). On a 


1_) _ v <Vz \y _ v o 2 * l>" _ v d 2 ;t; 

H c au 2 ’ H ~ ' c àudv H c aa 2 ' 

P 

On constate que l’on a fait disparaître les dérivées de 
c, c', c ". En tenant compte des expressions des cosinus, il vient 


£_y/ dy dz _ dy dz\ d*x 

é^a\du de de du! bu 2 

P 1 

Le facteur pj a disparu grâce à notre notation. 

^i» 0 

On voit que D est le développement du déterminant 


d 2 X 


d~Z 

dU 2 

d U* 

dU 2 

dX 

*>y 

dz 

dU 

du 

dU 

dX 


dZ 

de 

de 

de 
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1 >o meme; on aura 


0\r 

^y 

d 2 Z 


dUr 

**y 

d 2 Z 

dlldV 

blldd 

dtldV 


oc 2 

oc 2 

dV* 

dx 

ày 

dZ 

D" = 

dX 


dZ 

dU 

dll 

dU 

dU 

dU 

dU 

dX 

*y 

dZ 


dx 

«>// 

dZ 

| 0e 

i>C 

OC 


dV 

dÇ 

de 


lies expressions ne dépendent ainsi que de x, //, z et de leurs 

P 

dérivées ]>art.ielles. Dans ces trois déterminants, les deux 

dernières lignes sont les memes. Les premières lignes, dont les élé¬ 
ments sont les dérivées partielles du second ordre, seules, diffèrent. 
Nous verrons la signification de l’équation 

dedx f- dcdy 4- dc"dz = 0, ou Ddu- f- 2D ’dudv t~ D'V/e 2 = 0. 

II. — ÉTUI)K DE LA SURFACE AUX ENVIRONS 
D’UN DE SES POINTS 


Nous supposerons que l’équation de la surface est donnée sous 
la forme 


z -= /(*. //)• 


Si. aux environs d’un point :r 0) y 0 , z B , la fonction admet des déri- 

a 

vées partielles d’un ordre quelconque, on pourra la déve¬ 

lopper en série par la formule de Taylor. On obtiendra 


-z 0 —(x — x 0 )( [ 


-(y-yo)( 


<V) 

dy 1 


"2!l 


(:l*- 




K-) . 


y°^dy 


Les coefficients de direction du plan tangent sont ’ (^) — ^ • 

a 

Pour étudier la surface aux environs du point M, nous 

prendrons pour origine des coordonnées ce point M, et pour axe 

des z la normale en ce point. Nous devons donc, dans le 

développement ci-dessus, supposer 
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Le développement sc réduit donc à 




h(‘ 


à a 

-f- v — 
^ J ày 


v 

) /fco, î/o) 


c’est-à-dire, en désignant par r 0 , s 0 , / 0 les dérivées, partielles dn 
second ordre de f(x,y) au point ;r 0 , y 0 (origine), 


z 


1 

2 


(r 0 x i 4- 2s 0 xy 4- 4- 


5 !< 


<) 

a# 



Si nous coupons la surface par le plan tangent z = 0, nous 
obtenons 

r„or 4- 2s 0 ,T/y 4- t 0 y~ 4- • • • — 0. 

P 

On voit donc que la courbe d'intersection présente un point 
double à l'origine, c’est-à-dire au point de contact, du plan tangent, 
*2 

les tangentes en ce point ayant pour équation 
r«x‘ l -h 2s 0 xy 4- t 0 y 2 — 0. 

Ce sont deux droites réelles ou imaginaires, mais dont les bissec¬ 
trices sont toujours réelles. Ces bissectrices définissent les « direc¬ 
tions principales » de la surface au point M. 

Nous verrons leur importance. 

*2 

Si on les avait prises pour axes de coordonnées, en faisant 
tourner d’un angle convenable les axes ox, oy autour de ()«, le 
terme en xy n’existerait pas. Kn supposant, que cette transforma¬ 
tion ait été faite, on aura donc 

22 = ' v,! + + a(' r to + ‘ !h) + ' ' ' 

Coupons maintenant la surface par le plan c = h , parallèle au 
plan tangent. La courbe d’intersection se projette sur le plan des xy 
suivant la courbe d’équation 

2 h — r 0 x* f- t 0 y* 4- • • • 

Aux environs du point de contact, si l’on suppose que l’on puisse 

p 

négliger les termes de degré supérieur au second en x et y, 
on voit que la courbe d'intersection se confond sensiblement avec la 
conique 

2 h — r 0 x - 4- t 0 y-. 

Ca nn ds. — Cours dt* calcul dilTérentiel et intégral. II. 


43 
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Les axes de cette conique sont parallèles aux bissectrices 
des deux droites avec lesquelles se confond sensiblement la section 
de la surface par son plan tangent, direction sque, pour cette raison, 

P 

nous avons appelées « principales ». Cette conique est sem¬ 

blable à la conique 

r 0 x* -4- t 0 y 2 = dz 1. 

Supposons celle-ci tracée dans le plan tangent. Elle porte le 
nom « d’indicatrice » de la surface au point M. 

? 

On est amené à considérer la nature de cette conique 
1° r 0 t 0 > 0. — Supposons, par exemple, r 0 , t 0 tous deux positifs. 
.P 

L’indicatrice est une ellipse. La section n’est, réelle que 

si h > 0. 
d 

La surface est donc tout entière du meme coté du plan 

tangent. 

On dit qu’elle est « convexe » aux environs de M 0 . Les droites 
d’intersection de la surface par son plan tangent (aux environs 
du point) sont imaginaires et n’ont qu’un seul point réel, le point 
de contact. La section de la surface par son plan tangent se réduit 
à ce point. 

Si r 0 = / 0 , l’indicatrice est un cercle. On dit que le point est un 
« ombilic » de la surface. 

°i 

2° r 0 t 0 <C 0. — L’indicatrice est une hyperbole. J,a 

section de la surface est toujours réelle. La surface traverse donc 
son plan tangent. Les droites d’intersection de la surface par 
son plan tangent sont réelles et donnent les directions asympto¬ 
tiques de l’indicatrice. 

O 

D’un côté du plan tangent, la courbe d’intersection se pro¬ 

jette, dans un des angles formés par les asymptotes. I)e l’autre côté, 
la courbe d’intersection se projette dans l’autre angle des asymp- 

p 

totes. La section de la surface par son plan tangent est 

une courbe présentant un point double réel à l’origine. 

3° t 0 = 0. — L’indicatrice se compose de deux droites 

parallèles 
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La section est formée aux environs de l’origine de deux éléments 
de droites parallèles ; elle n’est réelle que d’un seul côté du plan 
rangent. 


Etude des courbes tracées sur une surface autour d’un point. 

— Donnons-nous encore une surface sous la forme 

z = j(x, y). 

Les cosinus directeurs de la normale en un point M propor¬ 
tionnels à — p, — q, + 1 sont 

_— P „ .TT $L_ f _ 1 _ 

v/i -4 q* ’ y/ï 4- p a Tÿ ’ y/l + p 2 + V 

Ç 

en convenant de choisir la demi-droite qui fait un angle 

aigu avec oz. Nous choisirons ultérieurement la direction de oz. 

On obtiendra une courbe sur la surface en donnant x , y en fonc¬ 
tion d’un paramètre t. Nous voulons déterminer le rayon de cour¬ 
bure de cette courbe au point M. 
a y v 

Introduisons les cosinus directeurs de la tangente. 

Ils vérifient la relation 

(1) p* H- g? — y = °- 

A moins de spécifier la courbe, c’est la seule relation qui existe 
entre a, |5, y. C'est de cette seule relation que nous pouvons déduire 
les propriétés des courbes. Nous allons voir avec quelle extrême 
facilité on obtient des résultats remarquables. 

D’après les formules de Serret, si y' désignent les cosinus 

directeurs de la normale principale, on a 

di = ^ d?, d,3 — da, dy — da. 

en désignant par d*7 l’élément d’arc. 

*1 . . 

Différentions la relation (1) ; nous aurons 

(2) pdi -t- qd$ — dy -h *dp -t- t 8 dq = 0. 

Mais 

dp = rdx -f- sdy , dç — sd.r; -h tdy 

<‘t. d’autre part 


dx = ada. 


dy = ( Sda, 


dz = yd". 
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En substituant ces expressions dans l’équation (2) et 
tenant compte des formules de Serret, on a donc 

(3) pjL±Æ—.i + ra t + 2s a{j + t p* = «. 


Tout ce calcul est, pour ainsi dire, obligatoire, 

p 

Or, si l’on désigne par Û l’angle de la direction c/d, fi', 

avec la normale, on a 


cos 0 = 


p*' -h q ( p' — y 
v l 4- p 2 4- v 2 


10 

E’équat ion 
mentale » 


(2) donne donc finalement « la 
cos 0 ra 2 H- 2.9a? -4- 

k yi / >2 ■+" v 2 


formule fonda- 


Le rayon de courbure H ne dépend donc que de a, pS, y, 
c'est-à-dire de la direction de la tangente, et de 0 c'est-à-dire de l'angle 
que fait la normale principale avec la normale à la surface ou encore, 
de l'angle du plan oscillateur à la courbe avec te plan tangent à la 
surface. 

4 » ^ 

On en déduit d’abord, que, si deux courbes tracées sur 
la surface, ont meme plan oscillateur en M, elles auront même 
rayon de courbure. 

°i 

En particulier, le rayon de courbure d’une courbe est le 

même que celui de la courbe plane, intersection de la surface par 
son plan oscillateur. 

(O 

là étude de la courbure des courbes passant par un point 
(sur une surface) est donc ramenée éi celle des sections planes de la 
surface. 

? 

Si en particulier, on considère deux sections planes pas- 

o 

sant par une même tangente, on aura, pour les deux rayons 

de courbure 11, IV, en désignant par 0 et 0' les angles des plans 
oscillateurs avec le plan tangent, la relation 


cos 0 
R 


COS 0 # 


Prenons la section passant par la normale, c’est-à-dire la 
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section normale de la surface. On aura 0 ' = 0 ou 0' = n : on aura 

„ £ 

0' = 0, si le centre de courbure de cette section normale 

est situé sur oz. Nous supposerons que la direction positive a été 
ainsi choisie. On aura alors la relation 


cos 0_ 1 

“ÏT~ “ IV 1 


H = K' cos 0. 


On en déduit le théorème de Meusnier : 

(») 

Tiikohèmk dk Mkusnieh. — Le rayon de courbure d'une 

section oblique est égal au rayon de courbure de la section normale, 
passant par la meme tangente, multiplié par le cosinus de /’ obliquité. 

Ou encore : 

? 

Le centre de courbure d'une section oblique est la projection, 
sur le plan de cette section, du centre de courbure de la section normale 
passant par la même tangente. 

P 

Comme on le voit, ce théorème ramène l’étude de sec¬ 

tions planes quelconques d’une surface, à celle des seules sections 
normales. 


Etude des sections normales autour d’un point. — Dans la for¬ 
mule (4), Il est essentiellement positif. 

L’axe des s étant une fois choisi, pour avoir une section normale, il 
faut faire 0 = 0 ou 0 = n. 

Nous allons attribuer un signe à U ; nous désignerons par R 0 
ce rayon de courbure affecté d’un signe comme nous allons l’in¬ 
diquer. 

Pour une section normale donnée, supposons que le centre do 

o 

courbure correspondant soit sur oz ; il faut faire 0 = 0, 

et on aura 

.r\ 1 _ r* 1 4- 2-f- t(3 2 

R ” y/r+pr+j* ’ 

K 0 sera positif. Nous prendrons lt 0 = R et par suite 

1 _ ra 2 -h 2$ap H- t$ 2 

Ro \/î H— p 2 -h q 2 

Supposons, au contraire, que le centre de courbure de la section 
soit sur oz’ ; il faudrait faire Q = n et on aurait 

— 1_r* 2 -h t,8 a 

R V^l + p 2 + q 2 
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«,C 

(Ro¬ 

ts) 


Si nous supposons que dans ce cas R 0 est négatif, 
-- R), on aura encore 

I _ra* -4- -4- 


Ro 


y/l “h P 2 4- q* 


Ainsi, avec la convention de signe adoptée, (R 0 négatif 
si le centre de courbure est sur oz'), on aura donc dans tous les cas 
la formule (5). 

Pour étudier les variations de R 0 , lorsque la tangente c’est-à-dire 
P»*i 

oc, p, y varient, on voit, que l’on aurait à étudier les 

variations de trinôme homogène r# 2 + 2 sy.fi + tfi 2 , a, |3 étant liés 
par la relation 


( 6 ) 


Y* = 1 — («* -4- P 2 ) = (p* 4- g?)*. 


Pour simplifier cette étude, nous allons supposer que le 

point M a été pris comme origine et que oz est la direction de la 


normale. On aura donc p — 0, q — 0 et par suite 

1 

Ro : 


ra* 4- 2np 4- 


avec la condition (G), qui se réduit à a 2 + p 2 — 1. 

*2 

Si nous désignons par « l’angle de la tangente avec ox 
(qui est encore arbitraire dans le plan tangent) 


a — COS ü), 


— sin u), 


(7) 


= r cos 2 to 4- 2 s sin o> cos w4( sin 2 w. 


Directions principales. — 


Les maximum ou minimum 


de ont lieu pour 


(t — r) sin a) cos o> 4- s cos 2o> = 0, 
2s 


tg 2w = 


l 


On a donc, pour «, deux directions rectangulaires. 

on prenait ces deux directions pour axes de coordonnées 
nouvelle équation 

tg 2 o>=-2l* 


Si 

la 
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devrait admettre pour racines w = 0 et w = ^. Donc 6^ = 0.' 

a 

La nouvelle relation entre R 0 et o) sera donc, si on suppose 
faite cette transformation, 


( 8 ) 


1 

R« 


En particulier, pour = Ô et w = !, on a 


1 

Ri 


n, 



La relation (8) prend la forme 


( 8 ') 


1^ 

Ro 


R. 


Cette forme met nettement en évidence que R 0 varie entre R 1 
et R 2 qui sont les rayons de courbure maximum et minimum. 

Si l’on prend le rayon de courbure relatif à la direction 
perpendiculaire w + 

(8") , — J siirw A cos 3 w, 

l»o tii r\2 

a 1 

et par suite, en ajoutant ; 

1 + A _ 1 . 1 . 

R„ r; — R, R, 

rf 

La somme des courbures de deux directions perpendicu¬ 
laires quelconques est donc constante. 

Les sections correspondant aux rayons de courbure maximum et 
minimum sont appelées « sections principales ». Les rayons R x , 
R 2 de ces sections sont les « rayons de courbure principaux » de la 
surface. 

Les directions principales sont les directions des axes des coor¬ 
données quand, pour ces directions, on a s 0 = 0. 

*2 

On voit donc que ces directions correspondent aux direc¬ 
tions des axes de l’indicatrice. 
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Représentation géométrique. — Un peut obtenir une représen¬ 
tation géométrique de la variation des rayons de courbure des 
sections normales. 

Dans la direction w, prenons le point à la distance 

P = v/| Ho b 

H 

Les coordonnées de ce point sont 

x = v/T H 0 | cos to, y — y/j ït 0 | sin <*>, 

et comme, (dans le cas général), 

1 » ' . 

= r eos"(o -4- 1s sin u> eos <o -h t suret, 

I v 0 

il viendra tout simplement 

r.v 2 -t- 2 sxy -h ///* = s. (lt fl — £p 3 ) 

P, (O 

Ainsi les rayons de courbures sont représentés, au signe 
près , par les carrés des rayons recteurs dé une certaine conique, de 
rentre origine. 

y 1 

Ç 

Si s 2 — rl <Z 0, la conique sera une ellipse. Il faudra prendre 
au second membre le signe de r ou de t. 

Si ,s 2 — rt > 0, la courbe représentative se compose de deux 
*>M icrboles conjuguées. Pour l’une d'elles, on aura, par exemple, 
H<) —- + & 2 , pour l'autre K () = —■ p 2 . 

Les rayons de courbure maximum et minimum correspondent 

p, <7 2 

aux axes de cette conique. On reconnaît dans cette co¬ 

nique la courbe que nous avons appelée « indicatrice » de la sur¬ 
face en M. Au signe près, le rayon de courbure est représenté par le 
carré du rayon recteur d'un point de /’ indicatrice. 

Si Rj et R 2 ont le meme signe, H 0 a le meme signe et varie entre 
R x et H 2 . Kti particulier, si Rj — R 2 , on a constamment R 0 — R^ 
'Foutes les sections ont même rayon de courbure. Dans ce cas l’in¬ 
dicatrice est un cercle : le point est un ombilic de la surface. 

o 

Si R x et R 2 sont de signes contraires, il existe deux valeurs 

t 

de o) pour lesquelles r» s’annule et par conséquent R 0 augmente 

l\o 

indéfiniment 
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Ces directions, qui sont les directions asymptotiques de l’indi- 

catriee, correspondent à des sections pour lesquelles M est 

un point d’inflexion. 

1 

Enfin, si l’une des courbures, pn, par exemple, est nulle, on a 
dans ce cas 

1 _ 008 * 0 ) 

Ko “ "RT ’ 

L’indicatrice se compose de deux droites parallèles. 

Détermination des directions principales. — Nous avons trouvé 

1 _ ra* 4- 28*$ + t r {S 

Ro sj\ -h p~ -+- q 2 

Pour déterminer les directions principales, il suffit 

de remarquer que ce sont celles pour lesquelles est maximum 
ou minimum. 

Pour ces valeurs, on a donc 
(6) rzdx -\- -+- $dx) -t- t-$d$ = 0. 

Mais d’ailleurs a (‘I sont liés par la relation 

?* -+- (p* -t- q$) % - L 

On en déduit 

(10) ad* -h $d$ -t- (p* -h q$) (pdz -h qdp) — 0. 

a iq 

lin éliminant ^ entre (0) et (10), on obtient 
,,i.\ ra -H sp _ sz -h tp 

* ot(l -h />*) -t- pq$ £(1 -h q 2 ) H pq* 

p 

On obtient cette équation, comme on le voit, en égalant 

les rapports des dérivées des deux formes 

rz 2 + 2s*$ -h ffâ 8 , z- -t- P 2 -h (p* -t- g?) 2 = a 2 -+* -H 7*. 

En chassant les dénominateurs, on obtient l’équation du second 

degré en ^ 


(11) a 2 [(i+p 2 )s-~pqr] + *p\(l+p 2 )t-(l 4-g>)rl—P*[(l + q*)s-pqt] = 0. 
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Pour chacune des racines, on aurait la valeur de g correspon- 
dante, c’est-à-dire les courbures principales. 

a, v 

Il est aisé de former l’équation du second degré admettant 
1 

pour racines les deux valeurs de g • 

La valeur commune des rapports (II) est 


r* 2 -h 2 sa P -h /.p 2 


1 


a = v/1 + p 1 -+- ~q i X l{ - 


a 2 4- P 2 4- (pa qf>) 

Posons pour abréger 

_ y/T+pT+Ÿ 
? _ ft 

^1 

Les rapports (11) égalés à p donnent, en chassant les déno¬ 
minateurs, 

fl2 \ i >[(1 + P*)P — r] -+- HP9? ~ *) = 0 

f »[ pq? — s] •+• (s|(l -+- — t] = 0. 


En éliminant - , on obtient 

OL 

(13) [(1 4- p 2 )p — ,r] [(1 4- q*) ? — t\ - (p,yp - s) 2 = 0, 

ou 

(13') (1 -4- p 2 4- <y 2 )? 2 — [(1 4- q 2 )r 4- (1 4- p 2 )t — 2 pqs]p -h rt — s 2 = 0. 


Il suffit d’y remplacer p par son expression — 

On a en particulier 

1 __ rt —s 2 

RiR* ~~ (i 4- P 2 -H q*y' 

1 

Ifllî sa ppelle {i courbure totale >; de la surface au point M (Gauss). 
Ombilics. — Cherchons les conditions pour qu’un point soit 

P 

ombilic. En ce point, les directions principales sont indé¬ 

terminées. L’équation du second degré en | doit disparaître. 
d 


t 


1 4- p 2 pq 1 4- ç 2 


On en déduit 
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cm 


On pourrait également écrire 




que l’équation du second 

degré en p admet une racine double. Il semblerait que 

l’on ne doive obtenir ainsi qu’une seule condition. 

*>P 

Mais dans l’équation (13) en p, il faut remarquer que, 


si l’on substitue à p, les valeurs ^ 


r __ t_ 

+*P 2 ’ 1 + 


on obtient des résul¬ 


tats négatifs, 
par exemple 


Le coefficient de p 2 étant d’ailleurs positif, si 


_ r _ _ . .JL 

! 4- p 1 ^ 1 tf 


on voit qu’il y a une racine comprise entre — co et 


1 


ü et une 


autre entre 


t 


et + ce. 


1 -h q 2 

Les deux racines ne pourraient donc ctrc égales que si 

_ r _ t _ 

? _ l + ?t , 


et alors, on a de plus p 
•On retrouve donc les conditions précédentes. 


s 

P<l' 


Directions principales : Cas ou la surface est donnée sous forme 
paramétrique. — Nous allons établir les résultats précédents, cher¬ 
cher l’expression de la courbure d’une courbe tracée sur la surface, 
déterminer les directions principales, lorsque la surface est donnée 
sous forme paramétrique 

* — /(m, e), y = f(u, e), z = %>)• 

Nous obtiendrons une courbe tracée sur la surface en 
supposant que u et e sont fonctions d’un meme paramètre L ou en 
établissant une relation entre u et v\ 

Cette relation étant supposée donnée, la courbe est alors bien 

«.3 

déterminée. Proposons-nous de construire le trièdre fon¬ 

damental en un point M de cette courbe, et de déterminer les éléments 

géométriques. 

S, 

Nous désignerons par «, a', a" les cosinus directeurs de la 
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tangente, par fi', fl" ceux de la normale principale, par y, y', y" 
ceux de la binomiale, enfin par c, c\ c" les cosinus directeurs de 
la normale à la surface. 

TT 

On a immédiatement a. a', a". Car si ds désigne 

l’élément d’arc de cette courbe 


dx 

ds 


bx 

bu 


du 




v/Edn 2 -f- 2F dudv -f- Gde 2 


On a des expressions analogues pour a', a". 

P 

Comme nous l’avons déjà indiqué, ces expressions ne dé- 
dv 

pendent que du rapport , de meme que, dans un plan, le 

coefficient angulaire de la tangente à une courbe ne dépend que 


de 


dy 

dx 

La normale à la surface MN, la normale principale M n et la 

p 

binormale MB sont dans un 

même plan perpendiculaire à la tan¬ 
gente. La normale à la surface étant 

bien déterminée et fixe il est 

naturel d’introduire l’angle n de Mn 
avec MN. 

On a alors 



(II) 


l COS7T=C? -h c'p' + cT 
l ± sin 7t = cy -F c'y -+- c”^". 


Nous avons ainsi exprimé toutes les conditions du problème et 
tous les résultats ne peuvent que se déduire des formules (I) (II), 
en tenant compte des formules de Serret. 

Si nous désignons par K le rayon de courbure de la courbe, 

on a, d’après ces formules 

dot _da' _da"_ ds 

j—y-y “ r * 


cos tz _eda dda! c"da" 

R ~ ds' 


Par suite 
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Pour calculer cette expression, il serait trop compliqué de diffé- 
rentier séparément les expressions (l) de y., y', y". 

Pi + 

Plies introduiraient, semble-t-il , les différentielles se¬ 

condes de u, v. 

v, a 2 

Comme nous l’avons déjà fait, nous tacherons d’obtenir 

le groupement qui figure au numérateur. 

* i ,*2 

Il faut évidemment partir de la condition 
ca c'a' H- c= 0. 

Kn la différentiant, nous obtenons 

cch 4- c'(h' 4- c"(h" = —• (adc -4- et de -4- a*de*), 

? 

On constate immédiatement que les différentielles secondes 

H 

de u, v (qui s’introduisaient par de/., de/', dry.") ont disparu. 
D’ailleurs le second membre se calcule facilement, car il est égal à 

dedx -4- de!d\j -h dc'dz 
ds 
P 

On retrouve donc la deuxième forme quadratique fonda¬ 
mentale que nous avons introduite au chapitre précédent. Nous 
avons posé 

— (dedjv h dedy -h dc'dz) — du 1 4- dude 4- ^ </c 2 . 

U) 

On a donc la première formule 

cos tc_ 1 l)du 2 -4- 21 )V/adc 4- 1 )"de 2 . 

(1 ' R“ “ Il K du* -h 2 F diub -h (h/c 2 

Avant d’en tirer des déductions importantes, calculons sin 7 i 

d= sin tt = cy -h c'y 4- c"y". 

*2 

D’après la définition du trièdre fondamental, on a 
T = <*'£" — 

et des formules analogues pour y', y". 

ÜJ 

On a donc sin 7r sous forme de déterminant 

a a' a" 

dt sin tt = 


c c c 
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*1 X 

Nous éliminerons d’autre part |3, j3', 8" 

à 

des formules de Serre! : dy ~ etc... On aura 


au moyen 


— H 


da 


da da da” 
c c c” 


Pour calculer rapidement cette expression, nous sommes obligé 
avec regret, d’adopter un artifice de calcul. 

Considérons le déterminant 


da: 

j ?y 

bz 

du 

bU 

bU 

bx 

*y 

bz 

de 

de 

de 

c 

c' 

c" 


p j f 

Si l’on remarque que l’on a c — jql) etc., on voit que, 
ce déterminant est précisément égal î\ 11 . 


Multiplions les deux déterminants. 


Nous aurons 


U 


Ib/cr = 


c 

i 

C 

c" 


c 

c' 

à" 





bX 

*y 

bz 

a 

a' 

a 

X 







bU 

bU 

bu 

da 

(W 

da" ! 

i 

bx 


bZ 



1 


de 

de 

de 


La suite du calcul est alors tout à fait normale. 

Si nous multiplions ces deux déterminants ligne par ligne, dans 
o 

les éléments de la première ligne 


le déterminant produit, 
seront 

-F- c'* -F* c!'* * X 


,djt 


r ÔS 


bX 


t*y 


n àZ 


du du bu' de de de 
Le premier élément est égal à un. Les deux autres sont nuis. 

r 

Le déterminant produit se réduit donc à un déterminant 
du second ordre. 


bx 

i — - 
dU 


bX 


. bX „ dZ 

*- ha"—, 

dU dU 

*y j j . a* 


bU bU bU ’ 


bx 
a — 
de 

bx 

de 


da 


+ a" dZ 
de de 

da’ + * Z <W 

de de 
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Nous allons calculer séparément chacun de ces éléments. 

8 > 

Pour les éléments de la première ligne, le résultat est 


immédiat. 


bx , by „bz 1 / bx , , dy j , dz . \ 

t — -h « - 4~ <x n — = — ( —- dx J du 4- dz ) 

bu bu bu firS \ bu bu ’ y bu j 


1 v 1 ( àx j bx j \ bx E du -t- Frie 
= TsZ \ du du + * Av )du = - dis 

Le deuxième élément de la première ligne sera de meme 

Prenons maintenant les éléments de la deuxième ligne. 

Le premier est 

**d*+ 

bU bll bu 

P, R J 

Nous introduirons ce groupement, en différentiant l’élé- 

rnent correspondant de la première ligne. 

Nous aurons 


, Edu -f- F du bx , bu » f bz 
d --= dt -t-. - d* 4- — 

ds bU bll bu 


— da" 4- a 

u L 


bU bU 


f j bl/ „ } bZ~ 

or d -h a d 


La deuxième parenthèse est 

y ad = f y d,d =- ! v ( ¥ du + ? d(ü* du + >'*. du). 

Àmk bll ds JLÀ bu ds *mml \bu de }\b\r bubv J 


En ordonnant le deuxième membre par rapport à du, rie, la 


somme s écrit 

du «y “f* 

bU bll* 


dudu "V 


f bx b^x 
\bv bu 2 


d.r d\r 


Mais nous avons déjà calculé ces diverses sommes. 

Les coefficients de du 2 , dudo, de 2 sont visiblement 


1 dE dF 1 dG 

2 du ’ du ’ 2 du * 


On a donc 


V ad - = Â- du 2 4- 2 dudv -f• - de 2 
£mà bu Ms |_dU du du 


et par suite 


y?bx, ,Edu4-Fde 1 [dE , * , 0 dF 

> - dot = d-j- 0 . du 2 4-2 

iid dU ds Ids LdU du 


dudf h ôG «A’ 2 
bU 


]=L, 
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Le dernier élément du déterminant est de môme 

1 


^ àx ^j Y du 4- Gdi 


de (h 

On a donc finalement 


1 ..RK 

2 ds [ de 


du 2 


2 — dudv 4- ‘) G dA ■■ 
de dv | 


( 2 ') 


sin "K 
U 


1 

11 ds 


Y Au 4- F de Fdu 4- G Je 

ds r/s 

L, U 


Nous pouvons maintenant tirer les conséquences des formules 

(]') ( 2 '). 

t • » . C OS TC ^ , 

La première montre que ^ s exprime au moyen des 

deux formes quadratiques fondamentales de la surface. File est 

indépendante des différentielles secondes de u, e. li'lie ne dépend 

d 

que de la direction de la tangente à la courbe. Si donc, deux 

courbes de la surface sont tangentes, en désignant par des lettres 
accentuées les éléments relatifs à la deuxième, on aura 


COS TT _ COS Tt' 

R “ R' * 

p 

On retrouve le théorème de Meusnier ; ce théorème ramène 
l’étude de la courbure d’une courbe quelconque de la surface à 
celle de la section normale passant par la meme tangente. 

r 4 

Si la courbe est une section normale de la surface, on a 


2 _ t T)du* -h 2 U 1 dudv -h 1 Ydv* 
U H E du* 4- 2F dudv 4- G dv* 


Directions principales. — On obtiendra les directions principales 

1 , , , .. 

en écrivant que ^ passe par un extrernum, c est-a-dire 

D du -4- D 'dv _ D 'du 4- D "dv _ P du 2 4- 2 D'du dv -t - lYdv* __ II 

Edu 4- Ydv Fdu 4- G dv Edu 2 4- 2Ydudv 4- G dv 1 R 

On a donc les deux équations 

E du 4- F dv - ^ (D<iu 4- D'A») == 0 

Fdu 4- GA» - (Wdu 4- D'A») = 0. 
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En éliminant entre ces deux équations soit K, soit ^ u , on obtiendra 

l’équation aux directions principales, ou l’équation qui donne R. 

7 2 

L’équation aux directions principales est 

Ddu D Je D du -F- D Je 

E du -F- F Je F du -F- G Je 

u 

On Vobtient en égalant les rapports des dérivées par rapport 
à àu y Je des deux formes quadratiques fondamentales. 

L’équation aux rayons de courbure principaux de la surface est 


E - 

_ R D 

u H 

F - 

R 

D 

H 

F 

_ H 1V 

1 H 

G - 

R 

1>" 
ïï 


Si cos r. = 0, 

dcdx 4 - dcdy {- dd'dz — 0 ou Ddu 1 -+ 2 D'dudv - 4 - D"Je 2 — 0 . 

O 

En intégrant cette équation différentielle, on obtient une 

relation entre u et e dépendant d’une constante arbitraire, qui 

7 

définit une famille de courbes, telles qu’en tout point de 

chacune d’elles, l’angle de la normale principale et de la normale 
à la surface soit droit, c’est-à-dire telles qu’en tout point, le plan 
osculateur soit tangent à la surface. Ces courbes sont les «lignes 
asymptotiques » de la surface. Nous reviendrons sur ce sujet. 

Les directions asymptotiques sont donc définies par l’équa¬ 
tion différentielle 

DJu“ |- 21 ïdudv D'de- -- 0. 

D, D', IC', étant les déterminants dont nous avons donné l’ex¬ 
pression. 

Courbure géodésique. — Considérons maintenant la deuxième 
expression (2 ). On constate que dépend des différen- 

tielles secondes de u, e, mais ne dépend que des eoeffi- 

cients E, F, C< et des dérivées de ces fonctions. Si donc 

les coordonnées des points de deux surfaces sont exprimées au 
Carrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 44 
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moyen des mêmes paramètres u, e, et si, pour ces surfaces, les 
expressions de rélément d’arc ds 2 sont les mêmes, si l’on prend sur 

ces deux surfaces, des courbes correspondant aux mêmes variations 

o 

de u et o, en des points correspondants des deux courbes. 

les expressions de S1 ^ auront même valeur. Nous allons voir que 

cette expression est celle de la « courbure* géodésique » de* la courbe. 

Or, si deux surfaces ont même ds 2 , on dit qu’elles sont « appli¬ 
cables » l’une sur l’autre, ou que l’une d’elles se déduit de l’autre 

(o 

par « déformation ». On a donc le théorème suivant: 

T u k o 11 k m k . — Lorsqu'on déforme une surface , Ja courbure géodé¬ 
sique d'une courbe quelconque de la surfine ne cane pas. 

Considérons une courbe de la surface ayant MT pour tangente* 
en M. Soit P le plan oscillateur de cette courbe. 

Menons la normale MN à Ja surface. Se»it C„ le centre* de cour¬ 
bure de la section normale MNT. Seul C. le centre de eemrbure* 
de la section considérée. 

D’après le théorème ele Meusnier, on Pobtienelra en menant 
de C„ la perpendiculaire sur le plan P. 

Considérons, d’autre part, la pro¬ 
jection de la courbe sur le plan tan¬ 
gent, et appliquons b* théorème de 
Meusnier à la courbe et au cylindre 

r V 

qui projette cette courbe. La 

section normale de ce cylindre* est 
la section par le plan tangent. Le 

centre de courbure C f/ de cette sec- 
a 2 

lion doit être tel, que, si on 

le projette sur P, on doit obtenir C. 

o 

Ce point (^s’obtiendra donc en 
prolongeant C n C jusqu’à sa rencontre 

avec le plan tangent. 

Ainsi le centre de courbure de la projection de la courbe sur le 

plan tangent est C ÿ . Les trois centres sont une même droite 

l'axe du plan oscillateur de la courbe. 

Désignons par R, R n , R y les rayons de courbure de la courbe, 
de la section principale, de la projection sur le plan tangent. 
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Nous aurons 


On a donc 


H R„ cos t:, R == R^ sin tc. 


1 sin " 

R r/ R * 

J 

L’expression ^ sin tc porte le nom de « courbure géodésique » 

de la courbe. 

o 

Elle représente donc la courbure de la projection de la courbe 
sur le plan tangent. Elle reste constante si Von déforme la surface. 

Le rayon de courbure géodésique est infini si sin tc - 0 , 
c’est-à-dire si le plan oscillateur à la courbe est normal à la surface. 
On appelle « ligne géodésique » d’une surface une courbe tracée sur 
la surface telle qu’en tout point le. plan oscillateur soit normal à la 
surface. 


III. — DIRECTIONS CONJUGUÉES. — LIGNES ASYMPTOTIQUES 

Directions conjuguées. — Supposons que le point M se déplace 
sur une surface suivant une direction MM'. Considérons les plans 
tangents à la surface en tous les points de cet élément de courbe. 

a 

Nous allons étudier la caractéristique de ce plan tangent. 

P 

Cette droite Mpt, intersection de deux plans tangents 

infiniment voisins, est perpendiculaire aux deux normales en M et 
en M'. 

Nous prendrons d’abord la surface sous la forme z — f (x,y). 
Nous désignerons par la lettre d , un accroissement quand on se 
déplace dans la direction MM', par c?, un accroissement, quand on 
se déplace dans la direction Ma ; dx, dy , dz, sont donc les coefficients 
de direction de MM' ; àx , r}y, r}z y ceux de Ma. 

°i 5 

D’après la remarque que nous avons faite, on aura simul¬ 
tanément 


pàx -h qùy — 8z = 0, 


(p -t- dp)ox -f- (q -h dq) ? jy oz = 0. 
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En retranchant ces deux relations, il reste simplement 


ou 

( 1 ) 


wdp t- ïydq = 0 

o x(rdx h sdy) I- o y(sdx ~h tdy) — 0 
rdxox H- s(dxoy -H- dyox) -h tdifîy ~~ 0. 


On constate que cette relation est symétrique en dx, et dx, 

dy et d'y. 

‘ d 

Si donc, on considérait la caractéristique du plan tangent 
quand le point M se déplace dans la direction Mo. (dx, dy, dz ), on 
retrouverait la direction MM'. 

Il y a donc réciprocité entre ces deux directions : elles sont appe¬ 
lées « directions conjuguées ». 

Sous la forme (1), et en se rappelant l’équation de l’indicatrice de 
la surface au point M, 


r.r- f- 2sxy f ty~ — ± 1, 

on reconnaît que les deux directions conjuguées sont 
conjuguées par rapport à la conique indicatrice. 

Supposons maintenant la surface donnée sous forme paramétrique. 
fj \ 

Désignons par 1, V< \V un système quelconque de paramètres 

directeurs de la normale ; si dx, dy, dz sont les paramètres dirce- 

0 

teurs de la caractéristique dans le déplacement dx, dy, dz , on 

devra avoir simultanément 


(1) \P,x -+- Vyy -h Woz .-= 0. (U I- dl)y,c h (V -h d\)oy + (W -t - dW)3* ----- 0 
et par suite en les retranchant 

(2) dlR-r \-d\oy [ dWo: -9). 

On peut montrer que cette é<jnation ne change pas si l’on per¬ 
mute les signes d. et d . 

Si l’on diffère ntic la première des relations (1) quand on se 
déplace dans la direction MM', on aura 

d\]xx H- dVïy -f- dWîz f- \Jdox -f- V dty -| - W dïz = - 0. 

Mais, pour une fonction quelconque /(a, u), on a évidemment 
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Cela revient en effet à intervertir l’ordre des dérivations. 
On peut donc écrire 

dWx -b dVoy -b d\Voz -b üo dx -b VUy b Wo dz = 0, 
et par symétrie 

(2') oUd.r -h. Wdy -{- oWdz = dUta - b dVty \ dW* = 0. 

(u 

Les directions sont donc bien conjuguées. 


Directions asymptotiques. — Ce sont les directions des asymptotes 

de l’indicatrice. Ce sont deux directions conjuguées et 

confondues. Dans la relation (I), on doit donc remplacer 

les ç? par des d et écrire 

(3) rdar -h 2 sdxdy -b tdy 2 = 0. 

De meme d’après (2') 

(4) dUdx -b dVdy -b dW dz = 0. 

0 

Directions principales. — Ce sont deux directions 

conjuguées et rectangulaires. 

On a donc 

dxox b dyïy -b dzïz — 0 5 
et 

dlR.r I dVoy -h d\\ïz — 0. 

Comme de plus on a 


d 


Uo.t -b Vdy -b W Zz = 0, 


on en déduit 


dx 

dy 

dz 

U 

V 

W 

du 

dV 

d\V 


Rappelons que U, V, W, désignent un système quelconque de 
paramètres directeurs de la normale. En particulier, on peut prendre 
les cosinus directeurs c, c', c". 

Nous retrouverons ces équations. 



cor HS l)lî CALCUL DI FI'K 1< K 1NT1KL KT INTKCHAL 


cm 

Lignes asymptotiques. - - On appelle « ligne asymptotique » d’une 
surface une courbe telle que le plan oscillateur en chaque point soit 
tangent à la surface. 

Nous supposerons d’abord l’équation de la surface donnée sous 
forme paramél rique 

.r ~ /({/., e), y — z(u, e), z = ty(u, v). 

Si nous supposons établie la relation entre u et e, correspondant 

à une ligne asymptotique, le plan oscillateur sera défini 

par la direction dx, dy, dz de la tangente (»t la direction de la tangente 
infiniment voisine dx -|- d\v, etc... 

«i.î 

Si r, c\ c" sont les cosinus directeurs de la normale à la 
surface, on sait qu’ils ont pour expression 

c c c" _ dt 1 

l/^” ]) u '" ~ yEG-F 2 * 

y, z 2 , x, y 

u 

On doit avoir 

(1) cdx 4- cdy -4- cdz — 0 

i2) c(dx H- d'\r) -h c(dy -4- d~y) -4- c"(dz -4- d'~z) = 0. 

En tenant compte de (I), l’équation (2) se réduit à 
(2') fed-.r |- c'dhy c' , d i z = (\ 

La première est identiquement satisfaite. L’équation (2') 

est donc la condition de définition des lignes asymptotiques. 

% 

En différentiant (I) et tenant compte de (2'), on peut 
remplacer (2') par 

(3) dedx -4- de dy -4- dc'dz ~ 0. 

dette relation est plus simple, parce qu’elle ne renferme 

*2 

pas les différentielles secondes qui ont ainsi disparu. Or nous 

avons déjà considéré a priori la forme quadratique 

dedx de'dy -4- dc'dz , 

qui est homogène et du second degré en du, dv. Nous l’avons mise 
sous la forme 

— jj du 2 — 2 Jj dudv — || de 2 
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<r.t; 


d l Z 

dip 

OU* 

dU 2 

dx 


dZ 

i)ll 

dU 

dU 

dX 

*!J 

dZ 

dO 

dO 

dO 


et nous avons trouvé les expressions de I), 1)', D" sous forme 

de déterminants 


I) = 


et des formules analogues pour 1)', D", les éléments de la première 

<) * 'T/ 

ligne étant remplacés soit par les dérivées secondes - 1 — etc. 

° 1 1 dfldO 

pour 1)', soit par les dérivées *^y etc. pour D". 

<<> 

Ces déterminants étant formés, on a donc pour équation 
définissant les lignes asymptotiques 


( 4 ) 


D du 2 {- 2 W dudo ,1- \)"do i -= 0. 

de 


Si l’on résoud l’équation du second degré en , on obtient deux 
solutions 

r>1 > J 2 t . ... 

Si L’on prend, par exemple, la première de ces équations 

différentielles, on sait que la solution générale dépend d’une cons¬ 
tante arbitraire. Sous quelques réserves, de caractère très général, 
*2 

il existe une solution de l’équation qui se réduit à o 0 pour 
u = ï/ 0 . La ligne asymptotique correspondante passe alors par le 
point n 0 , e 0 . Il en est de meme des solutions de la deuxième équation. 
Donc : 

(O 

Théorème. — Les lignes asymptotiques de la surface cons¬ 

tituent deux familles de courbes. 

Par tout point de la surface passe une courbe et une seule de chacune 
des deux familles. 


Cas où l’équation de la surface est donnée sous la forme s = f K x, y). 

a 

On pourrait ramener ce cas au cas précédent en posant 
xr=u y Z — /(u, o) f 
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et calculant les trois déterminants. Mais il est plus simple 

d’établir directement l’équation dans ce cas. 

°i 

Les paramètres directeurs de la normale sont p, q, — 1. 

11 faut exprimer que cette direction est perpendiculaire h la 
tangente, et à la tangente infiniment voisine. 

On a donc 

pdx 4- qdy — dz 0 

p(dx -h d*x) 4- q(dy ! • dry) — (dz 4 - d 2 z) = 0. 

La première est identiquement satisfaite et la deuxième se 

réduit h 


(5) pd\v -+- qd 2 y — d 2 z — 0. 

Cette forme ne suppose pas que x et y soient variables indépen- 

dan tes. Connue dans le as précédent, nous pouvons la 

simplifier en différent! an! la première des équations et tenant compte 

de (f>). il restera simplement 

(5') dpdx 4- dqdy = 0. 

Telle est donc, dans ce cas, réquation très simple des lignes 
asymptotiques. 

D’ailleurs en désignant par r. s, /, les dérivées partielles secondes 
de s = f(x> y) 

dp rdx i sdy, dq — sdx t- idy ; 
l’équation (:V) prend la forme équivalente 

(6) rdx~ 4- 2 sdxdy 4- tdy- — 0, 


quelles que soient les variables indépendantes. 

?» *2 

On reconnaît sous ccttc forme, l’équation qui définit 
en chaque point les directions des asymptotes (réelles ou imaginaires) 
de l’indicatrice. D’où le nom de lignes « asymptotiques ». On peut 
donc définir une ligne asymptotique comme une courbe tangente 
en chaque point , à une des directions asymptotiques de Vindicatrice. 

Comme dans le cas de Féqualion en ^, cette équation (6) se 
réso'ud en deux 
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0 

L’intégration de chacune de ces équations différentielles 
introduira une constante arbitraire. Par tout point de la surface, 
passe une ligne asymptotique de chacune des deux familles. 

Pans le cas où x et y sont les variables indépendantes, l’équa¬ 
tion (f>) prend la forme particulièrement simple 

d ’z — 0 . 

Kn résumé : 

R 

Règle pratique. — 1° Si la surface est donnée sous forme 

paramétrique, calculer les trois déterminants P, P', P", et écrire 
l’équation 

1 )du 2 4 - 21 )' dudv 4 • \)"dd' — 0 . 

2° Si la surface; est donnée sous la forme 2 = f{x,y i, 
ap])liquer l’une ou l’autre des équations 

d-z -- 0 , dpdx 4 - dqdtf 0 , rdx 1 4 - 2 sdxdy 4 - tdy 2 = 0 ; 

I a première seulement suppose que x et y sont les variables 
indépendantes. 

Remarque. — 11 est bien évident que la propriété des lignes 
asymptotiques est essentiellement projective. Si l’on effectue sur 
les coordonnées d’un point d’une surface une transformation 

O 

homographique quelconque, les lignes asymptotiques de la 

deuxième surface sont les transformées des lignes asymptotiques 

de la première. Lar, par cette transformation, un plan 

tangent se transforme en plan tangent de la surface transformée, 
et un plan oscillateur d’une courbe, limite d’un plan passant par 
trois points infiniment voisins de la courbe, en plan osculateur 
de la courbe transformée. 


Applications. -- Soit Vhyperboloïde 


(I) 


On a ici 


x* , V 1 __ z 2 

a* b 2 c 2 


0. 


a 




y m 

Z * 


Nous allons appliquer la forme 
dpdx 4- dqdy = 0. 



698 


COU MS DK C A K CU li J) I F F K 11 K N TI K L HT INTKGKAL 


On a immédiatement 


b 2 dx(zdx — xdz) a 2 dy(zdy — ydz) 0. 


Kn divisant par a 2 b 2 z 


dx 2 dy~ dz/xdx ydy \ 
a 1 b' 1 z \ a 2 b 2 ) 


Or, de l’équation de la surface, ou déduit 

( 3 ) ^ 

v 1 a 2 b 1 c 

Kn substituant, il vient simplement 

( 4 ) + =<>, 

a 1 b~ c 2 

équation qui est symétrique en .r, y, z, eomme il fallait s’y attendre. 

a 

Si l’on remplace dz par son expression tirée de (8), on aura 
l’équation de la projection des courbes sur le plan des xy 


x . + % 
a- b~ 


ou, en simplifiant, 


</.t 2 dif , _ txAx ydy \ 2 
a‘ b~ ' \ a 1 b 2 / 


(xdy — ydx) 2 dxr dy 1 

a*b* a 2 b 2 


c • ai f 

Si nous posons y 

M — uY <nr **• 

P 7 2 

On obtient donc une équation de Llairaut. La solu¬ 

tion générale s’obtient en posant y' = X = eoust. 

(/x — y)~ = art 2 - 1 - b 2 . 

<) 

Llle se décompose donc en un double système de droites. 
Le sont les projections des génératrices rectilignes de l’hyperboloïde. 

La solution singulière, enveloppe des solutions générales s’ob¬ 
tiendra en écrivant que l’équation en À a une racine double 


x-ÿ 1 H- ( a 2 — x 1 ) (y 2 — b 2 ) ~ 0 ou 


x~ ir 

a 1 tr 


L’est l’ellipse de gorge de l’hyperboloïde. 
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('es résultats étaient du reste évidents. 

2° Equation des lignes asymptotiques de la surface z = y sin x. 

Nous appliquerons soit l’équation d 2 z = 0, soit l’équation 
rdx 2 -h 2 sdxdy \~ tdy 1 --- 0. 

On a par exemple 

dz — sin xdq I - y cos xdx. 

O 

En supposant x et y variables indépendantes, 

d~z -= 2 cos xdxdy — y sin xdx 2 - 0. 

On a la solution dx = 0, x ~ const. qui donne les génératrices 
rectilignes de la surface, et l’équation 

2 cos xdy — q sin xdx = 0 ou 2 ^ —• s * n dx ~ - 0. 

^ y cos :r 

En intégrant 

2L// -t- L cos x --- L const. y 2 cos x = const. avec z — y sin a?. 

3° Déterminons eniin /c.v lignes asymploUques d'une surface de 
résolution. 

i 

On peut prendre pour équations paramétriques 

x = u cos e, y = u sin e, 3 = 

On pourrait former les trois déterminants D, D / . D". 

* 2 , ? 

Calculons les paramétres directeurs de la normale. On a 

x f lt — cos e, ï/„ — sin e, = 'V(u) 

= — u sin e, y' v = u cos e, 3 ',. “ 0. 

Les paramètres directeurs de la normale sont 

(u) — u cos vV(u), — u sia vÿ(u), u 

On peut donc prendre 

U 'Y(u) cos e, V •-= 'V(u) sia e, W = — 1 

a 

Si donc nous appliquons l’équation 
dlMæ -t- dVdy h dSNdz = 0, 
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■V 

nous aurons 


(cos vdu u sin vdv)(V cos vdu — sin vdv) ) 
-+- (sin vdu I- u cos vdv)('V' sin vdu •}/ cos vdv) ) 


Lu simplifiant 

'Vdu 1 -+- wl'dv' 2 0, 


i / - YM 

du ’ ^ wl'(u) 


On est ramené à une quadrature. 


IV. — LRINKS DK COUlUiUKK 

On appelle « ligne de courbure » d’une surface une courbe de la 
surface telle que les normales à la surface en tous les points de cette 
courbe forment une surface développable. 

Cas où la surface est sous la forme z — f(x,y)- 

°i» ; 

Les équations.de la normale en un point sont 

X — ^ __ Y — /y_ Z — z 
P H " — 1 

OU 

(I) X -h pZ =- x pz, Y -h q r Z = y D qz. 

Les équations de ces droites dépendent de deux para¬ 

mètres x, y (z étant supposé remplacé en fonction de x, y). 

Si l’on suppose établie la relation entre x, y telle que le point dé¬ 
crive une ligne de courbure, ces équations ne dépendront plus que 

j 

d’un seul paramètre. Pour que ces droites forment une 

3 

surface développable, il faut que 

d(x -u pz) _ d(y h qz) 

dp dq 

ou 

dx -h pdz 

^P 


(2) 


dy q- qdz 
dq 
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Mais 


dz ----- pdx -}- qdy, dp — rdc }- sdy, 


Eri substituant, on a donc 


dq sdx h tdy. 


(3) 


( l f p-)dx -+- pqdy _ pqdx ( I \ - q v )dy 
rdx f- sdy sdx I - tdy 


Telle est l’équation différentielle des projections des lignes de 
courbure sur le plan des xy. 

Si l’on remplace dx, dy par a, fj, coefficients directeurs de la 
tangente, on obtient 

(| f- pq'î _ pqx f- (I 4- 7*)^ 

r* h sol -f- t’p 

?■> 7 

On reconnaît l’équation qui définit à chaque instant 
les directions principales. On peut donc encore définir une ligne 
de courbure une courbe qui en chacun de ses points est tangente 
à l’une des directions principales de la surface. 

a 

L’équalion (3) est homogène et du second degré en dx, dy. 

En résolvant cette équation du second degré en ^, on obtient deux 
équations de la forme 


dy 

dx 


■ À, (x, 


y ), 


dy 

J.x 


!/)• 


De même que pour les lignes asymptotiques, ou peut dire . 

7 2 , 0 

Théorème. — Les lignes de courbure d'une surface 

forment une double famille dont l'équation dépend chacune d'une 
constante arbitraire. Par chaque point de lai surface , passe une courbe 
et une seule de chaque famille. Ces courbes sont tangentes en ce point 
aux deux directions principales. 

Les lignes de courbure tracent donc sur la surface un réseau de 
courbes qui se coupent deux à deux ci angle droit. 

Les normales le long d’une ligne de courbure forment une surface 

développable qui s’appelle une « normalie ». Il est naturel 

de chercher l’arête de rebroussement de cette développable. Nous 
allons à cet effet chercher le point de rencontre d’une normale 
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avec la normale infiniment voisine. Il suffit pour cela de 

différentiel' les équations de la normale. On obtient ainsi : 

Adp — dx — pdz —• zdp — 0 
Adq — dy — qdz — zdq = 0. 

(',es deux équations, qui sont compatibles, donnent la 

valeur de ('A — r.) 

y ^ __ dx x- pdz _ dy -+- qdz _ ( 1 ~h p~)dx pqdy 

dp dq rdx -4- sdy 

Si l’on désigne par a, les coefficients de direction de la tangente 
dans le plan tangent, dx, dy sont proportionnels à a, fj, 

z _ z _ ( 1 p 2 ) a pqf m 

rot -h s'i 

?■> 7 2 

Nous avons vu que, en désignant par II le rayon de cour¬ 
bure de la section principale correspondante, le rapport est égal à 
R 

V 7 1 -H P" "H f 


On a donc 


v'I -+- f <\ l 


Le point de contact se trouve donc sur la normale à la dis¬ 
tance R. 11 se confond donc avec le centre de courbure de la section 
principale correspondante, donc : 

(O 

Théorème. — JJ arête- de rebroussement de chaque nor- 

malie est le lieu des centres de courbure principaux correspondant à 
chaque point. 

La normale en chaque point est tangente, aux arêtes de rebroussement 
des deux nonnalics , aux deux centres de courbure principaux relatifs 
à ce point. 

Cas où la surface est donnée sous forme paramétrique. -- Suppo¬ 
sons que la surface soit donnée sous la forme 

x = /K c), y ~ ? (u, v), z = <!/(k, e). 

* 2 , ; 

Nous savons que les paramètres directeurs de la normale 




V = D u ’ W = D m ' 

z, a:’ x, y 
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0 

lies équations de la normale peuvent être représentées par 
X = x -4- UX, Y — y -4- Va, Z-z + YVX, 

X désignant un paramétre variable. 

Si cette normale engendre une surface développable. 

72 

elle sera tangente en un certain point L à l’arête de rebrousse¬ 
ment. Autrement dit, il existera sur cette normale un point L 

r <* 

r o» ^ 

dont le déplacement a lieu suivant la normale elle-même. 

Pour ce point, on devra donc avoir 

dX _ dY _ dZ 

Ü ~ V ~ w 

c'est-à-dire 


d(x -f- UX) __ d(y 4- YX) _ d{z -f- WX) 

U “ V w 

ou enfin, en simplifiant, 

dx -f- XdlJ __ dy • 1- XdY __ dz -4- XdW 
ü V “ W 


les différentielles devant être exprimées au moyen de du, dv\ 

c i . ? . . . , 

Si l’on éliminait X entre ces deux équations, on obtiendrait 

la relation différentielle cherchée entre u, e, du , de. Pour opérer 

a 

symétriquement, égalons encore à a la valeur commune des 

rapports (1). Nous aurons 


(io 

(3) 


( dx -f- XdlJ — rxU — 0 
dy -h XdY — fiV 0 
f dz 4 XdW — (iW -- 0. 


L’élimination de X, fi. donne l’équation différentielle cherchée 

dx, U, dû 

dy, Y, dV | 0. 

dz, W, (/W 


ïl faudrait dans ce déterminant faire les substitutions suivantes 
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ci 

L’équation (3) est donc de la forme 
(3 ) A du * -t 2 'Mudv A Cdv 1 —- 0 

.1,, :P>, c" désignant certaines fonctions de u, u. 

72 , , , , . , dv 

En résolvant cette équation du second degre en ^ on 

obtient deux équations différentielles 

^ g,( "’ l,) ’ <*«*<“• 

La première, par exemple, admettra des solutions de la forme 
â(u, e, c) = 0 dépendant d’une constante arbitraire. On pourra 
disposer de cette constante de manière que, pour u = u 0 , c prenne une 
valeur donnée e 0 . La courbe correspondante passera alors par le 
point u 0 , e 0 . Il en sera de meme de la deuxième équation. 

On retrouve les résultats obtenus pour la surface z ~ f{a,y). 


Remarque. — Nous avons pris pour U, V, W un système quel¬ 
conque de paramètres directeurs de la normale, qui ne sont déter¬ 
ra 

minés qu’à un facteur près. Dans la pratique, on disposera 

de ce coefficient de proportionnalité de manière à simplifier le plus 
possible les expressions de U, V, W. 

En particulier, si l’on prend les cosinus directeurs de la normale, 

U 

on aura l’équation 



dx dy dz 
de de 1 de" 



Equation en fonction des coefficients E, F, C», 1), D', D". — 

Exprimons cette équation au moyen des fonctions données /, f, vj/. 

Pour y arriver le plus rapidement possible nous emploierons 
avec regret un artifice dont nous nous sommes déjà servi. Nous 
multiplierons le déterminant A par le déterminant 

c c c" 

àx dy dz 

H = au du du 

dx dy dz 

ac a*> ae 
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lequel, comme nous l’avons vu, est égal à \ EG K 2 . Multi¬ 

plions les deux déterminants ligne par ligne. Les éléments de la 
première ligne seront 


e 2 c i f- c'- - 1, 


dX , dU „ ÔZ ÔX , du n ,ÔZ 

c — h c J h c - , c - 4- c J -b c"* • 

mi ôu du du de de 


p 

Or ces deux derniers sont nuis et le premier est égal à un. 
Les éléments de la deuxième ligne seront 


du 


N rdx, 

('eux de la dernière ligne 

y C dc , v** 


de, 


S'^àc. 

de 


V ,>x dc. 

~mt de 


Le déterminant se réduit donc à un déterminant du second ordre 



1 




—à du 


~mà dC 

— 0. 


V bX dc. 

\' dX dr 



| —à du 


—i dU 

; 

Mais 





\" ):r dx 

■= V ôx l 

àX du 

-t ,)X di>) = 

~ E du t- F du 

*mmi dU 

—d m \ 

dU 

dU ] 


y Ax dx 

V M ( 

> X du 

^dA ) 

F du }- G du 

JmU dC 

dmi AV ' 

du 

du 1 


V 

... y • u: ( 

àC du 


D du -h D de 

dU 

m AU ' 

du 

du ! 

II 

\* X dc 

- V 

dC . 

— du 

dC . \ 

t du)~ 

D du t- D"du 

mmi AV 

-mi dP '■ 

dU 

d^ 1 

II 


Kn substituant dans (4), on obtient donc l’équation 

1 Yidu f Fde, F du f G de 

Mu f- D'de, D'du f D"de ~ * 


On voit que l’équation différentielle des lignes de courbure 
s’exprime au moyen des coefficients K, F, G, D, IV, D" des deux 
formes quadratiques fondamentales. 

On retrouve bien l’équation obtenue pour les directions principales, 
Carrus. Cours de calcul différentiel et intégral .II. 


45 
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Les éléments de la première ligne sont les demi-dérivées 

par rapport à du , de de la première forme quadratique 

E du' 2 -4 2 F dudv h Gdv l . 

Leux de la deuxième sont les demi-dérivées de la deuxième forme 
Ddir -4- 2\ydudv a D"de-\ 

Les calculs et rétablissement de l’équation des lignes de courbure 
sont très simplifiés si l’on introduit immédiatement les cosinus 
directeurs de la normale c, c\ c". Si H désigne la distance \fC, les 
coordonnées de C sont 

X ~ x h cR, Y f- c'R, Z - z }- c"R. 

- 

Si L est le point de contact de la normale avec l’arête de 
rebroussement, le déplacement dx , dij , dz de ce point, quand M 
décrit la ligne de courbure, doit s’effectuer suivant cette normale 
d 

elle-même. On en déduit 

dx 1 Rdc f - cdR d/y -4- Rdc c- cd\\ dz t Rdc' I c"dR 
c c c" 

Les équations se réduisent à 

... dx -+ Rdc d/y 4~ Rdc' dz R de" 

' c d c" 

La valeur commune de ces rapports est nulle. - En effet si l’on 
multiplie les numérateurs et les dénominateurs par c, c\ c" et si 
l’on ajoute les résultats, on obtient la fraction équivalente 

(cdx f cdy 4- c"dz) 1 R(cdc -4 cdc i d'de") 
c* -h c 1 -4- c' 2 

Le dénominateur est égal à l’unité, et chacune des paren- 

lU 

thèses du numérateur est nulle. On a donc simplement les 

équations 

( dx 4- Rdc = 0 
(!') | dy 4- Rdc f = 0 

f dz ! Rdc" — 0 

équations dite d’Olinde Rodrigues. 

Les équations sont compatibles et se réduisent à deux, en vertu 
de la combinaison ci-dessus. 
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. àX dy dZ . ■ 

Multiplions-les respectivement par ^ — et ajoutons-les ; 

on obtient 

V'' dx . n àx i oc , OC , \ 

> di + R > du f — dv ) ™ 0. 

jLd Ï)U . Ld du ' du dv I 

ou, en tenant compte des expressions de E, E, G, I), J)', 1 )'' 

i t-. i v» Ddu -+■ D'de A 

Edu + Fde— H jj 0. 

De meme en multipliant les équations (I') par *** 

et les ajoutant, on obtient l’équation 

F du t G à» - R Ü ' du J ir<fo - 0. 


(5) 


( 6 ) 


Si, entre ces deux équations, on élimine 11, on obtient 

E du 4 F de, Fdu t • Gde 

Ddu -f- D'de, D'dn f ■ D"de 


0. 


Si, au contraire, on élimine le rapport on obtient 


E — R 
F — H 


F — R 
G — R 


IV 

II 

D" 

H 


(.'est l’équation du second degré qui donne les deux rayons de 
courbure correspondant aux deux directions principales. 
L’équation (5) s’écrit 

(5') (ED' — FD)du 2 h- (ED" — GD)dude ~h (FD" — CD')dc 2 = 0. 

G’est. une équation du second degré en 

Cherchons si celte équation pourrait être identiquement 
satisfaite. 

K P 

11 faudrait pour cela que l’on eût 
ED' — FD = 0, ED" — GD - 0, FIV — GD' = 0. 
un 
réelle) ; 


Comme E, G sont certainement différents de zéro (surface 
d 

on en déduit 


D D' 
Ë “ F 


D" 

G’ 
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On démontre que les seules surfaces qui satisfassent à ces condi¬ 
tions sont les plans, les sphères, et les développables isotropes. 

Pour le plan et la sphère, toute courbe de la surface' est en 
effet évidemment une ligne de courbure. 

Pour une développable Isotrope, nous avons vu que la 

perpendiculaire au plan tangent isotrope est la droite isotrope du 

d 

plan, c'est-à-dire la génératrice même de la développable. La 

surface formée des normales eu tous les points d’une courbe quel¬ 
conque de la surface, se confond donc avec la développable elle- 
même. 

Mais les équations, sans être des identités, peuvent être satisfaites 
pour dos systèmes particuliers de valeurs de u , o. Les points corres¬ 
pondants sont les >< ombilics » de la surface. 

Tiikohkmk. — Les lignes de courbure qui se croisent, en chaque 
point sont rectangulaires et sont les bissectrices des lignes asynipto¬ 
tiques. 

7 y 

Kn effet, si pour simplifier, nous supposons que nous- 

ayons pris ces lignes pour lignes de coordonnées, l’équa¬ 

tion (;V) devrait être satisfaite pour les valeurs u — const., 
e ----- const. 

On doit donc avoir 

ED — Fl) - U, Fl)" — GD' - 0. 

Si IV était différent de zéro, comme K et G ne peuvent être nuis, 
1) et l w/ ni* pourraient être nuis eux-mêmes. On aurait 

E F G 

I) D' I)"' 

Gel te solution est à écarter, comme nous l’avons vu. 

Il faut donc que l’on ait IV = 0 et par suite F = 0. 

7 

La condition I ^ 0, montre que, dans ce cas, le ds 2 de 

la surface se réduit à 

ds' 2 E du 2 t G dv*. 


Les courbes coordonnées sont donc rectangulaires. 
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La condition 1)' — 0 montre 1 que l'équation. des lignes 

asymptotiques se réduit à 

I )du - h 1 )"dv~ 0. 

Par conséquent, ces lignes forment un faisceau harmo¬ 

nique avec les lignes de courbure. Lelles-ci étant rectangulaires, 
sont donc les bissectrices des lignes asymptotiques. 

Equation aux rayons de courbure. — Considérons maintenant 
l’équation ( 6 ). 

(DI)"— D' 2 )R*— H(GD e LD" — 2FD')Il t \V 0 

Kn désignant par R x , ll 2 > les deux rayons de courbure, ou a donc 

| DD" — D- DD"— I)'* 

R,R, IP (KG — K 2 }- 

1/1 1 \ 1 GD -f- FD" — 2FD' 

2lu, ^ 2 ir 


Le produit ^ ^ s’appelle, d’après Gauss, la •< courbure totale » 
de la surfac(*. 

La quantité 9 -h ) s’appelle la « courbure moyenne ». 

Kn particulier, si Rj + H ? — 0 , les deux rayons de courbure*, sont 
égaux et de signes contraires ; la surface est dite surface nunima. 
Nous démontrerons que la quantité DD" D ' 2 peut s’exprimer, 

r 

pour toute surfaite, au moyen des coefficients K, F, G. Donc : 

La courbure totale d’une surface ne dépend donc que du ds 2 de 
la surface. 

Gomme nous le verrons, toutes les surfaces qui admettent meme 
expression de l’élément linéaire, sont « applicables » l’une sur l’autre. 
On obtient donc la propriété remarquable suivante due à Gauss : 

u) 

T 11 o k 11 Kmk. - JjO courbure totale d'une surface ne carie 

pas quand on « déforme » la surface. 


l L 

Règle pratique. — Kn résumé, pour déterminer les ligues 

de courbure d’une surface, on emploiera l’une des équations sui¬ 
vantes. 
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1° Si la* surface est donnée sous la forme % ~ f(x, y) 


( 1 ) 

ou 

0 ') 


dx -f- pdz _ dy 4 - qdz 

dp dq 

(1 ) p*)dx pqdy (1 -e q 2 )dy e pqdx 
rdx u sdy sdx -h tdy 


2° Si la surface est donnée sous forme paramétrique, en désignant 
par U, V, W un système quelconque de coefficients directeurs de la 


normale 

U, 

V, 

W 

(2) 

dx, 

dy, 

dz 


dû, 

rfV, 

dW 


(3) 


= 0 . 


En particulier, si l’on a formé les expressions des formes quadra¬ 
tiques fondamentales de la surface, 

E du -4- F de, F du -t G de 1 

D du f- l)'de, G 'du f- D r, de | 

on pourra enfin appliquer les équations d’Olinde Rodrigue» 

(4) dx -h Rdc -- 0, dy 4 Rdc' - 0, dz | H de'' 0 

qui peuvent donner, soit les directions des lignes de courbure, soit 
les rayons de courbure. 

Application I. — Lignes de courbure d'un ellipsoïde. 

Soit l’ellipsoïde 




:c 2 ir Z* 

a 1 * b' 1 c 2 

1 — 0. 

°1 

11 serait assez pénible d’appliquer l’équation (1 ') en calcu¬ 
lant p , q , r, .v, J. Un système simple de coefficients directeurs delà 

normale est 

U ^ 

* v _ y 

a 2 ’ V ~ 

C“ 

*i 

Nous 

allons donc appliquer 

l’équation (2). On obtient 



dx dy dz 




x y z 

a* b 3 z 1 

0 



dx dy dz 
à* fi c 2 


x, î/, z étant 1 

liés par l’équation (1). 
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t' 


(D 


On voit qu’on a avantage à introduire les variables 

, _ __ y 1 y z l 

; a 2 ’ r ‘ 7 /> 2 ’ " c 2 ' 


Elles seront ou effet liées par la relation simple 

(T) ; t- r, -h r — l == 0 

7 2 

et d’autre part, en multipliant les colonnes du déterminant 

(2) par x, y. z, on obtient 

a J dz b 2 di, c l dl 


( 2 ') 


dz dr, d c 


0. 


. En le développant, 

(2') (6 2 — c 4 )Wr,dr t (c 2 — a‘)-r,dÇdç P (a* — é 2 )Cdçdr ( = 0. 

Nous poserons pour abréger 

h 2 —- c~ — A, c 2 — a 2 =5= U, a 2 — é 2 ■ C. 
On aura A + L + 0 -- 0 


A zdr t d£ i i W t dÇdz I Cldldc, 0. 

^1 .. y 

En éliminant, par exemple, Ç = I— % — r t (d'Ç = -d:;— dv)). 
On obtiendra réquation de la projection des lignes de courbure 
sur le plan des xy 

(3) (A?dr, f Hr,d;)(d: {- drj) « CdWrj(5 ■ ! r, — I) = 0. 

Le terme Cdzdf) est irréductible avec les autres. Mais il 

peut y avoir réduction entre les termes Cdçd'f)(ç -f- yj) et les pre¬ 
miers, en tenant compte de A |- Il + (’, — 0. 

°i 

Nous écrivons donc l’équation 
Cdzdt) — (A \dt { i Br,dç)(dç t dr,) — (A 1- B)(: -■+- r^d^dr,. 

lie second membre se simplifie et se réduit à 
. (A dr, — B dï)(Wr, — r ( d{). 
dr 

En divisant par d£ 2 et posant ^ = yj', on a donc l’équation 


(Ar/ — B)(?r/ — y,) r- Cr/ = 0 
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OU 

. , C r, 

;Ti Y< ' Ar/ —ir 

On reconnaît une équation de Clairaut. 

On obtiendra la solution générale en remplaçant Y)' par une cons¬ 
tante X. On obtient 


(A). — 1J)(A? — r.) • CL 

Lu revenant aux variables y, 


(5) 


r _ o. 

I>*~ A>. — H' 


(le sont des coniques ayant mêmes axes que l’ellipsoïde. 
La solution singulière sera l’enveloppe de ces coniques. 

°i 

L’équation ■ s’écrit 


(5') 


A A- . 


' Wx 1 


At / 2 


t C )>. I B f. 


b* 


0. 


L’équation de l’enveloppe sera donc 


.f. v , ,*_ 4 . XB ?v 0 

a 1 lr I a 1 b ’ 1 


‘Y + C :.fc 2 7 x AU = 0 

a 6“ au 


c’est-à-dire enfin 



1 /enveloppe se compose donc d’un système de quatre 

droites. 

2° Considérons encore Vhélicoide^ lieu des droites parallèles au 
plan des xy, s’appuyant sur oz et sur une hélice circulaire. Ces 
^2 

droites sont d’ailleurs les normales principales de l’hélice. 

<J i 

Les équations de l’hélicoïde sont 


X — il cos c, 


y — u sin e, 


z “ /ce. 
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Faisons le tableau des dérivées partielles du premier ordre 


cos e, 

- u sia e, 


sm e, 
u cos e, 


k. 


On peut prendre comme paramètre directeurs de la normale 
U " k sin c. Y — k cos e, W - u. 

En appliquant l’équation (2), on obtient 

I cos vdu — u sin ede, sin vdu i u coc ode, kdv I 


( 2 ) 


k sin e 

k cos ede 


— k cos v 
k sin ede 


u 

du 


En développant par rapport aux éléments de la dernière 
colonne, on trouve simplement 


( 2 ') 


ira ires 


(k 1 t~ ir)dc 2 — du 1 U. 

es deux valeurs de ^ sont donc égales et de signes cou¬ 


de 

du 


I 


v'/c' 2 + u’ 

L (u t \'k~ f ir). 


'i 

Pour avoir les rayons de courbure, nous appliquerons 

les équations d’Olinde Rodriguez. Les cosinus directeurs de la 
normale sont 

k sin v , k eus e , u 

C = 4 , C - -=z , C ■- 

V/u 2 -a- /c 2 \'ir -P k' \ ir -t- A: 2 

Un a donc, par exeui}de, 

dz ï- H de" — 0 

kdv t Rdu ^ ~ 0 

(u 2 -t- À* 2 ) • 

ou 

" ‘~f **>• 


Les deux rayons de courbure principaux sont donc, eu 
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tout point égaux et, de signes contraires. La surface est une 

« surface minirna ». 

On démontre d’ailleurs que l’héliooïde gauche est la seule surface 
réglée mi ni ma. 


V. — DÉTERMINATION D’UNE SURFACE AU MOYEN 
DES COEFFICIENTS E, F, G, D, IV, D" 


Pour une surface dont les coordonnées .r, t/, z, sont des fonctions 
données de deux paramètres u, u, nous avons été amené à consi¬ 
dérer « deux formes quadratiques fondamentales » : 

1° L’expression de l’élément linéaire 

ds 2 ~ E du- -i 2 F du -h G de 2 . 


2° La forme quadratique 
dccLr t- dc'dy { dd'dz 


0 , 
H d,r 


2 || dudv 


r de*. 


Nous introduisons donc six fonctions K, P’, G, D, D', D" 
qui seront bien déterminées quand on connaîtra les fonctions x, y } z 
de u et e 


^ 0X dX 
— du di> ’ 

T), L', D" sont données par les déterminants connus. 

ot y v j ^ 

On peut se demander si inversement, il existe des sur¬ 
faces correspondant à des fonctions L, K, G, 1), D', D" données, 

•v 

ou bien , à quelles conditions doivent être assujetties ces jonc¬ 

tions pour qu'il jmisse exister des surfaces correspondantes. 

Il semble bien en effet a priori , qu’il doive exister des 

équations de condition, puisque l’on a à déterminer trois 

fonctions seulement .r, y, z, satisfaisant à six équations. 




Indications sur la recherche des équations de condition. — Le 

calcul étant extrêmement ingénieux, nous donnerons quelques 
indications sur la façon d’établir les équations de condition. 
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Nous allons introduire non seulement x, y y z, mais les cosinus 
directeurs c , c', c n de la normale, et en nous basant sur la définition 
des fonctions K, F, G, D, T)', D", obtenir des équations de condition 
plus simples. 

Considérons d’abord le système d’équations 


(ï) 


b“X 

= A 

bX . 

bX 

bU 2 

h A, 



bU 

bV 

*-y 

bU 2 

= A 

% 4- A, 

bll 

à}f 

bv 

b 2 Z 


b Z . 

bz 


— A 

4- A, 


bU 2 


bu 



On peut déterminer trois fonctions A, Aj, \ 2 par ces équations 

linéaires : Le déterminant des inconnues est, comme on le 

sait égal, à K = \/GG :— F*. 11 est différent de zéro. 

Géométriquement, cette détermination revient à consi¬ 

dérer le segment » *}-'{’> et à le décomposer suivant la normale 
H bu- bu 1 bu 1 f 

à la surface et suivant les tangentes aux courbes u — eonst., 
e -- const. 

~ . , , . a ,, . . .. , bx bU bz 

Calcul des A. — En multipliant les équations par ^ ^ 

(‘1 les'ajoutant, on obtient 


V 


bx <> \r 


A Y 


mmà bU / 

De même on obtiendrait 


A,V 


— AK i A,F. 


bX b 2 .T 
JmJ de bir 


AF -c AjG. 


Enfin, en multipliant les équations par c, c', c", et, les ajoutant, 
on obtient simplement 


2 * 


A, 


D 

h H* 


comme nous l’avons vu. 

?, 7 2 

Dans les deux premières combinaisons, nous remarquons 

que nous avons déjà calculé les diverses sommes qui figurent aux 
premiers membres. 
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Nous avons visiblement 


AK I A t F 


I dE 


AK t A,G 


a F I aE 


du 2 du 

Nous obtiendrons A. A l en résolvant ees deux équations. 

démarquons que ees fonctions ne dépendent que de E, F, G, 
il des dérivées de K, F, G. 

On obtient 


oE .,aE ....ab 
G ^ + b —2b 

, du du du . 

' 2(EG — F 2 ) ’ A ‘ r " 


, ,, d K , db 

• E : — 1' +-2E 


de du 

2(E G —F-) 


au 


, A, 


1) 

il 


d 


e meme. 


considérons le deuxième système analogue 


d\i 

dudu 


li-‘ r + H, i H,c 

du dU 


(nous n écrirons que la première équation), 
de la même façon, nous trouvons 


, a b a G 

(, — K 

dU du 


H, 


j . aG p, a K 
J du du 


En le traitant 


~ 2(EG — F-) ’ 2(EG —- F 2 ) ’ 

Enfin, en considérant le troisième système 


ü* - 


Ü' 


(in) 


d~a ., du: ., dx 

: G L G, Ue 

dU- dU dU 


nous obtiendrons 


C - 


2r. dF 

de 


„ a G a G 

-G — b 

du 


, c. 


2 (KG — F") 
(Considérons encore le système 


I, dG p, dG 2F 

' dU dU du 

~~ 2(KG'~-~F i ) 


D" 

H ’ 


(IV) 


df dX dX 

m . in. I pe, 


du du du 
(et les deux équations correspondantesi. 
Nous obtiendrons 


KD' — GD 

IF 


Fl) — El)' 

H* 


:0. 
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Kt enfin 


pour le système. 


(V) 


de 

av 


m, 


«vr 

du 


f 


ni 


dX 


P l'¬ 


on trouve 

Fl)" — (il )' KD' — Kl)" 

ni i 11:C ' 711 ~ | | : j * P 1 - — U. 

(v, R n 

En résumé, des équations de condition imposées 

(la donnée de K, K, G, I), 1)', D") nous avons déduit les quinze 
équations I, II, III, IV, V auxquelles satisfont les six fonctions 
(seulement) x, ?/, z, c, c,\ r". 

. - R i 

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles, 

linéaires, par rapport à ces dérivées ; elles sont du second ordre par 
rapport à x, y, z et du premier par rapport à r, rr.". De plus, elles 
sont résolues par rapport aux dérivées d’ordre supérieur. 

On a par, exemple, 


0\T 

du' 


. dX 4 dX . 

A t- A, . i- A ->c 

du de 


<> 2 :r 

diuw 


= B -- -+ U, — -4 IV. 

du de 


Lorsqu’on a de tels systèmes, pour voir si ces équations (en sur- 

i, 3 

nombre) sont compatibles, il faut les dériver, éliminer les 

dérivées d’ordre supérieur, et voir si les nouvelles équations sont des 
conséquences des équations précédentes. Sinon, on les y adjoindra et 
on recommencera jusqu’à ce que l’on obtienne un système jouissant 

de la propriété précédente. 

0 

Sinon, on arriverait à avoir un système d’équations en 

nombre suffisant pour déterminer toutes les dérivées jusqu’au 
second ordre et les fonctions elles-memes. 

Dans le cas actuel, il suffit d’égaler les expressions 

des dérivées du troisième ordre, qu’on peut obtenir de deux manières 

différentes. Par exemple, écrivons que l’on a 



1) 

i di .*\ 

\ à?) 

Du ’ 

* dlldV1 


et remplaçons au second membre les dérivées du second ordre. 
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Il est visible qu’on obtiendra une équation de la forme 


I/'* f M ùx hNc=0. 

du de 

''0*1 

Hu opérant de même sur y et z, c‘ et c", on obtiendra la 


p 

même équation correspondante, les coefficients L, M, N, 

qui ne dépendent que des coefficients À, H, C, restant les mêmes. 
On aura donc aussi 


! <>.'/ + m ,V J f Ne’ ^ 0 

du dV 

I/' 2 + M° 2 -+ Ne' — 0. 

du ae 

Or, on peut considérer ces trois équations comme linéaires 

et homogènes en L, M, N. Le déterminant des coefficients est, comme 

on le sait, égal à 11. 11 est donc différent de zéro. 

<» 

(.es équations ne peuvent donc admettre qu’une solution 


L - 0, M 0, N ---(). 

En opérant de même sur les dérivées secondes de c 9 c\ c ", 
on obtiendra trois nouvelles équations. 

On constate que toutes ces relations se réduisent à trois conditions. 
•I 

Ces trois conditions sont nécessaires et suffisantes. 


Elles sont nécessaires d’après le calcul précédent. Elles 

TT 

sont suffisantes, puisque toutes les dérivées successives 

sont connues au moyen des dérivées précédentes et qu’il y a compa¬ 
tibilité. 

Le système d’équations admet des solutions dépendant de cons¬ 
tantes arbitraires. Toutes les surfaces solutions se déduisent les unes 
des autres par déplacement. 

Parmi les trois équations de condition figure une équation donnant 

, . DD" — IV 2 „ . _ /-i 

1 expression (jjQ y on fonction uniquement de E, r, u et de 

leurs dérivées. 


Or, 


*2 


nous savons que cette expression 


représente 


la « courbure totale » d’une surface. 


RiR* 


Nous en avons 
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déduit que la courbure totale d’une surface se conserve quand on 
« déforme » la surface. 

En particulier, si on considère un plan et toutes les surfaces appli¬ 
cables sur le plan, c’est-à-dire toutes les surfaces développables, 
pour toutes ces surfaces la courbure totale est nulle. 

1 | (l 

Pour la sphère ^ — ^z ■ l)onc, pour toute surface appli¬ 

cable sur une sphère, on aura entre les rayons de courbure la relation 


1 

RiH, 


— const. 


VI. — SUHFACES APPLICABLES 


Nous avons vu l’importance particulière de l’expression de l’élé¬ 
ment linéaire d’une surface S 

ds~ -- K du 1 4- 2 F dudv -h G t/e 2 . 

Considérons une deuxième surface S'. Si nous supposons que les 
coordonnées d’un point de S' soient exprimées au moyen des memes 
para mètres u, v, nous établissons une correspondance entre les 
points des deux surfaces. Le carré de l’élément linéaire de S' sera 

ds 1 E'du 2 \~ 2F 'dudv -f- G 

Si l’on considère l’angle V de deux courbes tracées sur la sur¬ 
face S, l’une correspondant au déplacement du, do, l’autre au 
déplacement r)u 9 dV, ou a 

E (luou -t Ffduàv 4- doïu) 4- Gdvw 
cos V = v - 

as os 

Cherchons à quelles conditions C angle de deux courbes quelconques 
de S sera égal à Vangle des deux courbes correspondantes de S'. 

°i 

Pour la seconde surface, on aura 


cos V' 


R'dutiu -h F '(duïv 4- do£u) 4- G'deSe 
ds'às' 


Si nous voulons que cos Y — cos V ; , quels que soient les rapports 


du 8u ^ 
dç’ ôe’ 


il faut évidemment et il suffit que 


E _ F _ G 
E' ~ F “ G 7 ’ 
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Inversement, si l’on peut faire une transformation sur les coor¬ 
données 7 ^, v x d’une surface S', en fonction des paramétres u , e, telle 
qu’un arc élémentaire de S' devienne proportionnel à l’arc élémen¬ 
taire correspondant de S, on dit que « les deux surfaces sont repré¬ 
sentables l’une sur l’autre avec conservation des angles ». 

Un cas particuliérement intéressant est celui où 

K -= K\ F F', G - G . 

Alors. non seulement, il y aura conservation des angles, 

mais encore deux ares élémentaires correspondants, et par suite 
aussi deux arcs quelconques correspondants, auront même longueur. 


Surfaces applicables sur un plan. — Dans le plan rapporté à deux 
axes de coordonnées rectangulaires, ou , oc, on a 


ds 2 - du 2 i (U' 2 . 

Si donc une surface est applicable sur le plan, 
avoir une identité de la forme 


,3 


on doit 


dx 2 -h dy 1 4- dz 2 ----- du 2 t de 2 . 


Nous allons montrer, d’après O. Bonnet, qu'une telle surface est 
une surface développable. 

Nous devons établir en effet entre x , ?/, s d’une part, u et e, 
d’autre part, une correspondance telle que Ton ait l’identité (1). 

d. 3 

Or, celle-ci se décompose en 



(-) 

h( 

*y\ 2 

h ( ôz y = t 


I \buf 


OU/ 

\ôu ! 

(1) 

\ (dxV 

1 W' 


^de / 

*- (?■*)’= 1 
' oe / 


f dX dX 

. -- 

07/ oe 

dU 

. 

oe 

ÔZ dZ A 

h - - • = 0. 

du oe 


i 

Si nous dérivons ces équations, nous obti ndrons 



d 2 X 

= 0, 

dX 

O 

!! 


Àmà dU 

dU 2 

^màdU 

dude 


^ dX 

d‘ 2 X 

- 0, 

X ^ dX 

•= 0 

de 2 


de 

dt/oe 


Jjde 


^ dÆ 
^dU 

d 2 Æ 

dude 

d.x d 2 rc A 

-t- > - • — o, 

^de d 2 71 

JL dU ' 

ô 2 x da: 

de 2 2*à de 

d a x _ 

dude ~ 
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p, r 

Il en résulte que toutes les sommes sont séparément nulies. 
En particulier des équations 


yi dx 

Zjdu ‘ 

d 2 X 

= <», 

^ dX 

d 2 X 

dU* 

^ dU 

dlidV 

^ dX 

d 2 X 

= <>, 

Y dx 

d 2 X 

ÂmdàV 

dU* 


~ddv 

dUdV 


On déduit 

à~x a 2 // o-z 

dll 2 _ du 2 du 1 

d x d*y <V 2 z 

dlldV dUdV dlldV 

dx dy dZ „ 

De ces égalités, résulté (rue > sont tonc- 

1 OU du dll 

' 1 

lions l’une de l’autre. De meme des égalités semblables 

d~X 

dlldV ,, , . dx du dz , . n 

en - :> T •> etc. on déduirait (pie ^ ^ sont egalement tondions 

de 2 

l’une de l’autre. 

Mais on a aussi 

V 0:c . _ 0 

*rnà du de 

d, R, 

Donc toutes ces dérivées sont fonctions de l’une d’elles, 
ou encore toutes ces dérivées sont fonctions d'une meme variable, 
'h 

Domine d’autre pari, en désignant par p, (/ les dérivées 
partielles de z par rapport à x , y 

dz dx dy d z dx dy 

" p H~ (/ , --- sm. p -h a • 

dU 1 dU 1 dll de f dC 1 dC 

d 

On voit donc que p et <7 sont encore fondions de la même 
variable. 

En d’autres termes q es! fonction de p . Eu surface esl donc 
bien développable. 

Nous allons démontrer que inversement toute surface déve¬ 
loppable est applicable sur un plan. 

Correspondance entre la surface et le plan. — Nous définirons 
surface comme le lieu des tangentes à une courbe gauche. 

Carrijs. — Cours de calcul différentiel et intégral. II. 


46 
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Soient les coordonnées d’un point A de l’arèle en fonction 
de l’arc s. 

* = /(*), //— ?(*), z = <|/(«). 

Kn désignant par «, j5, y, les cosinus directeurs de la tangente et 
par l la distance variable AM, les coordonnées d’un point quelconque 
M de la surface sont 

A = x 4- /jf, ^ == y 4“ i, Z ' ==z z 4— /y 

p 

X, Y, Z sont ainsi exprimées en fonction de / et de 5. 
r n 

On aura 

dX — dæ -4- /d* -4- zdl 

et des expressions analogues pour d Y, dZ. On a donc pour expression 
du carré de l’élément linéaire de la surface 

(h' 2 = d,9 2 -4- ^(da* - 1 - d ( 3 2 dy a ) -4- dl 2 H- 2dlds. 

?, 7 2 

Or, en introduisant le rayon de courbure K de l’aréte 

I _ d* 2 4 - dj* 2 -4- dy 2 
lï 2 d.s* 2 

on obtient 

d? 2 = (ds -4- d/) 2 H- ^ 2 ds 2 . 

Telle est l’expression de l’élément linéaire de la surface déve¬ 
loppable. 

r v ? 

Pour que la surface fût applicable sur un plan, il faudrait 
que cet élément d’arc pût être mis sous la forme 

d? 2 — d; 2 -4- drf. 

Nous pouvons supposer que la courbure ^ de la courbe soit 

donnée sous la forme ^ Û(s) désignant une certaine fonction 

de v. On aura 


d<r 2 == (ds -h diy 4- m'*ds\ 
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'a 

Cette somme de carrés au second membre, qui rappelle 

a 

le d? 2 en coordonnées polaires, conduit à l’écrire 

drt 2 = [cos 0 (ds -h dl) — l sin OQ'ds ] 2 
-h [sin 6 (ds -\- dl) -t- l cos 0 0 'ds] 2 . 

Mais alors sous cette forme, on reconnaît immédiatement 

que chacun des termes est une différentielle exacte. 

h 

Si l’on considère les fonctions IJ et V de s définies par 
( j f = cos 0 , V' = sin 0 

et si l’on pose 

: = l cos 0 U, r, = l sin 0 -h V, 

on aura bien 

d; — cos 0 dl -h (cos 0 — l sin 0 0')ds 
dri = sin 0 dl -h (sin 0 H l cos 0 0 ')ds. 

OJ 

On a donc bien 

di 2 = d£ 2 I- dv. 

La surface développable est bien applicable sur le plan et la 
correspondance entre les points de la surface et les points du plan 
est donnée par 

: — l cos 0 -h L 
•fi — l sin 0 -j- V 

avec 

IJ' — cos 0 , V' == sin 0 

la courbure de la courbe ayant pour expression ^ = J'(.s 1 ). Le point 

vj correspond au point /, 6 - de la surface développable. On a ainsi 
par ces deux seules quadratures , la représentation sur un plan , de la 
surface développable. 

Surfaces dont les arêtes de rebroussement admettent même 

P 

expression de la courbure. — On reconnaît ainsi que dans 

cette représentation, la surface développable, définie par son arête 
de rebroussement n’apparaît que par la courbure mise sous la forme 

^ = 0 '(,*). Donc : 
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Théorème. —- Si deux surfaces développables admettent 

même expression de la courbure de rareté en fonction de Varc , pour 
ces deux surfaces la représentation de la surface sur un plan sera la 
même et exigera les deux mêmes quadratures. 

\in particulier, la courbe V correspondant à l’arête de 

rebroussement s’obtiendra en faisant l — 0. On a 


E - U, *} = V 


d\ d't) . 

^ — cos 0, ^ = sin 0. 


On a donc 


dr t 


tgO. 


Cherchons le rayon de courbure en un point de L. 


On a 


Ici 


,'*( arctgr J- 


On a donc 




£' 2 4- r/ 2 = - 1 , arc tg ^ ~ 0 . 


P H 


En deux points correspondants , l'arête de rebrousse meni et sa 
transformée ont donc même rayon de courbure . 

On obtient ainsi une correspondance, entre une courbe gauche 
et une courbe plane, telle qu’en deux points correspondant, aux 
memes arcs, les rayons de courbure des deux courbes soient égaux. 

*i 

Les génératrices de la surface s’obtiennent en laissant .s 

ou 0 constant et faisant varier seulement L 

Les courbes correspondantes ont donc pour équation 

ç =— l cos 0 +- U, y = l sin 0 f- Y. 

p 

Le sont donc des droites passant par le point M delà transfor¬ 
mée de l’arête où la tangente a pour coefficient angulaire tg o. 
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(O, a 2 

J ai transformée de la génératrice est donc la tangente au 
point correspondant de /’arête de rebroussement. 

Enfin, nous traiterons le problème suivant : 


Reconnaître si un ds 2 correspond à une surface développable. — 

Nous prendrons le ds 2 de la surface sous la forme 

ds 2 = e l du l -h 2 eg cos \dudv -h g 2 de 2 

X désignant l’angle des deux courbes coordonnées ; e , g, X sont des 
fonctions données de u , a. 

«i.P 

Si la surface est développable, on doit pouvoir mettre 
ds 2 sous la forme 

ds 2 ■■= dr -I- dr 2 

S et Y) désignant deux certaines fonctions de n, v. 

; = ®(a, c), r, = ty(u, c). 

Nous désignerons par les indices 1,2 des dérivations par rapport 
à u et c. 

rj 

Nous devons donc avoir 

e 2 du 2 H- 2eg cos uludv -h g 2 dv 2 = -H cp. 2 de) 2 -h (4»|dw -h ’^ 2 de) 2 . 

On en déduit 

e 2 = ?i 2 d- eg cos X = 9,9* -h g 2 = ?2 2 -+- 'V- 

r d’ a 

La première et la troisième conduisent à poser 

\ 9! = e cos or, ™ c sin j 

v f 92 ~ g cos ’L> — g sin 3 . 

En substituant dans la seconde elle se réduit à 


On a donc 


cos X = cos (jt — ,3). 


je 


u. 


A. 


Posons d’autre part a + j3 = a. On en déduira 
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On aura les conditions 


(III) 


o T , a 


\ 9 


cft — e cos 


* - 4 - X 


[j. — X 

?2 = gCOS 2 -, 


, . (J. -t- X 

~ c sin ^ 

.U — X 
h “= g sin 2 . 


Egalons les dérivées 'p 12 et <p 21 , ^ 12 et <b 2 i ! ()rl mira 


e> cos 

p. —f— X 

e . p -f- X 

(p‘2 -4- XJ 

2 

— 2 sm 2 


P-+-X 

e jjt -f- X 

(^ -*■ XJ 

e> sin 

2 

+- 2 c °s 2 


En 

résolvant < 

îcs deux 


, H- — X g 

2 2 " 

L ! "“ X f- 

2 2 


i— X 

2 ' 


et uo -j- ) 2 > on obtient simplement 

^ 0 (l x i — X,) sin X = — g { vos X 


(IV) 


/ 


i (p> -f- X a ) sin X — — g, -f- e > cosX. 


(le sont deux équations auxquelles doit satisfaire la seule 

a 

fonction tj.. On peut les résoudre par rapport à a l5 a 2 - 

oi 

En écrivant qu’elles sont compatibles, on obtient enfin 


( 2 ) 


I) . e-> — -g{ cos X O g, — e-i cos X _ 
De g sin X Dn e sin X 


Telle est la condition nécessaire et su/[isante à laquelle doivent satis¬ 
faire les jonctions e, g. A, représentant le ils 2 dénué surface , pour que 

cette surface soit développable. 

a 

Si elle est remplie, les deux équations (IV) qui sont 

compatibles déterminent, par deux quadratures, la fonction 
[x(u f v). Les équations (III) qui sont, à leur tour, compatibles 
déterminent, par deux nouvelles couples de quadratures, les fonc¬ 
tions (p et & et par suite la représentation sur le plan. 


Cas particulier. — La condition (2) est remplie en particulier, 
si l’on a 


g. = <>, 


e-i - 0 , 


X i2 = 0 , 
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c’est-à-dire ]>oiir les surfaces dont le ds 2 à la forme 


ds~ — U 2 dn 2 -4- 2UV cos (Ü, V x )dudv 4 V 2 de 2 , 


U et U l5 désignant deux fonctions quelconques de u, V et V x deux 
fonctions quelconques de V. 

On pourrait obtenir, sans aucun signe de quadrature, au moyen 
de quatre fonctions arbitraires, l’expression la plus générale des 
surfaces admettant le ds 2 de la forme ci-dessus, et les formules 
donnant la représentation sur un plan de ces surfaces développables. 

Si les courbes coordonnées se coupent, à angle droit, À — g ; la 
condition (2) se réduit à 


1) e, D 
De g D u 



e 


Si le ds 2 de la surface était donné sous la forme 


ds~ — iidu* -4- 2 Fdudv -4- Ode 2 , 
a 

on pourrait transformer la condition (2) en une équation 
de condition entre K, F, (1. Le calcul est pénible mais n’offre 
aucune difficulté. On trouve ainsi 


1 D (K* —F*) 4 1 D (G, — F,) 2 1 

■E, —F, IJr ■ KG —F* + G,— Fs Dit ’ KG — F 2 + II 4 

Kn particulier, si le réseau est orthogonal 

se réduit à 


<ï» 


D E 2 


De 


KG 


D G, 3 
2 Du * KG 


: 0. 


K F G 
Kj Fl (_r 1 
K 8 F 2 G, 


-- o. 


cette équation 


Surfaces applicables sur une surface de révolution. — On ne sait 
pas reconnaître en général si deux surfaces dont on donne le ds 2 
sont applicables l’une sur l’autre ou déterminer toutes les surfaces 
applicables sur une surface donnée. 

Pour le cas des surfaces de révolution on peut établir le résultat 
suivant : 

Si dans l'expression du carré de lé élément linéaire d'une surface 
les coefficients E, F, G sont fonctions de u seulement , fa surface est 
applicable sur une infinité de surfaces de révolution. 

'h 

, En effet, si z = f(x) est, dans le plan zoir, l’équation de la 
méridienne de la surface de révolution, le ds 2 de cette surface est 
ds 2 = [l -+-/ 3 (r)]dr a - f- rW 2 . 
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Il faut donc mettre le ds 2 de la surface donnée sous forme 
d’une somme de deux carrés. 

«i 

Nous écrirons donc 

/ F \* KG _ F 2 

ds 2 — Gydv -F ^ du) u - ^ - du 2 

F 1 F 

^ étant fonction de u, si nous posons ^ — X'(n), nous 

pourrons écrire 

de -h du — AdO. 

D’où 

AO — e -4- X(u) 

A' désignant une constante arbitraire. 

ô i 

D’autre part, si G n’est pas constant, nous établirons la 
relation entre u et r en posant 

(2) A*G (u) = r 2 . 

Enfin nous déterminerons la fonction /(r), en écrivant 

(3) [ 1 -4- l'Hr)]dr 2 = EG ~ F * du 2 = dr ! + df « 

U 


relation dans laquelle nous remplacerons u en fonction de r d’après (2). 
Une quadrature donnera /(r). 

(t) 

On aura bien alors identiquement 

E du 2 -f- 2F dudv -h Gdv 2 = [(1 +- /" 2 (r)]dr- F r 2 dO-. 

P 

Comme on le voit, il y a une infinité de solutions dépendant 
d’une constante arbitraire A. 

On peut avoir , sans signe de quadrature , le ds 2 Ze pfws général de 
ces surfaces, la surface de révolution correspondante , et la corres¬ 
pondance entre les points de ces deux surfaces. 

Donnons-nous arbitrairement trois fonctions r(u), A(u) et f(r). 
et prenons d’abord 


r~ 

' A 2 ’ 


F = GV — % 
k l 


La relation f.'l) donne alors 

|1 -h /' a (r)]r' 2 — E — GX' 2 , 
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c’est-à-dire 

E = jjU'* M> -+- f" 2 (r)]r' 2 , 


r étant la fonction choisie de u , on a donc bien E, F, G, en fonc¬ 
tion de u, sans signe de quadrature, au moyen de ces trois fonc¬ 
tions r, 1, /. 

L’équation de la surface de révolution sera 

z --= /(r). 

Par exemple, si l’on prend 

/(r) = r 2 , r(u) — sin u , X(u) = u\ 

on a les surfaces ayant pour cZa- 2 


1 

ds 2 — ^ 2 [/c a cos 2 u -h 4u 2 siir'u 4/r sin 2 u cos‘ 2 u]du 2 


4u sin 2 u . . 
4- dudv 


snru 

~k 2 


de 2 . 


Elles sont applicables sur le paraboloïdc 

Z = .T 2 M- î/ 2 , 

par la correspondance 

/cO = e -f- u 2 , r — sin u. 

En prenant /(r) — \/R* — r 2 , on aurait les surfaces applicables 
sur une sphère, etc. 

Remarque. — Nous avons dû supposer que G ne sc réduisait 
pas à une constante. Dans ce cas on peut écrire 


ds~ = 

G étant constant, 


v/G 


[j de H- —du 

\/G 


EG — F 2 4 , 
y,- dir 

vjr 


si nous posons 


Nous aurons 


y/G de H—— du = dX 
VG 

v^4% t= =,Y. 

y/G 

= dX‘ -f- rfY 2 ; 
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o, d 

la surface serait applicable sur un plan et par suite sur un 
cylindre ou un cône de révolution quelconque. 

11 est aisé d'avoir , sans si gin* de quadrature , le ds 2 le plus général 
de la surface de révolution et sa représentation sur le plan : 

j et Y) désignant deux, fonctions quelconques de u , ilsullit de poser 


E .... r/* -* 1 r\ F 

Yi 

Alors, EG — F 2 ----- C»y/ 2 . Par suite. 

X — v \JO t- t% Y 

V (jr 


/'• 


'L(w), 


Thkohkme dk Jioua. — l r n hélicoïde quelconque est applicable 

sur une infinité de surfaces de révolution, 
o 

11 suffit de montrer que le ds 2 d’un hélicoïde peut se mettre 
sous la forme précédente (E, F, C. fonctions de n). 

°i 

Si l’on prend pour os l’axe de l’hélieoïdc, et si cet hélicoïde 
est engendré par la courbe du plan des xz 

U — 0, : - !-‘(æ), 


les équations de P hélicoïde sont 

x =~- u cos v. y u sin c. z -- ;jl(u) h- ao. 

fj \ 

On a donc pour cette surface 

d# 1 — du' 1 -f- u^dv’ 1 -h [ t u'(u)do H- adv] 2 

= f/u “[1 -u ;>/-(/t)] -I- 2 a\i (u)du dv -t- (u 2 -h a 2 )dv*. 

0, (o 

Ee d.s 2 a bien la forme indiquée. 

Pour avoir la représentation sur une surface de révo¬ 
lution, il faudra établir entre u et r la relation 


( 2 ) 

Ensuite on aura 


Ar(u* 4- o 3 ) = ; 


Af) v -f- 


U 


a\é(u) 


du. 


En intégrant par parties, il vient 
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Si nous faisons le changement de fonction 


//\ * \J-u v , x i, x (a 2 H- u 2 ) L v 

(4) (^+«=P = A(M) (1ou ■“= „ x 


2uÀ e -h 


a (a 2 H- u 2 


>/ H 2uE 


L’hélicoïde (<‘ 1 . les coelïicients K, F, G seront parfaitement dé¬ 
terminés au moyen de la fonction arbitraire ).(//;, et la représen¬ 
tation sur la surface de révolution s’obtiendra, sans aucun signe 
de 1 /uadralure , par les formules 


(u‘ -F ir) — r“, 


? /, , a(« 3 F u 2 ) v 

/co ----- e t- a 


Geste à déterminer la surface de révolution elle-même, c’est-à- 
dire la fonction f(r). Elle sera déterminée par l’é([uation (3). 


dr 2 -F df - 


EG — F 2 


Dans le cas aeluel, 


EG — F 2 _ j n 2 '/' 2 

G a 3 u 2 


D’autre pari, de ( 2 ) on déduit 


dr- -r= V , du 1 . 
a~ -h u~ 


En substituant deux (3), il reste donc 


ni i i u 2 ;*' 2 — /ru 2 » , 
d *= ' 1 


/(«) — ) V 


G u 2 ;/ - — îru~ j 

1 I - - n du. 

a - -F u* 5 


C’est la .scu/c quadrature <pii sera nécessaire pour déterminer le 
surface de révolution, fi. étant remplacée en fonction de u. Dans 
le résultat, il faudra remplacer u en fonction de r, au moyen de ( 2 ). 

.Éti résumé , on obtient au moyen d'une seule quadrature , /u couple 
formée de Vhélicoïde le plus général , de /o surface de révolution sur 
laquelle il est applicable , et la correspondance entre les deux surfaces , 
ce/Ze correspondance étant représentée toujours par les memes for¬ 
mules (3) e£ (5) .son.s aucun signe de quadrature . 
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Lu particulier, pour la surface de vis à filets triangulaires, 

\x — \x 0 u Zq (|jl 0 et Zq constants) 

et si l’on choisit k — yj 1 -t- p 0 2 » 0,1 uura 

f(u) = J \J\ - aï • t- Û 2 ). 

On a donc la surface de révolution 

z j .. 

e a =^ t;- ( r n /' r ~ ~ a ' 2 ( l + iV)) 

V/1 4- p 0 " 

avec la représentation 

(1 -h i^o 2 ) (a 2 -h w 2 ) = r 2 , A4 e -H ( 2 a,X ° - du — et- {*<> arc tg -, 

l’hélicoïde ayant pour équation surface de vis triangulaire) 

# — u cos e, ;// = u sin e, z — z 0 = p 0 w H- oe. 

Si — o, on a la surface de vis à lilets carrés 

Surface de eh* ù //te carré. — L’hélicoïde est engendré par une 
droite perpendiculaire à Oz. 

3 

On a 


;x(u) — z 0 , i±'( U )= 0. 


D’où en général, 




L’intégrale est en général elliptique. Mais 
particulier, l’on prend k = 1 

// \ C dr , r -h v^r 2 — a 2 

/w = -, = aL —- 

J \' r~ — a- r 

D’où l’équation de la surface de révolution 


ou enfin 


z - - Zq _ , r -h \jr* 

2 ~ L a 


[ Z Zq {Z - Z {) ) I 

■ = 9 H-*" “ -I 


équation d’une chainette ayant pour base z = z 0 . 


si, en 
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Représentation d’une surface avec simple conservation des angles. 

— Nous avons vu que si l’on donne les expressions de ds 2 pour 
deux surfaces S, S' dont les coordonnées sont représentées au moyen 

de deux memes paramètres u, v\ les conditions nécessaires 

et suffisantes pour que ces deux surfaces puissent être représentées 
Punc sur l’autre, avec conservation des angles sont 

E f _ F' __ G' 

E p G * 

En d’autres termes, en désignant par A ;2 un facteur de propor¬ 
tionnalité, il faut et il suffit que l’on ait 

ds 1 = k*ds\ 

Le facteur k peut d’ailleurs être variable d’un point à un autre, 
c’est-à-dire être fonction de u , e. 

Représentation plane. En particulier, pour qu’une surface S 
puisse être représentée sur un plan sans déformation d’angles, en 

fj 

n» 

d’autres termes pour qu’on puisse /titre la carte de S, il faut 

et il suffit que l’on puisse mettre l'élément d'arc ds 2 sous la forme 

k*ds* - dX 2 4- 

X et Y étant des fonctions de u , e à déterminer, ainsi que A. 

Si nous supposons que l’élément d’arc ds 1 soit donné sous la 
forme 

ds 2 — e 2 du~ H- 2e g eos Ulude 4- g"de 2 , 

P 

on devra donc avoir une identité de la forme 

(cp 4 du 4- <p->de) 2 -+- ($\du 4- ù->dv) 2 ~~ k 2 \e'du- 4 2eg cos rdude 4- g 2 de 2 ]. 
p> H 

Mais on voit que l'on est ramené au problème que nous 

avons traité [représentation d’une surface développable sur un 

plan) car il suffit de supposer que les coefficients e, g relatifs 

à la surface sont remplacés par ke, kg. 

<7 

En appliquant les résultats obtenus, on voit que la seule 
condition, nécessaire et suffisante est que l’on ait 

, , D (A-c)s — (kg), cos X , H (k g), - (ke). i-os >■ _ n 

' ' 12 De kg sin X Du ke sin X 
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On n’a donc qu’une seule équation aux dérivées partielles 
du second ordre pour déterminer le coefficient de proportionna¬ 
lité A. 

L’équation (I) peut s’écrire 

1 > . D c * — 8 » cos , l) ff 1 — co s X 

\ v, “ De g sin X Du sin X 

( 1 ') s 

j D kæ — kig cos X D kyg — k 2 e cos X_~ 

f De Ag sin X Du ke sin X ° 

Nous désignerons, pour abréger, par b la première partie indépen¬ 
dante de A, qui est le premier membre de l’équation obtenue au 
chapitre précédent et nous poserons [X = log A. 

1/équation s’écrit alors 

/f) x ,, D jjue — cos X D |A,g — jx. 2 e cos X_~ 


Si, en particulier, on connaît une première solution [X de 
d 

cette équation, toute autre solution tx' sera telle, qu’en 

posant tx' — [X = v, v satisfasse à l’équation 

D — vjg cos X_ D v 2 ecosX — v t g 

* ' De g sin X Du c sin X 

Le nouveau facteur de proportionnalité k' sera tel que 

log A' — log A = v, 

c’est-à-dire 


D’après la forme ci-dessus de l’équation (3), on pourra 

poser, en désignant par p une nouvelle fonction de u , e. 


v 2 e — vjg cos A 
g sin X 


v 2 £ cos X — v,g 
c sin X 


Or, en résolvant ces deux équations eu v 1? v 2 on obtient 


Pi g cos X — p 2 e 


v, = 


P >e cos X 


(/est donc que l’on a aussi 


— pi g cos X D p,e cos X — p f g 

g sin X Du e sin X 


On retrouve la meme équation. 
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Pi W 

Ainsi, si v est solution de l’équation (3), on obtiendra 
une nouvelle solution o de l’équation, en définissant o par les deux 
équations compatibles (4). On en déduit donc une deuxième forme 
du facteur de proportionnalité. 

rj \ 

Application : Carte d’une sphère. En désignant par 

u, v la longitude et la colatitude d’un point de la sphère, on a 

x — R sin u cos e, y — R sin a sin e, z = H cos u. 

On en déduit 

ds 2 = ]{ 2 (du 2 -h sin 2 ude 2 ). 

On a donc dans ce cas 

e H, g = H sin u, A — 

ô i 

L’expression que nous avons désignée par 8 se réduit à 


o L) gi D 

b = • -- = lS — cos u -- — sin u 

Du e Du 


et l’équation qui détermine a est 


( 2 ) 


D [ju D . ~ 

sin u I -r-v * - h • fJ-i sin u — 0. 

De sin u Du 


Cherchons en particulier, 
que de u. 

L’équation (2) se réduit à 


les solutions f± ne dépendant 


D 


Du 11 

En intégrant 

sin u == —- cos u 


Ut sin u — sin u. 


JC cos u 

sin u sin u 


En intégrant à nouveau, 


tir 


log tg ( 


log sin u -t- log A, 


log A 


Ainsi on peut prendre en général comme facteur de propor¬ 
tionnalité 



sin u * 
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On est certain que 

tg 2 *5 

R 2 . ..— ( du 2 -4- sin 2 ude 2 ) 
sin 2 u v ' 

se décompose en une somme de deux carrés dX 2 + dY 2 , en posant 
X — c p(u, v), Y = v). 

On déterminera les fonctions y et ^ par les équations (qui seront 
alors compatibles). 

Ÿ1 2 i- <V 2 = A' 2 R 2 , -h 'M* •= 0, ^, 2 h- <h 2 — k* R 2 sin 2 u. 

1 er Cas : « = 0. — En calculant y, 'j», on trouve que l’on peut 
poser 

cp = Re sin jjl 0 -h R cos p 0 L tg ^ 

^ ■■ — Re cos ;* 0 -+- R sin p 0 L tg ~ * 

S1I1 U 

En particulier, si l’on prend ,a 0 — 0 

<P~=RLt.g“, | = — r«, 

ce qui conduit à l’identité 

R 1 (du 2 -+- sin 2 wh>*) — sin 2 u(d<p 2 I- d']/ 2 ) 


qu’il est facile de vérifier. 

p 

Les courbes X = eonst., Y -- const. correspondent à 

u — const., v = const. 

I^es méridiens et les parallèles sont donc représentés par des 
parallèles aux axes. On a la projection de Mereator. 

On appelle « loxodromie » une courbe qui coupe tous les méri- 

P, *2 

diens sous un angle constant «. Les angles étant con- 

o 

serves dans la représentation, la courbe transformée sera 

donc une droite 


X = Y tg a -t- n. 
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T)’où l’équation 

RL tg ^ — — Rf tg y- i- n. 


ou 


•g 


n 

2 


On peut déterminer C et ni de manière que cette loxodromie 
passe par deux points donnés de la sphère. 
fj \ 

II. a ;zf 0. — Si a ;zf 0, on trouve, dans ce cas en sim¬ 

plifiant par une rotation convenable autour de oz. 

L). i ^ i I»» , i M • 

cp ^ lt tg ^ cos tg ^ sin 

En particulier, si a = J 

Ÿ — R tg J* cos c, — II tg ^ sin c, 

/c = 1 - 

r» n 

2 cos' 2 
d 

On a donc l’identité : 


W(du~ -h sin 2 udv~) — 4 cos 4 l ^(do- -h eè|> 2 ). 

avec les expressions ci-dessus de o et ’lt. 

Si l’on pose 


X — R tg ^ cos c, Y — Il tg ^ sin 

? 

on voit facilement que le point X, Y est la projection conique 
sur le plan de l’équateur, du point x , y, z (u, e), le point de vue 
étant le pôle austral de la sphère. 

^2 

On retrouve donc la projection stéréographique. 

Enfin si a — — 1, 


2 sin 2 


cos c, 


lg 2 


, R • 

7 — — sin c. 

U 

t-S ô 


Carrur. — Cours de calcul di fférentiel et intégrai. II. 


kl 
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On a la projection stéréographique, le centre étant le pôle boréal* 
Reprenons les formules générales 

A 7 u 

p — -K tg 0 cos w 
a A 

J* = -R tg 2 sm 

Supposons pour simplifier U = 1 ; soient X, Y les coordonnées 
du point sur la carte, p, les coordonnées polaires de ce point 

vr 1 x a ^ vr 1 x a M . 

X •= " tg 2 cos w, Y = ~ tg 2 8in ap * 

O 

On aura 

1 . 

P = a tg 2 ’ w = «*- 

Or, si nous faisons la projection stéréographique ayant pour 

O 

centre le pôle austral, le rayon vecteur r du point m pers¬ 

pectif de M serait r = tg 2 et l’angle polaire serait v. 

P , ri 

On a donc les relations simples 
w — ôte, *p = r a . 

OJ 

1° L'angle polaire s'obtient par multiplication de l'angle 
polaire de m par un facteur constant a. 

2° Entre les rayons vecteurs du point de la carte et du point sté¬ 
réo graphique) on a la relation 7.0 = r*. 

3° Les arcs ds de la sphère , dï de la carte et do , 1 , cie la carte stéréo- 
graphique sont liés par les relations 


^ ds = r a <h, = rdc. 
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APPLICATIONS DIVERSES 


Sommaire. 

Surfaces enveloppes de sphères : Surfaces dont toutes les lignes de courbure sont 
des circonférences : par inversion d’un cône, d’un tore. 

Surfaces lieux de cercles. 

Systèmes triples orthogonaux : Théorème de Dupin. — Double démonstration. 
— Application aux quadriqucs. — Applications. 

Familles de surfaces à trajectoires orthogonales planes : Intégration sans signe de 
quadrature, des courbes trajectoires. — Cas où l’équation de la famille est 
à variables séparées. — Cas où la famille est également une famille de Lamé 


I. — SURFACES ENVELOPPES DE SPHÈRES 


Nous avons étudie les surfaces développables, enveloppes d’une 
famille de plans dont l’équation dépend d’un paramètre. 

a, ; 

Pour généraliser, nous pouvons étudier les surfaces enve¬ 

loppes d’une famille de sphères dont l’équation dépend d’un para¬ 
mètre. 

'H 

Une sphère de la famille aura une équation de la forme 

(1) (x - * 0 )* T- (y - i/o) 2 -+-(*- zo) 2 - R 2 = 0. 

C 

Les coordonnées x 0 , ?/ 0 , z 0 et le rayon R seront fonctions 
d’un paramètre t. Le centre O décrira donc une courbe. 

ôi, a 

Pour obtenir l’enveloppe, il faut dériver l’équation (1) 

(2) (x — x 0 )x 0 ' -H (y —- 1 / 0 ) 2 /</ H- (z — z 0 )z<>' RR' == 0. 
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La caractéristique est définie par les équations (1), (2) : 
c’est donc un cercle, dont le plan est perpendiculaire à la direc¬ 
tion .r' 0 , //' 0 , z' 0 , c’est-à-dire à la direction de la tangente en 0 à 

p 

la courbe lieu du centre. Les résultats sont évidents géouié 

trique nient. 

(O 

La surfait* enveloppe est donc une « surface cerclée. ». 

7 2 ^ 

Lhaque sphère touche M’enveloppe suivant un cercle. 

Donc les normales à la surface enveloppe en tous les points du 

cercle passent par le centre 0 de la sphère. Les normales 

engendrent donc un cône, surface développable. 

"J, 7o 

( fiacun des cercles caractéristiques est dont' ligne de cour- 
hure de la surface enveloppe IL 

Lu particulier, si R est constant, d’après (2), le plan du 

cercle passe par le centre de la sphère. La surface a donc un de ses 
rayons de courbure principaux constants, égal à II. 

L 

La surface est dite « surface canal ». Elle est engendrée 
par des cercles, de rayon constant, menés dans chaque plan normal 
à une, courbe quelconque et ayant leur centre sur la courbe. 

Dans l’étude des lignes de courbure d’une surface, nous avons 

*2 

vu que les normales à une surface sont, en général, tangentes, 

aux deux centres di; courbure principaux, aux deux nappes de la 
développée, lieu des arêtes de rebroussement de l’une et de l’autre 
famille de normalies. 

c, ü 

Dans le cas actuel, les normalies correspondant à cette 

première famille de lignes de courbure que sont les cercles carac¬ 
téristiques, se réduisent à un cône et l’arête de rebroussement se 
réduit à un point, centre de la sphère, premier centre de courbure 
principal. 

La première nappe de fa développée se réduit donc, dans 
ce cas , à la courbe heu des centres. 

*2 

Mais les normales MO seront aussi tangentes, au deuxième 

centre de courbure principal de la surface, à la deuxième nappe 
qui sera, en général, une surface. 

•V 

Les réciproques sont vraies. 
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3 

Thkohkmk. — 1° Si une surface admet pour une des 

familles de lignes de courbure des cercles , cette surface est l'enveloppe 
d'une famille de sphères à un paramètre. 

r, \ 

Si la surface admet un cercle comme ligne de courbure, 

72 

d’après le théorème de Joachimsthal, le plan de ce cercle 

d 

coupe la surface suivant un angle constant. Les normales 

à la surface le long du cercle sont donc, également inclinées sur ce 
plan et concourent donc en un meme point L de l’axe du cercle 

Tt 

(qu’elles rencontrent eertainement, puisqu'elles sont situées à 

chaque instant, dans le plan normal au cerclei Si alors on 

considère la sphère mobile ayant son centre en (’ et qui passe par le 
o 

cercle, elle est tangente à la surface en tous les points du 

cercle. La surface est bien l’enveloppe de ces sphères mobiles. 

-v 

Réciproque. Si l'une des nappes de la développée se 

réduit à une courbe , c'est-à-dire si l'un des centres principaux dé¬ 
crit une courbe, la surface est une enveloppe de sphères. 

P 

Ln effet, par hypothèse, lorsque le point M décrit la ligne 

de courbure (] l5 le centre de courbure correspondant est fixe en (’ 4l . 
Nous savons que si un segment de droite l se déplace en s’appuyant 

7 2 

sur deux courbes données, si ds et ds 1 sont les arcs élémen¬ 

taires décrits par les deux extrémités et si o et cq sont les angles 

du segment avec les tangentes aux arcs, la variation dl du 

segment a pour expression 

dl -- -— ds eos — dsi cos ©|. 

Dans le cas actuel, l’une des extrémités du segment 
étant fixe, l’autre décrivant un arc perpendiculaire au segment, 

ds y -= 0, cos © — 0, Donc dl ~ ~ 0. 

fo i, 

Le segment ML l5 a doue une longueur constante. Si 

donc, de (\ comme centre, on décrit, une sphère de rayon Lj,M, cette 
sphère touchera la surface en tous les points de la ligne de courbure. 
La surface est donc bien l’enveloppe de cette famille de sphères. 
En général, la deuxième nappe de la développée est une véri- 
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table surface. Mais il peut arriver que cette nappe se réduise 

d 

également à une courbe. Dans ce cas, on voit que le deuxième 

système de lignes de courbure de la surface est également formé de 

tu 

cercles. fxi surface peut être alors considérée , de deux ma¬ 

nières différentes , comme Venveloppe d'une famille de sphères. 

Ces surfaces à double famille de lignes de courbure eir- 

culaire existent-elles ? On connaît des solutions évidentes : 

Pour un cône de révolution, les lignes de courbure sont les géné- 

*2 

ratrices et les parallèles du cône. Pour un tore, les lignes 

de courbure sont les méridiens et les parallèles. 

Nous démontrerons que : Si l’on transforme une surface par 
inversion quelconque, les lignes de courbure de la surface trans- 

<J/ 

formée sont les transformées des lignes de courbure de la 

surface donnée. En d’autres termes : U inversion conserve les lignes 
de courbure . 

D’autre part, par une inversion, un cercle se transforme évidem- 

a, d 

ment en un cercle. Si donc on transforme, par inversion 

r, o 

quelconque, un cône de révolution ou un tore, la surface 

transformée sera une surface dont les deux familles de lignes de 
courbure seront circulaires. 

Surfaces dont toutes les lignes de courbure sont des circonfé* 

rences. — Nous allons montrer que inversement : 

Toute surface dont les deux familles de lignes de courbure sont 
des cercles peut être engendrée par inversion d'un cône ou d'un tore. 

*2 J 

La surface, par hypothèse, peut être considérée de deux 
manières différentes comme l’enveloppe d’une famille de sphères. 

Considérons trois cercles C 1? C 2 , C 3 , d’une première famille de 
lignes de courbure et les sphères correspondantes 2 l7 2 2) 2 3 . Consi¬ 
dérons, d’autre part, un cercle C' de l’autre famille, rencontrant 
les premiers en M l5 M 2 , M 3 et la sphère 2’ correspondante. 

P 

Au point M x , les sphères 2 1 et 2 ' sont tangentes entre 

7T tu 

puisque tangentes toutes deux à la surface. La 


elles, 



APPLICATIONS DIVERSES 


743 


sphère variable 2' se déplace donc de manière à rester tangente 

O 

à trois sphères fixes . : la surface peut déjà être considérée 

comme l’enveloppe de cette sphère 1'. 

Cette sphère variable, en effet, ne dépend plus que d’un seul 
paramètre. 

Nous obtenons ainsi une définition géométrique de la surface. 

Il est d’ailleurs aisé d’obtenir le lieu du centre de cette sphère 2'. 
£ p, o 

Si O x , 0 2 , 0 3 , sont les centres des trois sphères fixes, 

0' est évidemment sur un hyperboloïde de révolution autour de 
0 2 0 3 et de foyers o„ o 3 , car 

O'Ot — O'O, — dz (R, — R s ) 

et de même, 0 est sur un hyperboloïde de révolution de foyers 

P, *2 

0 3 , Oi- Ces deux hyperboloïdes de révolution, ayant un 

foyer commun 0 3 , peuvent être considérés comme tangents, le long 

io 

d’un cercle, à la sphère de rayon nul ayant pour centre O v 
Les deux hyperboloïdes se coupent donc suivant une conique qui 
sera le lieu des centres de 2C. 

'h» > 

Par inversion d’un cône. Nous allons montrer que 

la sur/ace est nécessairement la figure inverse d'un cône de révo¬ 
lution. 

Si les trois sphères fixes 2 lf 2i 3 se réduisaient chacune à un 

$i, o 

plan, la surface enveloppe de qui serait constamment 

tangente à ces trois plans, serait bien le cône de révolution inscrit 
dans ces trois plans. 

Nous allons ramener le cas général à celui-ci. En effet, 

î 

les trois sphères 1 2 , 1 3 se coupent en deux points réels 
y. 

ou imaginaires 1\, P 2 . Si l’on prend un de ces points comme 

o 

pôle d’inversion, les trois sphères se transformeront en trois 

plans et la sphère variable, tangente aux trois sphères, en une 
sphère tangente aux trois plans. Elle enveloppe donc un cône de 
révolution et la surface considérée est donc bien l’inverse d’un cône 
de révolution. 

Cette surface générale, à doubles lignes de courbure circulaires, 
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peut être soit du troisième, soit du quatrième degré suivant que 
le pôle d’inversion se trouve ou non sur le cône à transformer. Elle 
se réduit, même au cône lui-même si le pôle est au sommet. 

On pourrait également transformer un tore par inversion. Mais 

le tore lui-même, doit être la transformée par inversion 

TC 

d’un cône. En effet, les cercles méridiens du tore rencon¬ 

trant l’axe de révolution en deux points réels ou imaginaires. 

2 

En prenant l’un de ces points comme pôle d’inversion, 

ces cercles méridiens se transforment en droites passant 
par un point fixe, transformé du deuxième point commun des 
cercles. Le tore se transforme donc bien en un cône de révolution. 

Par inversion d’un tore. Mannheim a démontré, directement 
et très simplement, que la surface générale pouvait être obtenue 
par inversion d’un tore. 

En effet, comme nous l’avons vu, la surface peut-être considérée 
comme l’enveloppe d’une sphère 2' qui reste tangente à trois 
sphères fixes 2^, w 2 > 2Î 3 . 

Il existe un cercle L orthogonal à ces trois sphères. 
y ' ^ 

Si nous transformons la figure par inversion, en prenant 

o 

pour pôle un point quelconque de L, ('. se transformera en 

une droite d, les sphères 2 } , —3 en trois sphères 2\, 2' 2 , 2'. 

La droite* d devant être normale à ces trois sphères transformées, 

r 

les trois sphères ont leur centre en ligne droite. 

La sphère variable se transforme en une sphère S' qui reste 

£ 

tangente à ces trois sphères transformées. Considérons alors 

un plan quelconque passant par d et les sections des sphères cories- 
pondarites, puis un cercle I’ tangent à ees trois cercles de 'section. 

°i> 0 

la» sphère S' ayant pour centre le centre de L et passant 
par L sera évidemment tangente aux trois sphères 2 ly 2%, 2 3 . 

°i > 0 

L’enveloppe* de cette sphère S' sera évidemment le tore 

to 

engendré par la rotation de V autour de d. Lu surface 2 

enveloppe des sphères 2' est donc bien l’inverse de ce tore.j 
La surface générale porte le nom de « Lyclide de Dupin ». 



APPLICATIONS DIVERSES 


745 


Nous indiquerons quelques propriétés de ces surfaces : 

Mlles sont en général du quatrième degré et admettent le cercle 
de l’infini, comme ligne double. 

Lorsque la surface est du troisième degré, elle passe par le cercle 
de l’infini. 

Les surfaces admettent quatre points doubles. 

Les normales à une surface rencontrent deux courbes 

fixes, qui sont deux coniques, lieu des centres de l’une et l’autre 
fa mille , de sphères. Les deux coniques sont deux coniques focales 
l’une de l’autre. 

o 

Dans le cas du tore, T une des coniques est un cercle 

lieu des centres des cercles méridiens, l’autre est l’axe de ce cercle, 
axe de révolution. 


II. — SURFACES LIEUX RE CERCLES 


Disons quelques mots sur les surfaces qui peuvent être consi¬ 
dérées comme engendrées par un cercle variable. 

Nous adopterons le même mode d’étude que pour une surface 

°i* ; 

réglée. Les équations d’un cercle, sous leur forme générale 

la plus réduite, sont 

(1) z 4 - y.r -)- r Zy t- v — O 

(2) :r~ -h y- I - z 2 I a.i -H by h c 0. 

p 

Mlles dépendent de six fonctions d’un même paramètre 

variable t. 

2 , ; 

Nous allons d’abord déterminer le plan tangent en un 

^ i » <*2 

point x, //, z de cette surface. Comme nous l’avons fait 

pour une surface réglée, nous chercherons à établir une relation 
linéaire et homogène entre les accroissements dx. dy , dz , quand on 
se déplace sur la surface. 

Mn différentiant les équations (li, (2), on obtient 


dz -t- mLi -t- pdy -f (dx ?'y - H -;')dt = 0 
(2x t- a)dx L (2// -h b)dy -t- 2 zdz -t- (dx -p- b'y {- c)dt == 0. 
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On obtiendra la relation linéaire et homogène cherchée, 
en éliminant dt entre ces deux équations, ce qui donne 

dz -+- otdx -+- fidy _ dx }- $'y -f- y 

(2x -f- a)dx ~b (2t/ -+- 6)dvy -+■ 2zdz a'x -h fc'iy -h c' 
d , a 

Cette relation exprime que ce déplacement est parallèle 

? 

à un certain plan. Pour obtenir l’équation du plan tangent, il 

suffit donc d’y remplacer dx, dy, dz par (X — x ), (Y — ?/), (Z — z). 
L’équation de ce plan est donc 

(Z — z) ,(X—*) + S(Y — î/) 

1 ' (2® -h a)(X-— x) -h (-y -t- b)(Y — y) + 2z(Z — z) ~ a® + % -h c' ‘ 

Pour obtenir tous les plans tangents en tous les points 
d’une même génératrice circulaire, il faut dans cette équation 
donner à t une valeur particulière / 0 , et faire varier .x, i/, z sur le 
cercle (!) (2). 

*i» v 

Pour se rendre compte comment varient ces plans, nous 

pouvons, pour simplifier, supposer que nous avons pris le plan 

des xy comme plan du cercle. Nous devons donc sup¬ 

poser que, pour la valeur t 0 considérée, on a « 0 = |3 0 = y 0 = 0 les 
coordonnées du point satisfaisant à 

z — 0, x 2 -h iy 2 -+- a 0 x H- b 0 y c 0 = 0. 

L’équation du plan se réduit alors à 

Z __ -t- (V*/ 

(2x a 0 )(X — x) -+- (2y +- b 0 )( Y — y) a</# -4- b 0 'y H- c<>' 

Si nous posons 

flo % 4- èo î/ 4~ c</_^_ Po 

Pn'ÿ 4- Y</ _ Qo* 

Cette équation se met sous la forme 

(4) (2® -h <* 0 )(X — x) h- (2y l- fc 0 )(Y — y) — XZ = 0. 

? 

Sous cette forme on reconnaît que l’on a l’équation du plan 
tangent à la sphère 

(5) X 2 -h Y 2 -h Z 2 h- a (J X 4- b 0 Y -f- c 0 ~XZ =-. 0 

au point a-, y, z — 0. Or, cette sphère passe par le cercle choisi» 
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Inversement, si l’on se donne X, on aura une sphère 

passant par le cercle, qui sera tangente à la surface au point x y y 
à la seule condition que l’on ait 

a 0 x 4- b 0 'y -+- c 0 ’ -- + eo'y ■+* V), Q 0 — XP 0 = 0. 

(u 

Le point a?, y sera donc l’un des points d’intersection du 

cercle avec la droite Q — XP = 0. Or cette droite passe 

par un point fixe, le point de rencontre des droites Q — 0, P = 0. 
On a donc le théorème : 

Théorème. — Etant donnée une surface cerclée quelconque , une 
sphère quelconque passant par Vun des cercles est tangente à la surface 
en deux points MM'. Lorsque la sphère varie , cette droite MM' passe 
par un point fixe du plan de ce cercle . 

Si l’on considère les sphères (5) qui passent par le cercle fixe, 

7 2 

on peut définir le rapport anharmonique de quatre sphères 
par le rapport anharmonique des quatre plans tangents en un point 

du cercle (plans qui passent par la même droite). Ce rapport 

anharmonique est aussi celui des quatre centres des sphères 
lequel est le même que le rapport des quatre valeurs deX, c’est-à-dire 
enfin le rapport anharmonique des quatre droites de contact. 

(o 

Donc : 

Théorème. — Le rapport anharmonique de quatre des sphères 
est égal au rapport anharmonique des quatre cordes de contact. 

Voyons maintenant ce qui arrive si deux surfaces cerclées passent 
par un même cercle. Nous allons montrer que ces deux surfaces 
sont, en général, tangentes en quatre points. 

©i, 9 

En effet, il suffit qu’elles admettent en un point, même 
sphère tangente. Or, les points où l’une des sphères (5), supposée 
donnée, sera tangente à la surface S seront les points d’intersection 
du cercle avec une certaine droite d’équation 

Q _ Xp = 0. 

^1 

De même, cette même sphère sera tangente à la deuxième 
surface S' aux points d’intersection du cercle avec une droite dont 
l’équation sera de la forme Q' — XP' == 0. 

P 


(6) 


Pour que ces points coïncident, il faut et il suffit que 
QP' — PQ f = 0. 
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(•) 

Les points x , y seront donc les points d’intersection du 
cercle avec cette conique ((>). Les deux surfaces sont doue bien tan¬ 
gentes en quatre points. 

Pour que deux surfines cerclées, passant par un même 
cercle ,, se raccordent tout le loni; de ce cercle , il suffit donc qu elles 
soient tangentes en cinq point a. 

III. — SYSTÈMES TRIPLES ORTHOGONAUX 

Tiimohi mm m<: Di im.n. Nous allons dénioiitre.r un théorème 
célèbre du à Dupin qui a été l’origine de travaux considérables sur 
les « systèmes triples orthogonaux >. 

Considérons trois équations de la forme 

( 0 /(•■**• ih z ) = ?«• ?(*, u, 2) = ?i, 'H*, y, 2) “ ?:«. 

S ' 

Lorsqu’un donnera à p x des valeurs constantes successives, 
la première représentera une famille de surfaces que nous dési¬ 
gnerons sous la notation « surfaces = const ». Nous aurons de 
même les familles o 2 — const. et = const. 

°i 

Par tout point de l’espace, passe une surface et une seule 
de chacune des familles, si comme nous le supposons, les fonctions 
sont bien déterminées en ce point. 
a i. 5 

Inversement, si pour des valeurs de ;r, y , z, le déterminant 
fonctionnel est différent de zéro, on pourra résoudre les 

trois équations (I) par rapport à x,y, z et on obtiendra les expressions 
de x , y, z en fonction des paramètres p l9 p 29 o 3 . 

On dit que o l9 ,o 2 , p 3 représentent un système de « coordonnées 
curvilignes » du point M. 

Par exemple, si l’on pose 

/ -» -, .> y k/x* -h y 1 

vz ~+~ y “ ~L 2“ — arc tg " -- ? 2 , arc tg p». 

o 

On pourrait obtenir inversement 
x — p, sin p ;J cos p 2 , y p, sin o 3 sin p L >, z — p, cos p :1 . 

Les surfaces p, —- const. sont des sphères de centre 0 ; les 
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surfaces p 9 = const. sont des plans passant par Oz ; les surfaces 
p 3 = const sont des cônes de révolution autonr de Oz. Dans le 

P 

cas particulier actuel, on reconnaît que les surfaces de chaque 

famille, passant en un point quelconque de l’espace se coupent deux 
à deux à angle droit. On dit que ces trois familles de surfaces forment 
un « système triple orthogonal ». 

<*, Ç 

Nous sommes donc amenés à considérer toutes les familles 
de surfaces qui jouissent de la même propriété, cest-èi dire qui soient 
telles que deux des surfaces quelconques de deux familles différentes 
se coupent en tout point commun à angle droit. 

P. « 

On obtient immédiatement les trois conditions 


<>?, 

cV> 

ÔO 

-h ' ■ 

cV> 

-b 


dy 

i)X 

àx 

*y 

*y 

dZ 

ÙZ 

<><!/ 

. *f 


.?/ 

4- 


, ^ 

àX 

dX 
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*y 


dZ 

ÙZ 
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dcp 

dX 

i\V 

«y 

<\v 


i)Z 

i)Z 


Ainsi, les trois fonctions /, y, '.[/doivent satisfaire à trois équations. 
On conçoit donc que, en général, il ne soit pas possible de choisir 

arbitrairement l’une des fonctions, mais que l’une d’elles, /, 

par l’élimination des deux autres cp et '}>, satisfasse à une ou peut- 
être plusieurs équations. 11 est bien évident d’ailleurs que les équa- 

* 

tions auxquelles devra satisfaire f ou seront les mêmes 

que celles auxquelles devra satisfaire /. 

Nous n’effectuerons pas l’élimination de deux des fonctions <p et 
par exemple. Bonnet, puis Cayley et Darboux ont démontré que : 

La condition nécessaire et suffisante pour quune famille de sur¬ 
faces f(x, y , Z) — p puisse faire partie d'un système triple orthogo¬ 
nal est que la fonction f(x , /y, s) satisfasse à une seule équation aux 

dérivées partielles du troisième ordre, 
d 

On connaît ainsi le caractère de généralité possible du pro¬ 
blème . Toute famille de surfaces /(#, ?/, z) — p telle que la fonction 
/(#, y,z) satisfasse à l’équation aux dérivées partielles s’appelle 
une « famille de Lamé ». 

Mais si toute une famille de surfaces donnée, ne peut être, en 
général, une des trois familles d’un système triplement orthogonal 
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une surface déterminée peut toujours être , et d'une infinité de ma¬ 
nières, englobée dans un système triple orthogonal. 

Nous allons montrer,. en effet, que, étant donnée une surface 

+ 

arbitrairement choisie, on peut en déduire une famille de 

surfaces qui la comprenne, faisant partie d’un système triple ortho¬ 
gonal : nous déterminerons les deux autres familles. 

Etant donnée la surface s* portons sur la normale en chaque point 
une longueur constante MM'. Le lieu de M' est une surface S' 

Go 

« parallèle » à la première, admettant en M' la même nor- 

a 

male M'M. Lorsqu’on fait varier la longueur MM', on obtient 

une famille de surfaces parallèles à la surface S 0 . C’est la pre¬ 

mière famille du système. 

Considérons d’autre part sur S 0 les deux lignes de courbure C 1? C 2 
qui se croisent en M. Les normales en tous les points de C l5 par 
exemple, forment une surface développable S x . 

Mais ces normales sont aussi les mêmes pour une quel- 

r 

conque des surfaces S' parallèles è S 0 . Donc les pieds de ces 

normales sur S' sont aussi sur une même ligne de courbure de S'. 

Le plan tangent en M' à la développable S t est le plan 

<u 

passant par MM' et par la tangente à la ligne de courbure. Il 

est donc normal en M' à S'. Les surfaces S x et S' se coupent donc à 
angle droit. l)e même, la développable S 2 et S' se coupent aussi à 

°i 

angle droit. Enfin, les deux développables et S 2 qui se 

coupent suivant MM' et dont les plans tangents en M' passent 

respectivement par les tangentes aux deux lignes de courbure de 

(•> 

S'. sont aussi orthogonales. Trois des surfaces quelconques 

S., S a , S' se coupent donc deux à deux à angle droit. 

Les deux familles de développables S x , S 2 correspondant à toutes 
les lignes de courbure du premier et du deuxième système de S, 
constituent les deux autres familles du système triple orthogonal. 

On a donc bien constitué un système triple dont fait partie la 
surface choisie S 0 . 

Ribaucour a indiqué un deuxième mode de formation du sys¬ 
tème triple. 

Dans le cas actuel, comme dans le cas tout à fait particulier que 
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?,R 

nous avons envisagé au début, on constate que les surfaces 

d’une famille sont coupées par les deux surfaces quelconques de 
Ri 

deux autres familles suivant les lignes de courbure du pre¬ 

mier et du deuxième système. 

Nous allons démontrer le théorème suivant dû à Dupin : 
Théorème de Dupin. — Quand trois familles de surfaces forment 
un système triplement orthogonal , chaque surface de l'une des familles 
est coupée , suivant ses lignes de courbure , par les surfaces des deux 
autres familles. 

Première démonstration. — Nous savons que, si on donne 

une surface z = f(x, y) et si on prend pour origine un point O de la 

*2» Ri 

surface, et pour axe des z la normale en ce point, la condi¬ 

tion pour que les axes Ox, O y soient les tangentes aux lignes de cour- 

? 

bure de la surface est que, en ce point, on ait 

à 2 z n 

àxi>y 

C’est là toute notre démonstration. 

Nous allons supposer que nous prenions trois surfaces 
quelconques de chacune des familles, (.es trois surfaces se coupent 

en un point O. Nous supposerons que nous avons pris 

* TC 

pour axes de coordonnées les normales à ces trois surfaces, 

normales qui, par hypothèse, forment un trièdre trirectangle. 
o 

En O les surfaces 


/(*. y, z) = p t , =■(*, y, z) — ?>, <Kæ, y, z) — p 3 
ont donc respectivement pour normale O.r. O y, Oz. 

(O, O 


(II) 


de sorte que, pour l’origine, on a 

*f = <V __ 0 = . ?» _ 0 ^ = ^ == 0 ' 

dy dz " ' ’ dz dx 1 dX dy 


Nous voulons montrer que la surface ^(ar, t/, z) — p 8 , 
par exemple, est coupée par les deux autres surfaces suivant des lignes 

$i, o 

de courbure. Comme les tangentes à ces courbes d’inter- 
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P, <p 

section en 0 sont respectivement 0.r, Oy, il faudra et il 

suffira de démontrer que , pour la fonction que Von déduirait, de Véqua* 

? 

tion y, z) = $ s , on a. à l'origine, la condition 


iVz 
dxdy 


-= 0. 


La démonstration est pour ainsi dire terminée. 

Tout d’abord, pour la fonction z[x, y) définie par 

l’équation implicite i/, z\ — o 3 = 0, calculons la dérivée se- 

o 

conde s. On a successivement 


dd/ oty n 
-h p - ~ 0 


dX 1 dZ 
/ A 2 tL 


dXdy 


d^ 

(1 -(— 
1 dXdZ 


p( d * 4-/1) 

1 \dzdy 1 dz 1 J 


c)<]> 


dz 

d'I 


= 0 . 


Or, pour l’origine, on a p = 0, q — 0, dz ^ 0. 

que, à l’origine, on ait s = 0, il faut et il suffit que 


Pour 


dxdy 


0. 


Cette condition ne peut que se déduire des identités 
auxquelles satisfont les fonctions /, <k 


(I) 


= 0 Vîî. â /.= 0 V^.^ = o. 

jLddx dx 1 a# ’ dÆ 


^1, a 


1 lérivons ces identités respectivement par rapport à .t, z/, 2 
et tenons compte des conditions (II), il restera simplement 


a? 



<> 2 ? 


dxdy 

dz 

dZdX 


. »v 

4- d/ ■ 

b** 

dz 

dydz 

dX 

dxdy 

?/ 

ô 2 9 

, Î2 , 

. 

a# 

dZdX 


dydz 


— 0 
= 0 
m.0. 


On peut considérer ces trois équations comme linéaires et 
homogènes en * [ > Le déterminant de ces quan- 

& djJdZ dZdX dxdy 
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tités est égal à 2 P • ^ • *—. Il est donc différent de zéro. 
àx dy ùz 

ces équations n’admettent, comme solution que 


a 2 / ï> 2 cp __ a 2 ^ 

a?/a z dzàx ùxôy 


(pour l’origine) 


Le théorème est donc bien démontré. 

La surface quelconque 'b(x, y , z) —- o 3 est donc bien coupée au 
point quelconque O, par les deux autres surfaces, suivant les lignes 
de courbure qui passent en O. 


Deuxième démonstration. — Etant donnée l’importance de ce 
théorème, et à titre d’éducation mathématique, nous allons donner 
une deuxième démonstration tout à fait différente, et tout aussi 
normale et naturelle du théorème de Dupin, sans être obligé de 
prendre» des axes particuliers. 

j, ^2 

Nous avons les trois familles de surfaces 

(1) /(a?, y, z) = ?„ «(*, ?/, z) o*, y, z) p 3 

3 

se coupant deux à deux à angle droit, et nous voulons dé¬ 

montrer que, par exemple, une surface — const. est coupée par 
deux autres quelconques des deux autres familles, suivant ses lignes 
de courbure. 

Que savons-nous sur les lignes de courbure d’une surface ? 
n i 

Nous savons que, si les coordonnées d’un point d’une 
surface sont exprimées au moyen de deux paramètres u, e, en dési¬ 
gnant par U, V, W, un système de paramètres directeurs de la nor¬ 
male, l’équation qui donne les directions des lignes de courbure est 



dx 

dy 

dz 

U 

V 

W 

d\] 

dV 

dW 


Il faut donc avoir les coordonnées d’un point de la sur¬ 


face p 3 en fonction de deux paramètres. Nous résoudrons 

donc le système (1) par rapport à :v, y , z en fonction de o l% o 2 , p a 
sous la forme 


x — K( p i, po, p :l ), y f l‘(pi, p 2 , ?.i), z — p,, p 3 ) 


et dans ces expressions, il faudra fai 

Cakrus. — Cours de calcul différentiel et intégral. II 


il faudra faire varier seulement 
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(hi P 2 (q u i jouent le rôle de u y e), si l’on veut que le point se déplace 
sur la surface p 8 , = const. 

(La courbe d’intersection de deux surfaces, = const. p a = const. 

s’obtient, au contraire, en faisant varier o s seulement). 

Nous devons maintenant rechercher un système de para¬ 
mètres directeurs de la normale en un point de la surface p 3 = const. 

Mais puisque les trois familles sont orthogonales deux à deux, 

z,d 

la courbe d’intersection des surfaces o l — const., p 2 ~ const. 


est normale à la surface p 3 = const. Donc d’après la 

remarque faite ci-dessus, les paramètres directeurs de la normale sont 

h — dx v — w — 


Nous devons les substituer dans l’équation (1) et 

montrer que l’équation différentielle en dp ly dfo admet les solutions 

dû 1 = 0, do 2 = 0. 

* * 

01 

En remarquant que 

dx — “(i?, *4* ^d ?i , dV = d ‘ X d ?l l ,V ' T dOi, etc., 
dp, dp. 2 dp ;1 dp, dp;< d>2 

f> ... 

pour que l’équation admette la solution do 2 — 0, il faut et 
il suffit que l’on ait 


dX 

».»/ 

dZ 

dpi’ 

dp, ’ 

à?l 

dX 


dz 

dp/ 

dp a ’ 

dp;, 

d’x 

d 2 y 

d 2 Z 

*p3 dp, ’ 

dp;, dp. 

dp 3 dp 


c’est-à-dire 

(2’) y A xi) p " f:, = 0. 

V ' do a dpi y, Z 

Cette condition ne peut que se déduire des conditions 
d’orthogonalité des surfaces, ou de leurs courbes d’intersection deux 
à deux. 

Les tangentes aux trois courbes 
p x seul variable, p 2 seul variable, o 3 seul variable 

O 

étant rectangulaires deux >à deux, 


(H) S 


dx dx 

mJ dpo dp . 




ri dx dx 
Ldp 3 * dp! 


^ dx dX Q 

SÏmà dp, dp- 2 ” 
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(Ces équations remplacement le sustème I.) 

M 

De la première et de la dernière, on déduit que 
sont proportionnels aux déterminants 


ôX blj dZ 
dp 2 ’ àp 2 ’ dp 2 


<x,r 


D p,,p \ d p«.p» d p,,p \ 

Vf a ’ z t x * X, y 

La condition (2') s’éprit donc 


(3) 


yi ÔX î)\T 

2j dp 


- — 0. 

dp 3 


7 2 

Mais pour obtenir cette condition, on voit qu’il faut 

dériver les équations (II) respectivement par rapport à p u p 2 , p 3 . 
o 

On obtient ainsi 


V 

ÔX 

() 2 x y ôx 

à 2 X 

= 0 


dp-2 * 

dp;) dp 1 Æmmi dp.) 

dpi dp 2 


Y 

d.r 

d 2 .r y 

dp,dp 2 m dp) 

<\'x 

= 0 

— 

bpi 

dp2 dp 

V 

bx 

d 2 X dX 

<) 2 X 

= 0. 


dpi 

dp2 dp3 ' f '-dôpi 

dp.* dp, 


p, (O 

On en conclut évidemment que les trois sommes sont 
séparément milles. La condition {'!') est donc bien satisfaite et 
l’équation (l) admet bien la solution do 2 = 0 et, de même, la solution 
dp l = 0. 

Les lignes de courbure de p 3 — const. s’obtiennent donc bien 
en posant p { const. ou p 2 = const. 

Elles s’obtiennent en coupant la surface parles surfaces des deux 
autres familles. 

On déduit immédiatement du théorème de Dupin une con¬ 
séquence remarquable. La propriété pour deux surfaces de se 
*2 

couper à angle droit est une propriété qui se conserve par 

a 

une inversion quelconque. Si donc on transforme par inver- 

o 

sion un système triple orthogonal, le système transformé 

constituera aussi un système triple orthogonal et par conséquent 
les surfaces transformées se couperont encore suivant leurs lignes 
de courbure. 

6 

Mais nous avons vu qu’une surface quelconque S peut être 
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7:>n 

a 

englobée dans mi système IripJe orthogonal. Si Ton trans¬ 

forme par inversion cette surface et les deux familles de surfaces 

o 

correspondantes du système triple, les transformées des 

lignes de courbure de la surface seront les nouvelles courbes d’inter¬ 
section de la surface transformée S' et des familles transformées. 
Comme le nouveau système est encore triplement orthogonal, 

7 o 

ces courbes d’intersection seront aussi les lignes de courbure 

de S'. On a donc le théorème suivant : 

Th f,ot{ i m k . ----- Par une inversion quelconque, les lignes de tour bure 
d'une surface , se lransjorme.nl en lignes de courbure de la surface 
transformée . 

D’une façon plus abrégée : 

1 ' inversion conserve les lignes de courbure. 

Application du théorème de Dupin aux quadriques. — Considérons 
les familles de quadruples homofocales 

(1) 4- ' / - h ■ — 1 = 0. 

v a — o b — p c — p 

Par un point quelconque de l’espace, passent trois 

de ces quadriques correspondant aux trois racines de l’équation (1) 
en r j qui exprime que la quadrique passe par le point supposé donné, 

.r, t/, z. Tes trois racines sont toujours réelles séparées par 

x, c, b, a , en supposant c <é b <é a • 

Si l’on désigne par fa, fa, fa ces trois racines, on a trois surfaces 
homofocales qui se coupent en M(;r, ij, z). 

7, ' 

Inversement., or pourrait déduire x, y, z, en fonction de 
° 3 ' <kn résolvant les trois équations obtenues en remplaçant 
dans (P, r j par fa, fa ou fa. Pour effectuer cette résolution, le moyen 
le plus simple consiste à remarquer que l’équation 



= . ? , P 

admet, par hypothèse les racines fa, fa, fa et que l’on 

a, par conséquent, une identité de la forme 

■r 2 ?/ 2 _ , z 2 __ , _ (? - pt)(p — p*)(p — P») 

o b — p c — p " (a — o) (/> — o) (c — p) ’ 


a 
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en remarquant, que les deux membres prennent la valeur — 1 

fo, 7 2 

quand o augmente indéfiniment. C’est donc comme si 

l’on avait décomposé la fraction rationnelle du second membre en 
fractions simples. Les coefficients des fractions simples .r 2 , y 2 , z 2 
7 2 

s’obtiennent par la méthode habituelle. On a donc immé¬ 

diatement 


(a - p,) (a -- p 2 ) (a - p ;! ) 2 ^ (é — ?*) ( b ~ 

(b — a) (c —- a) ’ ' (a — b)(c — b) 

2 (Ç — Pi) (c — p>) ( C — 0:t) _ 

(é — c) (a — c) 


Si dans ces formules, on laisse, par exemple, constant, le point 
x, ?/, z, décrit une surface o x = const. On a de même les familles 
|>2 const., -- const. Chacune de ecs familles est formée de 

quadriques (I). 

1, 'h 

Il est. aisé de montrer que deux .surfaces (fuelcomjues 
0 2 = const., — const. se coupent à a utile droit. 

°i« S 

Les paramètres directeurs de la normale à la surface 

r J9 — const. sont <*n effet ------ , T -~-—, 2 ; de même, ceux de 

i £ a — p 5 b — p 2 c — pi ’ 


la normale à — const. sont , 

I a - 0;, b • 

3 

( )ri devrait donc avoir 


pu C — p :t 


:r . a * + // . _// 
a — p2 n — O3 b •- p 2 t) — 

Mais on a séparément 




= 0. 


a — p2 





0, 


a 

En retranchant ces deux équations membre à membre, on 
obtient bien la condition précédente. 

Les trois familles de quadriques homofocales forment donc un 

î, 7 2 

système triple orthogonal. Si nous appliquons le théo¬ 

rème de Dupin, les lignes de courbure de la surface o l9 par exemple, 
s’obtiendront en coupant cette surface par les surfaces des deux 
autres familles c’est-à-dire par les quadriques o 2 — const. ou 
p 8 = const. 
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En particulier, 


s’obtiendront 


les lignes de courbure de l’ellipsoïde 



en coupant cet ellipsoïde par les quadriques 


x 2 


a 2 — p 


~b 




-1 — 0 


correspondant aux racines comprises dans les deux intervalles 
— oo, c 2 , à 2 , a 2 qui ne comprennent pas zéro, c’est-à-dire en donnant 
à p ê et o 3 les valeurs comprises entre c 2 et b 2 et entre h 2 et a 2 . 

Les surfaces correspondantes sont un hyperboloïde à une nappe 
et un hyperboloïde à deux nappes. 


Paraboloïdes. — Si l’on considère l’équation 


( 1 ) 



- 2z -4 X 0, 


elle représente un paraboloïde. Par un point quelconque de 

l’espace passent trois de ces paraboloïdes, qui se coupent deux à deux 
(•) 

à angle droit. Les trois familles de surfaces correspondant 

aux trois valeurs de / séparées par 


— c», p'\ y 2 , -I- a», (p < q) 

forment, donc un système triple orthogonal. 

'h 

On aura, en particulier, les lignes de courbure du para- 

oïde. 



en coupant ces paraboloïdes par les deux paraboloïdes 


a ; 2 





— 2z -h X = 0, 


équation dans laquelle il faut donner à À, soit la racine comprise 
entre p 1 et gr 2 , soit la racine comprise entre q 2 et + oo. 


Détermination du système triple connaissant une famille. — Si l’on 

sait qu’une famille de surfaces donnée, soit f(x , y, z) — p , cons- 

£ 

titue une famille de Lamé, voyons à quoi revient la déter¬ 

mination du système ti iple. 
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a 

Il faudra d’abord intégrer l’éqUation 

(i) d l. ,y > H _ è f . d ? — o 

' ' dX dX dy dy dZ dZ 

d l, 

ày’ àz) 

*2 

Nous savons que l’intégration de cette équation est ramenée 
à l'intégration du système différentiel : 

dx _ dy _ dz 

df — .->/ — »/■ 

dx dy ôz 

d 

On en déduit la forme générale des fonctions f(x y y, z) 
dépendant d’une fonction arbitraire de deux variables. 

De môme la fonction ^(x, y , z) sera déterminée par la 

meme équation (1) et par conséquent, d a la môme forme générale 

°i» P 

que y. fl reste encore à satisfaire à l’équation 

a C5 d'V (Vy (Vj/ (Vy cV-i/ r\ 

• • r i T • T -1- -* • ‘ = 0 

dx dx dy dy dz dz 

qui pourra certainement être satisfaite identiquement pour des 
valeurs déterminées des fonctions arbitraires dont dépendent y 

7T 

et di puisque / est solution de l’équation aux dérivées par¬ 

tielles. dette dernière condition déterminera donc les fonctions 

? el f 


. , . , , dC de de / A df 

qui est linéaire et homogène en —M car on connaît 

n dx dy dz \ a# 




760 


COUHS DE CALCUL D T F F K 11 E NTIE L ET INTÉGRAI, 


? 

Cette intégration est ramenée à celle du système 

dx dy dz 

y z zx xy * 

On en déduit les combinaisons 


xdx f z dz = 0, y dy -f zdz = 0 

et par suite 

X~ -t- z~ — z, y 2 | z 2 = p. 

(O, 

La solution générale de l’équation (!') est 
?(*, 2b z) “ î'(.r s t - z' 2 , //* 4- z 2 ) — tf(«, P) 
désignant une fonction arbitraire de a et /S. 

De même on aura 

*H*L //» -) ” î7 i0 ; ' 2 ^ z 2 , -H z") = î*i(«, P). 

a 

Ecrivons alors, la troisième équation 

V ^ = 0. 

Mmi ÔX <\V 

En explicitant on obtient, 

dX i)X 


( 2 ) 


a;T' 

dif, dfF ai c, 


a:T\ / rt;ï. 

, dtf'A 

dot 

X -t - y , • y — ' 

dz ''dp ai 

! z 

\ d ot 

1 Ô ;J x : ( rtc 

ap ) 


Comme fï et fï\ ne dépendent que de 7 ., fi x , 


0. 


prenons 


comme variables indépendantes 7, fi, z ; l’équation (2) deviendra 
+ ( - "“ > os ■ d& + ” 1 rtc + ùï ) l rtc + W ) - u - 


(3) (c — z 2 


dOt î) 0 C 


P 


Il faut que cette équation soit identiquement satisfaite quels 
d 

Elle se résoud donc en deux équations 


que soient 2 , fi, 


(4) 

(5) 


ar 


d# . u O 

dot dot dp dp 

d# dît, afF a$, __ 0 

dot dp dp dot 
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On a donc deux équations (!) (5) pour déterminer les fonc¬ 
tions fr, : Le problème est possible. 

p 

Or les équations sont homogènes par rapport aux dérivées. 

* 1 . 7 

Si l’on pose 


aiT 


d3f 


rti A ’ 


«p 


elles deviennent 


2/1 [JL f p r— 0, 

O 

il 

+ 

Elles donnent par suite 

U 

A ’• 

a 

Si nous prenons 


A - 


on aura 



_ v /?. 


’ 2 

r n 


Les fonctions #(«, jS), 

x(a, |j') satisfont donc 

?»rT' 

<*F, 

02 . / i 

t)2 / ( P 


dS, " ~ V 2* 

dS 



La première s’écrit 


, M - 


dir 

V'jf- 


Son intégration revient à l’intégration de l’équation 


dot __ dfi 
\/ a —\ r p 

Par suite 


c.-à-d. \ 2 -4- \/$ = const. 


De 


“) = °(v a -t- V^)* 


*.(», !*) — \/f0. 
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5 et 0 X étant arbitraires. 

c> 

Les deux autres familles du système triple sont donc 

°(\ /a \ /r p) = p2j °i(\/ a — l/P) = P‘>* 

ou simplement 

V a s/'p = pu, v' a — n/P = Pa, 

c’est-à-dire enfin 

v/æ* -f- z* -t- vV 2 -+• z ' 2 = p 2 , \/- r " -u z ' — s/y* ■+■ z ' 2 = pa. 

Telles sont les deux familles qu’il faut adjoindre à la famille 
---- o pour obtenir un système triple orthogonal. 

^ 2 » «1 

Kn appliquant le théorème de Dupin, on voit que les 

lignes de courbure de la surface — p, s’obtiennent en les coupant 
par les deux autres familles de surfaces ci-dessus. 

Ces surfaces ont une signification géométrique simple : 

* 

Si l’on désigne par d x , d^ les distances d’un point M aux 
axes o.r, oy, on a les conditions 

d\ -f- d-t •= p 2 , di — ~ P:$. 

fo 

Pour tout point d'une ligne de courbure de = p, la somme 
ou la différence de ses distances aux axes ox, oy est constante. 

IV. -- FAMILLES DE SURFACES A TRAJECTOIRES 
ORTHOGONALES PLANES 


Enfin, nous dirons quelques mots d’une étude qui conduit à une 
équation qui a la plus grande analogie avec celle qui détermine 
les familles de Lamé et qui est susceptible de fournir de nombreux 
sujets de recherches. 

C’est l’étude des familles de surfaces dont toutes les trajectoires 
orthogonales sont des courbes planes. En employant des notations 
de mécanique, c’est l’étude des champs de forces tels que toutes 
les lignes de forces soient des courbes planes. 
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Ce sujet, étudié en particulier par Ribaucour, Darboux, a cons¬ 
titué la Thèse de l’Auteur. 

Si l’équation de la famille de surfaces est 

(1) f(x, //, z) = P 

les équations déterminant les trajectoires orthogonales sont 

( 2 ) d,__d^dz^ dt 

cl 

L’intégration donnerait des résultats de la forme 

x — <p(£ d, c,), y — ']/(!,, Ci, c*). z - 0 (t. ri, o,) ? 

o 

Si ces trajectoires sont des courbes planes, on doit pouvoir 

déterminer des constantes m, n, p, q , telles que l’on ait quel que 
soit t. 

mx ■+■ ny -h- pz h q — 0. 

7 

Par suite, en dérivant trois fois, on en déduirait la condition 


(3) 


I) = 


x y z 

x y" z 

x"' y"' z w 



o f a 

Il suffit de développer ce déterminant pour obtenir 

l’équation à laquelle doit satisfaire la fonction f(x, y , z). 

w 

Des équations (2) on dé t d’abord 


Par suite 





- //• 


- /v/; -h ^ f~u 


et des formules analogues pour y\ z', y ", z". 

p 

On remarque que le second membre est la demi dérivée, 

par rapport à t, de la fonction 


u — /j / 2 "+ fj* -h U 1 - 

On a donc 
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et enfin 


2 '• "V;/ f u "J'z = ? 'l u 'x 

■en introduisant une notation connue 


?j u v — o 0 ti — e/u/ • f- 

Par suite, l’équation (3) devient 


(3') 


I) 


// /,; /=; 

U / ' </,/ 1/ 

V'/ Vf»/ v<=' 


=1 0 . 


C’est l’équation aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire 
la fonction f(x, y , zL 

C’est une équation fort compliquée, qui, complètement déve¬ 
loppée comprendrait 2 2 • 3 4 --- 324 termes. Klle est linéaire par rap¬ 
port aux dérivées du troisième ordre. 

Elle est d’une forme analogue à celle qui détermine les familles 
de Lamé. 11 y a même identité absolue , entre les ensembles de 
termes ne renfermant aucune dérivée du troisième ordre (soit 162 
termes). 

Dans sa Thèse, l’Auteur a pu mettre cette équation sous une 
forme des plus condensées, conduisant à un résultat remarquable. 

Si nous posons (en désignant par I. 2, 3 les dérivations par rap¬ 
port à æ, t/, z) 

A — /,//;, - fjU,, B = /-.tilt — hu.u C = fin-, — f 2 ll | 

et si nous considérons la fonction 


w 


ih 


B _ f:ill{ — ftlh 

A / 2 tt;| - j.\U 2 * 


Véquation (3') .se me/ soï4s /« forme réduite. 


( r >) /|C, c /,C, I j:V A ~ 0. 

Or cette équation exprime que, en tout point commun, 

surfaces f = const. — const. se coupent à angle droit, 
d 

On en déduit aisément que les surfaces v — const. con¬ 
tiennent les trajectoires tout entières. 
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De plus, le plan de la courbe trajectoire partant d’un point 
x 0 , y 0 . z Q a pour équation 


(<■>) 


J X * r 0 Y jjo / — z ( , 

(/,% (/;)„ 

! («f./)o (R 3 ')«. 


= 0. 


Si donc on connaît une famille de surfaces f(x, y , z) = 0 satisfaisant 
à l’équation (3') ou (5), les équations (6) et 

v(x, y , z) — const. 

donneront sans quil doit nécessaire de faire aucune quadrature , fes 
courbes trajectoires. 

Mais d’autre part, la fonction c n’étant pas formée symétrique- 

ment au moyen des dérivées de /, on peut avoir une 

deuxième forme différente, en prenant 

, \ / 1 U 2 — / 2 U 1 

oM.r, v, z) — ' . 1 = const. 

/»«» - 

(l 

On peut donc mettre les équations des courbes trajectoires pas¬ 

sant en x 0 , î/ 0 , z 0 sous la forme symétrique 

A _ B C 

Ao B 0 Lo 

sans aucune intégration. 

Les deux familles de surfaces 


v — const., «» const. 
r 

se coupent donc mutuellement - suivant des courbes planes. 

Si l’on donne la surface enveloppe des plans des courbes trajec¬ 
toires, sous forme tangentielle 

<P(“i P, W, z) = 0, 

l’équation qui détermine / se réduit à une équation aux dérivées 
partielles du second ordre 

?(A, B, C, — (Aa; -{- 1% ~h C z)) = 0. 

On peut astreindre les fonctions /(#, ?/, z) à des conditions particu¬ 
lières. 
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1° Si cette fonction est à variables séparées de la forme 

f(x , ?/, ï) = X+ Y + Z 

on trouve qu’il est nécessaire et suffisant que les fonctions X, Y, Z 
satisfassent à une même équation 

X'X'" H- X"* -t- /cX" = a. 

On peut intégrer complètement cette équation. 

On démontre que les plans des courbes passent par un point fixe • 

En particulier, si k = 0, on a la famille de surfaces 

j \Jaor' 1 +-2bx f c dx +- j \ay* \ 2b’y ~hd dy 4- j \Jaz 1 4- 2b"z 4- c dz p. 

Les trajectoires orthogonales sont des hyperboles tangentes à 
des plans parallèles, deux à deux, aux plans de coordonnées. Les 
plans de ces trajectoires passent par un point fixe, centre du pa¬ 
rallélépipède. 

Si a — 0, on obtient la famille de surfaces 

•j :» __ :» 

V b x - h y b’ y 2 \J b" z- — p. 

Elle^ ont pour trajectoires orthogonales, les paraboles 

x = b[t 4- a)‘, y = !»(( f £} 2 , z 4- y)-. 

Les plans des courbes sont parallèles à la direction fixe, b , //, 6". 
Ces paraboles sont tangentes aux trois plans de coordonnées. 

2° Pour que les plans des courbes trajectoires soient parallèles 
à une direction fixe a, b , c, il faut et il suffit que la fonction /{x, y , z) 
satisfasse à une équation de la forme 

/i 2 U 1 // 2 — •?(/, o® -+- by cz). 

Pour que les plans des courbes trajectoires passent constamment 
par l’origine, il faut qu’elle satisfasse à une équation de la forme 

/i a /,* -h /,* = S(/, ■+ y* 4- z*). 

3° Enfin on peut étudier les familles de surfaces à trajectoires 
orthogonales planes qui constituent également une famille de Lamé. 

Ce problème revient à la détermination des systèmes triples, 
dans lesquels un des systèmes de lignes de courbure est composé 
de courbes planes. 
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L’Auteur a déterminé ainsi, pai des formules simples, une solution 
dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable f û(u) et d’une 
fonction de deux variables w). 

En particulier si cp(u) est de la forme 

'f(u) = * i- pe u -4- ye~ u , 

un système de lignes de courbure des familles v et w est constitue 
par des cercles . 

Comme cas tout à fait particulier, on obtient le système 

. x _ y — e_ z - w _ w 2 — e* 

U V — W U 2 -h P " -h W 2 

composé de cyclides du troisième degré dont toutes les lignes de 
courbure sont des cercles. 

Nous nous bornons à ces indications (Cf. Thèse de l’Auteur). 


Nous en avons terminé avec toutes les applications géométriques. 
On ne peut que lire avec le plus grand intérêt le magistral Traité de 
Darboux sur la Théorie des surfaces, et tout d’abord l’ouvrage si 
clair et si intéressant de Deinartres (Cours de géométrie infinitési¬ 
male). 
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